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CAMPI, FORZE E POTENZIALI 
ELETTROSTATICI NEL VUOTO 


la. Una carica elettrica puntiform e in q uiete genera n ello spazio vuoto 
un campo e un potenziale elettrostatici dati dalle espressioni 

1 a ..1 


E ■ 


4?r£o r 2 


u r 


V-- 


4xeo 


r 


( 1 . 1 ) 


dove q è il valore della carica che crea il campo, r la distanza tra il punto O 
in cui si trova la carica e il punto P in cui se ne calcola Teff etto u r il versore 
del raggio vettore r = OP. Se sono presenti più cariche puntiformi 1 effetto 
totale si ottiene sommando vettorialmente i campi e algebricamente_ i potenziali 

dovuti alle singole cariche. .. 

Una canea elettrica può essere distribuita su una linea o una superficie o 
un volume con densità A, a, Q rispettivamente. Il^campo^ejl^^potenziaie si 
ottengono jperjntegrazione 


Ei = 


4 jT£o 


f Al 

J Ur “7 


kds 

.2 


4 ^£o 


{ oa 

\ «r- 


od_I_ 

.2 


471 £o 


• kds 
r 


W 


odi 


4 tT£o 


E„ = 


4tT£o 


4j"T£o 


f Qdx 
\ “r — 


Qdx 


( 1 . 2 ) 


essendo ds, di e dx gli elementi infini tesim i di linea, superfi cie e volu me. ^ 
"" La possibilità di sommare direttamente i campfe I potenzialTBovuti a piu 
cariche per calcolare l’effetto totale, viene anche enunciata comejijmcipio^Mi - 
sovrapposizione' Essajhscende dal fatto che le equazionjjhfferepzi„ali.cuuobbe^ 
disrono il'campo' e il potenziàlé 'èléttFosterici son.o linean_neLpampo_o r nel 
potenziale: quindi sé in due divèrse situazioni si hanno due date soluzioni, al 
véìmZSm contemporaneo di entrambe le situazioni si. ha una soluzione che e ia 

sordina 'delle pyècedehtìrammesso/chejajiresenza cor^ 

razioni in ciascuna ~delle situazioni originarie ■. 

La forza che Igiscé su uni "carica puntiforme q posta m un punto ove il 
campo elettrico vale E è data da F = qE. Se la carica elettrica è distribuita 
bisogna ricorrere a espressioni integrali del tipo (1.2). In ogni caso occorr 
*_,i»iie nnccihilì modificazioni dovute all’introduzione della carica q. 
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CAPITOLO 1 


lb. Il campo elettrostatico nel vuoto è un campo conservativo; il campo 
scalare da cui deriva è il potenziale: 

E = -grad V ovvero V{P 2 ) - V(?i) = - J E • di , (1-3) 

l 

essendo l una qualsiasi linea orientata che va dal punto Pi al punto P 2 . Per un 
percorso chiuso la circuitazione di E è nulla: 

| E • di = 0 . 

In termini differenziali, applicando il teorema di Stokes (A.14), 
rot E = 0 . 

L’altra proprietà fondamentale del campo elettrostatico, legata alla dipen¬ 
denza da 1 Jr 2 , è il teorema di Gauss : il flusso del campo E attraverso una 
superficie chiusa I è proporzionale alla carica contenuta entro la superficie: 

3> x (E) = j>E*u„dr = -^-. 

In termini differenziali, applicando il teorema della divergenza (A.12), 

divE = É?/ £o • ^ 

Le equazioni (1.5) e (1.7) sono le equazioni di Maxwell per il campo 
elettrostatico nel vuoto. Mettendole insieme si ottiene 

div grad V = V 2 V = -g/£o » 

che è detta equazione di Poisson. Nello spazio privo di cariche il potenziale 

elettrostatico soddisfa a\Yequazione di Laplace V V - 0. 

La (1.3) lascia indeterminato il valore del potenziale: noto E, Ve noto a 
meno di una costante additiva che viene fissata normalmente dalla convenzione 
di porre egual e, a z ero il potenziale all’infinito. 

le. Ricordiamo alcuni argomenti specifici. , 

A) Passando attraverso uno strato superficiale di carica di densità a, a 
componente normale del campo elettrostatico varia di a/ eq, q uella tangenziale 

rimane costante. . , . . 

B) In un conduttore in equilibrio il potenziale è ovunque costante, il 
campo è nullo all’interno. Se il conduttore è carico, la carica si distribuisce 
sulla superficie (con densità a) e in un punto esterno, infinitamente vicino a a 
superficie, il campo vale a/ e 0 u„, essendo u„ il versore della normale alla 

superficie, orientata verso l’esterno. 

C) Un dipolo elettrico produce il potenziale 

1 p • r _ p cos 6 
4jt£o r 3 4 r 2 


V 


(1.9) 
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n è il momento del dipolo, r la distanza dal centro del dipolo al punto in cui si 
« ■> e r. U fonnula vaia per istanze supet.on d, 

almeno un ordine di grandezza alle dimensioni del dipolo. 

Id II modulo della forza tra due cariche puntiformi è q x q 2 l 
mula nota come legge di Coulomb che ci perm ette dì defin ire canca jinitaria 
TeHa che Ssta a un metro di distica da unifica eguale la respinge con 
^Tf^ ~ Sri~a~l7 j^'&lie W ton. Ljunìtà. dumisura-così -individuata si_chiama 

coulomb; per Eo si ha allora: 

* coulomb 2 _ coulomb 2 _ coulomb _ farad ^ 

60 = newton m 2 joule m volt m m 

avendo definito due nuove unità di misura: 

VOI „_, - , farad — 

coulomb vc4t 


Come si vedrà in seguito il valore numerico di So } 1 ° 7 / 4 *<?' dove c è la 
velocità della luce nel vuoto, 2.998 ■ 10 m/s. Quindi 


£q = 8.853 • 10- 


- = 8,987 


Per le nuove unità di misura introdotte si utilizzano i simboli C V, F. 

Il campo elettrico ha le dimensioni forza/carica e si misura in N/C ovvero 
V/m DallaSl 3) si vede allora che il potenziale si misura in volt. Per le vane 
Ssia dUaS il flusso di campo = il momento d, dipolo s, hanno 1= un.tà 
C/m, C/m 2 , C/m 3 , Vm, Cm. 

ca,c^«™rs=« 

elemTntare de è fST 1 "cTe’ri confrontai teToro la ^3°elettrostatica e 
S forza Savitazionale tra un protone e un elettrone posti a una distanza di 
10 ~ 8 cm (che è l’ordine di grandezza delle dimensioni di un atomo) si trova 

le 2 9 • IO 9 (1-6 • 10 19 ) 2 _ 9.30 • IO -8 N , 


4jt£o r 2 

m e m„ 

;y __^ 


(f- 6 ' 10 )_ == ? 30 • IO -8 N . 

IO" 20 

1Q - 11 • 9.06 • IO" 31 • 1.67 • 10~ 27 

- IO-*- 


e 1.01 • 10“ 47 N . 


I 

ti T, a if ~10 39 in favore delle forze elettrostatiche- queste sono cioè 

enormemente più forti di quelle gravitazionali, che P e ^° ven S ono dl SOlt ° 
trascurate nei calcoh con particelle atomiche o subatomiche. 
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CAPITOLO 1 


1.1. Studiare il campo e il potenziale elettrostatici generati da una carica distri¬ 
buita con densità uniforme A su un filo di lunghezza 2a e sezione trascura¬ 
bile. 

Nel piano individuato dal filo AB e dal punto P generico fissiamo un 
sistema di coordinate con origine nel centro O del filo, asse x parallelo e asse 
y ortogonale al filo. Sull’elemento di filo ds c’è la carica dq = Ms che produce 
nel punto P il campo 

1 A ds ir . « 


I / 

diretto come O'P e con verso come in figura se | x 

A è positiva. Le componenti del campo sono —-—- 1 

dE x = dEcosd , dE y = dEs&nG . 

Per ottenere il campo dovuto a tutto il filo dobbiamo integrare sulla 
lunghezza del filo; siano reyle coordinate (fisse) del punto P e s la coordi¬ 
nata corrente sul filo, variabile tra -a e +a. Conviene esprimere r, cosd e 
sen 6 in funzione di x, y e s: 


sen0 — 


r = [(x - s) 2 + y 2 ] 1 ^ , cos0 = - 


' '' ’ — k x-sf + y 2 ]» 2 ’ [(x-.r + rr* 

Effettuando queste sostituzioni abbiamo le componenti del campo infinitesimo 


in P in funzione della posizione dell’elemento ds: 


dE x = 


A (x -s)ds 

4}Z£o [(x - s) 2 + y 2 p 


A _ yds 

4neo [(x-s) 2 + >' 2 ] 3/: 


da cui integrando tra —a e +a 


[(x - af + ff 2 [(x + a) 2 + y 2 ] 1 ' 2 


A 

4neoy 


(x + af + ; 


[(x - af + y 2 f 


Il campo risultante ha il modulo E=(EZ+E$) y2 e direzione formante 
con l’asse x un angolo cp tale che tg <p-E y /E x . Le conclusioni raggiunte 
valgono qualunque siano le coordinate del punto P e comunque si ruoti il 
piano contenente il punto P rispetto all’asse x {simmetria di rotazione rispetto 
all’asse contenente il filo). 

Vediamo alcuni casi particolari: se x = 0, cioè nei punti dell’asse y, E x = 0 
in quanto la parte destra e la parte sinistra del filo danno contributi eguali ed 
opposti, per cui 

__p._2oA___ q 

y 4 jte fì y{a 2 + y 2 )^ 2 4xsoy(a 2 + y 2 ) y2 
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essendo q = 2aA la carica totale del filo. Invece nei punti dell’asse x, dove 
y = 0, il campo non può avere che la componente E x e risulta 

E = E X = - % -=r- . 

4jT£o(x 2 - a 2 ) 

Per distanze dal filo grandi rispetto alle dimensioni del filo il campo tende 
ad assumere l’andamento del campo di una carica puntiforme q = 2aX localiz¬ 
zata nel punto O: a grandi distanze la struttura della distribuzione di carica 
non è più importante (la verifica è particolarmente facile nei punti degli assi x 
e y). Invece nei punti del filo il nostro metodo di calcolo non porta a risultati 
corretti, essendoci contributi infiniti agli integrali. 

La determinazione del potenziale procede in modo analogo: 


4zzeq [(x-j) 2 +)’ : 


a 



•a 


x -I- a + [(x -r a) 2 -I- y 2 ] 112 
x - a + [(x - af + y 2 ] 1/2 


Si potrebbero ora calcolare le componenti del campo elettrico come 
E x = - BV/Bx, E y = - BV/By, cioè in base alla (1.3), verificando che coincido¬ 
no con le (a). 

Nella figura sono disegnati l’andamento del campo al variare del punto P 
su una circonferenza di centro O e raggio paragonabile alle dimensioni del filo 
e alcune linee equipotenziali. 



1.2. Un filo rettilineo indefinito di sezione trascurabile possiede una densità uni¬ 
forme di carica A = IO -8 C/m. Calcolare il campo elettrostatico nel punto P 
posto a distanza y = 1 cm dal filo e la differenza di potenziale tra tale punto 
e un altro posto a 3 cm dal filo. 

Estendiamo con un passaggio al limite i risultati del problema precedente. 
Quando la lunghezza del filo tende all’infinito E x va a zero e il campo, solo 
radiale, vale 
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CAPITOLO 1 


A questo stesso risultato si arriva con semplicità applicando il teorema di 
Gauss. Per la simmetria del problema possiamo stabilire subito alcune proprie¬ 
tà del campo del filo: 

— in un punto distante y dal filo il campo deve essere radiale: le parti del filo 
a destra e a sinistra, essendo indefinite, danno eguali contributi che in x si 
elidono e in y si sommano; 

— pertanto a parità di y il campo ha ovunque lo stesso valore; 

— l’unica dipendenza possibile è da y (campo a simmetria cilindrica radiale). 


Queste considerazioni ci suggeriscono di scegliere come superficie cui ap¬ 
plicare il teorema di Gauss (1.6) una superficie cilindrica di raggio y e altezza 
/, coassiale al filo. Le basi non portano alcun contributo al flusso perché E e 
u„ formano un angolo di 90°; il flusso attraverso la superficie laterale è sempli¬ 
cemente E 2 essendo E costante a parità di y e diretto normalmente alla 


superficie. La (1.6) si scrive così: 

InylE = -£- = — => E = —-— 
£o £ o 2 ne 0 y 


Numericamente E = 18 • IO 3 V/m. 



Il calcolo del potenziale presenta una difficoltà apparentemente insormon¬ 
tabile: il passaggio al limite dell’espressione trovata nel problema precedente 
dà un valore infinito e il calcolo risulta così privo di significato. Se però 
ricorriamo alla (1.3), che è la definizione corretta, siamo in grado di calcolare 
le differenze di potenziale; ponendoci per esempio su una retta normale al filo 
(versore u„) con yi <y 2 : 

vw-vw-Ìe.*-}^- 

yi yi 

La differenza di potenziale dipende solo dalle distanze dal filo: le superfi¬ 
cie equipotenziali sono superficie cilindriche coassiali al filo. Nel caso specifico 
AV = 197.8 V. 

Quanto visto ci serve per mettere in evidenza due fatti: 


1) occorre cautela nel passare da casi fisici realizzabili in pratica (problema 
1.1) a situazioni ideali (problema 1.2), in quanto non è detto che le pro¬ 
prietà matematiche delle soluzioni persistano in qualunque situazione, so¬ 
prattutto quando si considerano cariche e distanze infinite; 

2) agli effetti pratici ciò che ha realtà fisica ed è misurabile è la differenza di 
potenziale tra due punti e non il valore assoluto del potenziale in un punto. 


Non escluderemo per questo dalla trattazione i casi ideali; essi sono spesso 
utili e istruttivi e con opportune approssimazioni i risultati trovati possono 
essere applicati a casi reali. Per esempio, una carica puntiforme posta a pochi 
centimetri da un filo carico uniformemente, rettilineo su una distanza di molti 
metri, risentirà di un campo che con buona approssimazione può essere scritto 
X/27i£ 0 y . 


t 
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1.3. Due fili indefiniti, paralleli e rettilinei, sono carichi con densità uniforme A, 
eguale in modulo per entrambi, ma di segno opposto, pari a 10 8 C/m. La 
distanza tra i due fili è d = 5 cm. Calcolare il campo elettrostatico E nel 
punto P distante = 3 cm dal filo positivo e R 2 = 4 cm da quello negativo. 
Calcolare inoltre la forza per unità di lunghezza con cui i due fili si attrag- 
gono . 

I fili sono ortogonali al piano che contiene il disegno. I campi Ej e E 2 , le 
cui direzioni e i cui versi sono indicati, hanno moduli pari a 


1 2zt£ 0 Ri ’ 2 IzteoRz 

Le_ coordinate x, y di P si ottengono risolvendo il siste¬ 
ma (intersezione di due circonferenze) 

S + y 2 = R? , (x-d) 2 + y 2 = RÌ : 



* = d * + R 3f *L ’ y=±[Ri-^- d ) 2 ] V2 - 

2 a 

Evidentemente c’è simmetria in y; nella figura si è considerata la soluzione 
positiva. Le componenti E x e E y del campo risultante sono 

E x = E 1 cos8 1 + E 2 cos8 2 , E y = £1 sen0j - E 2 sen 6 2 

con sen 6 1 = y/Ri e sen 8 2 = y/R 2 . Il modulo è (E 2 4- Eff 2 e l’angolo tra E e 
l’asse x si calcola da tg 8 = E y /E x . 

Utilizzando i dati numerici abbiamo i seguenti risultati: 

£, = 6.0 • IO 3 — , E 2 = 4.5 • IO 3 — , x = 1.8 cm , y = 2.4 cm , 
m m 

sen 0i = 0.8 , cos0i = O.6 , sen 02 = 0.6 , cos0 2 = O.8 , 

£=7.2-IO 3 - , E y = 2.1 • IO 3 — , £ = 7.5-IO 3 -, 
m y m m 


tg0 = 0.292 , 0= 16.3°. 

La forza per unità di lunghezza tra i fili si può calcolare a partire dal¬ 
la forza risentita da un elemento di filo dz posto nel campo dell’altro filo. 
La carica su dz è dq — kdz, il campo vale XjljtEod, la forza e 
dF= Edq = k 2 dz/2jtE(,d. Per unità di lunghezza 



A 2 

Izceod 


m 
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CAPITOLO 1 


1.4. Una carica elettrica è distribuita uniformemente con densità A su un anello 
sottile di raggio R. Calcolare il potenziale e il campo elettro statico in un 
punto generico della retta normale al piano dell’anello e passante per il suo 
centro. In particolare calcolare il valore del campo nel punto P che dista 
x — R/ 2^ 2 dal centro dell’anello se R = 1 cm e A = 8.85 • IO -10 C/m. 

Il potenziale prodotto da un elemento di anello ds in un generico punto P 
dell’asse x è dV = Xdsj Ant^r, con r — (x 2 -f R 2 ) 112 . Si ìntegra su tutta la cir¬ 
conferenza e si ottiene: i 





Il potenziale è massimo al centro dell’anello 

(x = 0, 6= k/ 2) dove vale V 0 *= A/2e 0 , mdipenden- t , 

te dal raggio dell’anello a parità di densità di cari- _ l_£j__*_„ 1 

ca (ma non a parità di carica: X=q/2zR, p * 

V 0 = q/4n£oR). Al crescere di x il potenziale de- • 

cresce annullandosi all’infinito; l’andamento è sim¬ 
metrico rispetto al centro. 

Siccome il potenziale nei punti dell’asse dell’anello dipende solo da x, il 
campo elettrico ha solo la componente x, cioè è parallelo all’asse (nei punti 
dell’asse). Questa proprietà sì ricava anche considerando che due elementi 
carichi ds, posti agli estremi di un diametro dell’anello, danno in P due campi 
elementari aventi la stessa componente secondo x e componenti eguali ed 
opposte ortogonalmente a x; ciò è vero per qualunque siffatta coppia di ele¬ 
menti. Il valore del campo è i 


dV X R x 

dx 2 sq (x 2 + R 2 f /2 


Il modulo del campo è simmetrico rispetto al centro, la direzione, come si è 
detto, coincide con quella dell'asse x, il verso è tale che, se A è positiva, il 
campo è concorde all’asse x per x > 0 e discorde per x < 0. 

Il campo è nullo nel centro dell’anello e all’infinito: pertanto deve esserci 
un punto in cui il modulo è massimo. Annullando dE/dx si trova 

*max — i , £ m ax = 0.38 -— = 3.8 • IO 3 — 

e 0 R m 

Come nel problema 1.1 notiamo che per x->», E = XR/2e 0 x 2 = 
= q/A keqX 2 : a grande distanza è come se la carica fosse concentrata nel 
centro dell’anello. 


t 
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Una carica è distribuita con densità uniforme a su una superficie cilindrica 
di raggio R e altezza la. Calcolare il potenziale e U campo in un punto 
generico dell’asse. In particolare calcolarli nel centro C^ e nd centro S delle 
due basi (su cui non c’è carica) prendendo a= 10“ C/m , P - 20 cm, 
2a = 40 cm. 


Prendiamo il sistema di coordinate con origine nel punto C indicato in 
figura. Sulla superficie infinitesima (tratteggiata) dl= 2 ;xRds si trova la canea 
dq = odI=2nRods. Vediamo che pos- 

siamo schematizzare la superficie come -| j ' 

una serie infinita di anelli con carica _ _s_|__jc_s__ 

infinitesima distribuita con densità dX = ■“-1“ | , * 3 * 

— dql2stR — ods, per cui ricorriamo ai _ I-j - ' 

risultati del problema 1.4. Detta x — s la 1 

distanza tra il punto P sull’asse e il centro dell’anello, con s vanabde tra 

-a e -fa, il campo infinitesimo prodotto dall’anello in P vale in modulo 

- JLL. (x-s)ds . 


integrando tra —a e -fa 


E ~T^{[(x-af + RW [(* + a) 2 + ET\) ’ 

Il campo è nullo nel centro C; per x positivo è concorde all’asse x, per x 
negativo è discorde, se a è positiva; in ogni caso è parallelo all’asse. Per x - a 


(4a 2 4- R 2 ) V2 _ 


per x = -a si ottiene, in valore assoluto, lo stesso risultato^ essendo il campo 
simmetrico rispetto all’origine. Numericamente E s = 3.1 • 10 V/m. 

Anche ora l’andamento del campo suggerisce resistenza di un massimo; 
l’annullamento della derivata prima porta però a un’equazione di sesto grado, 
per cui è conveniente un calcolo approssimato. Se R-a, come nel nostro 
caso, si trova il massimo per x = 1.16 R. 

Il procedimento per il calcolo del potenziale è analogo: 




x + a + [(x + a) 2 + R 2 } 1/2 

x-a + [(x-af + RT r 


Il valore numerico nel centro C è V c - 2 • IO 4 V, nei punti S V s - 1.6 • 10 V, 
anche il potenziale è simmetrico rispetto al centro, dove assume il valore 

maSS Se°ia superficie cilindrica diventa indefinita il campo all’interno va a zero, 
mentre all’esterno è diretto radialmente e vale in modulo E = ^E/e 0 r. Entram¬ 
be le proprietà si dimostrano facilmente col teorema di Gauss. Le differenze di 
potenziale si calcolano integrando il campo; per esempio, rispetto all interno 
della superficie, dove il potenziale è costante, AV - (oR/e o) log r/R, se r> li¬ 
si confronti questa situazione con quella del problema 1.2. 







CAPITOLO 1 


1,6. Un disco di raggio R = 30 cm e spessore trascurabile è carico con densità 
/ N. uniforme ff= 8.85 • IO -8 C/m 2 . Dare l’espressione del potenziale e del cam- 
'' po nei punti dell’asse e calcolarne il valore nel centro O del disco e nel 
punto Q distante R da O. 

La corona circolare compresa tra i raggi y e y + dy, di area dl = 2nydy, 
si può assimilare a un anello carico di raggio dq = odi e 
dX = dq/2ny = ady. Il potenziale dovuto a tale anello si'-scrive 

ydX 1 a ydy t r 

2e 0 (x 2 + y 2 ) 1 ^ 2e 0 (x 2 + y 2 )^ 

Q_ , ^P ^ ^ 

e il potenziale totale si ottiene per integrazione tra * 

zero e R: ' 


V = -2— [(x 2 + R 2 ) l/2 - (x 2 ) 1 ' 2 ] 
2 e 0 


[(x 2 + R 2 )^ - |x|] . 


Con la scrittura {x 2 )^ 2 si intende che si assume la determinazione positiva 
della radice, come si deve in quanto il potenziale è simmetrico rispetto al 
centro, dove è massimo. 

Quando x è molto maggiore di R l’espressione del potenziale si 
crx T/ R 2 \^ 1 

semplifica: scrivendo V(x) = —— I 1 H-— I —1 , sviluppando in sene 

2eo |_V x ì J 

/ R 2 \V2 . . , R 2 . . 

( 1 + —— e arrestandosi al primo termine 1 + —— , si arriva a 

V *" / 

4e 0 x 4;re 0 x 

come se tutta la carica del disco fosse concentrata nel centro. 

Calcoliamo il campo a partire dal potenziale: 

_ dV crx f 1 il 


: E r — " 


1 


La direzione è quella dell’asse, il verso, se <r è positiva, concorde o discorde 
all’asse x a seconda che sia x > 0 oppure x < 0; il valore assoluto è simmetrico 
rispetto al centro. 

Per x —>0 il limite destro è diverso da quello sinistro: uno è o/2e 0 u x , 
l’altro - cr/2e 0 u x . Nell’attraversare il disco il campo subisce una discontinuità 
di a/so- Ciò è in accordo col risultato generale che la componente normale del 
campo presenta la discontinuità < 7 /£q nell’attraversare una superficie carica , men¬ 
tre la componente tangenziale resta invariata; nel nostro caso il campo è esclusi¬ 
vamente normale. 

Passando al calcolo numerico, V 0 = crR/2s 0 = 1500 V, V Q = oR(2 v - 
— l)/2e 0 = 615 V, E 0 = a/2e 0 = 5 • IO 3 V/m, £ 0 + - E 0 ~ = cr/eo = IO 4 v /m, 
E q = 1485 V/m. 
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Una situazione analoga a quelle viste nei problemi 1.2 e 1.5 si presenta se 
facciamo tendere R all’infinito, cioè se consideriamo il piano carico indefinito. 
Il campo assume i valori costanti o/2eou n e — a/2e 0 u„ rispettivamente a 
destra e a sinistra del piano: u„ indica il versore della normale al piano. Il 
potenziale diverge, ma le differenze di potenziale restano finite. Dati per 
esempio due punti distanti xi e x 2 dal piano (x 2 > x x >0), 

V(x,)-VW-jK.dl- 1 Z |r j...dl-^£4. 

*1 *1 

Le superficie equipotenziali sono i piani paralleli al piano carico. 


j f 1 . 7 . Calcolare il potenziale prodotto da un anello uniformemente carico in un 
i ' ' j punto del piano dell’anello, la cui distanza dal centro dell’anello sia molto 
K maggiore del raggio di questo. 


Il potenziale generato dall’elemento infinitesimo di _ 

anello vale z' d 

a ds _ a r _ de ( 0 Aì\l::::z^ P 

A 7 ts 0 d 4;r £ 0 (R 2 +x 2 - 2 x£cos 0) V2 V J 

XR 1 dd \- -S 

4^£o ^2 + x 2^1/2 (1 _ Iccos 6) V2 

con per ottenere il risultato basta integrare tra 0 e n (con¬ 

fi 2 +x 2 

„ „ r de 

tributo di mezzo anello) e moltiplicare per 2. Purtroppo J _ fccQs ^ 1/2 

è un integrale ellittico; però, per k«l, come succede se x»R, si può svilup¬ 
pare in serie la funzione integranda: 

- 1 -= 1 +— cos e + cos 2 e le 1 + cos 3 e k 3 + ”7 cos A 6k A + ... 

( 1 -fccose) 1 ^ 2 8 16 128 

Solo i termini con esponente pari danno contributo all’integrale e si ottiene, 

ponendo q = X2nR, 

a L . 3 R 2 , 105 R 4 , 1 


1 3 S 2 105 R 4 

i +T __ + ___+.^ 


4;re 0 x [ 4 x z 64 x' J 

che tende al potenziale di una carica puntiforme quanto più ci si allontana 
dall’anello. 


^ 1 . 8 . Calcolare campo e potenziale dovuti a una carica q distribuita uniformemen- 
su una superficie sferica di raggio R. In particolare calcolarne il valore 
sulla superficie e nel centro di questa, se q— 10 7 C e R — 10 cm. 



CAPITOLO 1 



Per la simmetria della distribuzione il campo in un qualsiasi punto deve 
avere direzione radiale e dipendere solo da r, distanza dal centro della superfi¬ 
cie sferica. Pertanto è conveniente l’applicazione del teorema di Gauss (1.6): il 
flusso attraverso una qualsiasi superficie sferica di raggio r, concentrica con 
quella di raggio R, è semplicemente EZ = 4icr 2 E e si ha 

4nr 2 E=0 se r<R , 4nr 2 E = — se r>R . 

£o 


All’interno della superficie sferica il campo è nullo, all’esterno vale 
q/4fce 0 r 2 , come se la carica fosse concentrata nel centro. Essendo q = 4 jiR 2 o, 
il campo può anche essere scritto oR 2 /e 0 r 2 e si vede per r tendente a R il 
campo tende al valore E R = o/e 0 . Ritroviamo la discontinuità o/e q nell’attra¬ 
versamento di una superficie carica (la componente tangenziale è nulla, il 
campo è tutto ortogonale). 

Calcoliamo il potenziale all’esterno della superficie sferica integrando il 
campo: 




« 


Si può quindi assumere per il potenziale l’espressione V(r) = 
= q/4jte 0 r = oR 2 /e 0 r-, a priori c’è l’indeterminazione dovuta a una costante, 
cioè V(r) = q/ 4 jt£ 0 r + cost, ma la condizione che il potenziale sia nullo all’in¬ 
finito pone eguale a zero la costante. Il nsultato è identico a quello che si 
avrebbe con una carica puntiforme q posta nel centro della superficie sfenca. 
Su questa in particolare 


g 

4tz£o R 


■ = EbR . 


Per r <R il campo è nullo e quindi il potenziale è costante-, per continuità tale 
costante è proprio V(R), 

Le proprietà ora ricavate per una distribuzione superficiale uniforme, cioè 
per una superficie sferica vuota, valgono anche per una sfera conduttrice cari¬ 
ca, lontana da altri conduttori canchi. Infatti in tal caso le cariche, che in un 
conduttore possono stare solo sulla superficie esterna, sono distribuite unifor¬ 
memente per ragioni di simmetria e quindi le due situazioni dal punto di vista 
del teorema di Gauss sono equivalenti. 

Notiamo che quando si applica il teorema di Gauss si calcola naturalmente 
prima il campo e poi da questo il potenziale per integrazione; quando invece, 
in assenza di particolari simmetrie, si deve integrare direttamente tramite le 
( 1 . 2 ), è in genere più conveniente calcolare prima il potenziale e poi da questo 
il campo per derivazione, attraverso la E = — grad V che non presenza difficol¬ 
tà. Se si calcolassero subito le tre componenti di E bisognerebbe eseguite tre 
integrali che spesso presentano maggiori difficoltà di calcolo di quello che 
porta alla determinazione di V. 

Sviluppiamo il calcolo numerico proposto: la densità di carica vale 
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ff= ?_ = 7. 96 , iO-’C. 

4 jiR m 

Di conseguenza 

£* = .£ = 9.0 . IO 4 — , Vr = E r R = 9.0 • IO 3 V . 

£ 0 m 

Nel centro della superficie sferica E = 0 e V = V R . 


Un conduttore sferico cavo, di raggio interno R 2 e raggio esterno R 3 , contie- 
{ \j ne una sfera conduttrice, ad esso concentrica, di raggio R 2 , carica con una 
^— quantità di carica q. Detta r la distanza dal centro del sistema, calcolare 
campo e potenziale per r variabile da zero all’infinito. Dare una rappresen¬ 
tazione grafica delle funzioni E(r) e V(r) nel caso R\= 5 cm, R 2 = 8 cm, 
R 3 = 10 cm, q = IO -9 C. 

Tra i due conduttori c’è induzione completa: la carica q = 4zcR 2 C\, distri¬ 
buita uniformemente sulla superficie sferica di raggio Ri, fa apparire sulla 
superficie interna del conduttore cavo una carica —q = 4 kR 2 o 2 e sulla superfi¬ 
cie esterna dello stesso una carica q = 4mR 3 03, entrambe uniformemente di¬ 
stribuite. Il campo elettrico è radiale e dipende solo da r, distanza dal centro 
del sistema. Applicando il teorema di Gauss come nel problema 1.8 abbiamo: 

<7 .. . r» r- o 3 

r> ti 3 t, --- 3 - -5- , r — K 3 E 3 - 

4jt£ 0 r e 0 r e 0 


R 2 <r<R 3 E = 0 (interno di un conduttore) 

Ri <r < R 2 E = .- q , 

4 tt£ 0 r z £ 0 r 


r = Ri £ 1 =- , r*=R 2 £ 2 = £2 (a, R? = a 2 R 2 2 ) 

£0 £0 

0^r<R x E = 0 (interno di un conduttore). 

I va lori dati per r = R u 1 = R 2 ~^.l=.R 3 s i intendono per un m inloJnfinilamen- 
te~vicino a lla su perficie del conduttore, ma sempre esterno a quest o. 

In figura è riportato l’andamento del campo calcolato con i dati del pro¬ 
blema; si ha 

ai = 3.18 • IO" 8 —, , o 2 = 1.24 • IO" 8 — 2 , a 3 = 0.79 • IO" 8 — 2 , 
m m m 


E x = 3.6 • IO 3 


E 2 = 1.4 • IO 3 


£3 = 0.9 • IO 3 




CAPITOLO 1 



I due tratti diversi da zero appartengono alla stessa curva E = 9/r 2 V/m. 

Il calcolo del potenziale per r> R 3 è eguale a quello del problema 1.8; 
con riferimento zero aH’infinito si ha 



All’interno del conduttore cavo il potenziale è costante e vale V 3 ; questo 
in particolare è il valore per r = R 2 ed è il riferimento del potenziale nell’inter- 
capedxne. Per Ri < r < R 2 scriviamo cioè 




V(r)=S— ( 1 1 1 \ - ° lR * e ** 2 t- g3Ì?3 

4jre 0 Ir R 2 R 3 J eo r £ o £ o 


Per r = Ri 



1-1 + 1 
Ri R2 R3, 


<JlR\— Q 2 R 2 + 03^3 

e 0 


e questo è il valore del potenziale del conduttore interno. La differenza di 
potenziale tra i due conduttori è 


Vi - V 3 = 


g 

4^e 0 


' 1 _ 

Ri 


1 \ _ oiRi ~ o 2 R 2 
R 2 ) £ o 


Numericamente Vi = 158 V, V 3 = 90 V, tra Ri e R 2 V = (9/r) - 22 V, 
mentre per r > R 3 V = 9/r V; 22 V è la differenza di potenziale che ci sarebbe 
tra le superficie sferiche che delimitano il conduttore cavo se, a parità di carica 
e di geometria, tra di esse ci fosse il vuoto. 

Il sistema trattato è un esempio di schermo elettrostatico. Il campo e il 
potenziale all’esterno dipendono solo da cf 3 : anche se all’interno la sfera viene 
spostata o addirittura portata a contatto con la superficie del conduttore cavo, 
all’esterno non cambia nulla. Viceversa, il potenziale nell’intercapedine è dato 
da un termine variabile più un termine costante che dipende da V 3 : se dall’e¬ 
sterno si depositano cariche sul conduttore cavo in modo da alterarne il poten¬ 
ziale, all’interno V(r) segue fedelmente queste variazioni; il suo valore assoluto 
cambia, però non cambiano le differenze dì potenziale e quindi il campo. 
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/ T/jfiT Si hanno due sfere concentriche conduttrici; il raggio esterno di quella 
cava è R = 9 cm. Sulla sfera esterna viene depositata una carica 
q 2 = — 2 • IO -9 C, su quella interna una carica qi — IO -9 C. Successiva¬ 
mente si aggiunge sulla sfera esterna una carica q 3 = - q 2 = 2 ■ IO -9 C. 
Calcolare di quanto varia il potenziale della sfera interna. 

La sfera esterna è uno schermo elettrostatico: pertanto le variazioni di 
potenziale della sfera interna sono eguali a quelle della sfera esterna. Su que- 
st’ultima, nelle due situazioni, c’è la carica qi + q 2 e qi + q 2 + q 3 - qù la cari¬ 
ca qi appare per induzione da parte della sfera interna. Secondo i risultati del 
problema 1.8 il potenziale della sfera esterna vale, nei due casi: 

y — gì qt y — gl 

4^£oi? ’ 4 jte 0 R 

Pertanto V' - V = -q^Ane^R = q 3 /AsteoR : la variazione di potenziale è ap¬ 
punto quella dovuta all’aggiunta della carica q 3 e vale 200 V. 


1.11. Cinque sottili fogli conduttori sferici, di raggi rispettivamente 1, 2, 3, 4, 5 
/'y cm, sono concentrici e hanno carica nulla. Come mostrato in figura il 
secondo e il terzo conduttore sono collegati tra loro da un filo conduttore e 
così pure il quarto e il quinto. Una carica q = A • IO -9 C viene depositata 
sul conduttore più interno. Calcolare il valore della carica q, su ogni 
conduttore e la differenza di potenziale tra quello più interno e quello più 
esterno. Successivamente si pone una carica puntiforme q = 4 ■ IO -9 C a 
una distanza d = 40 cm dal centro del sistema. Calcolare la forza elettro- 
statica F, su ogni conduttore e quella F sulla carica esterna nonché il 
lavoro necessario per portare la carica puntiforme all’infinito. 

Per induzione completa 

q 3 = gs = gì = 4 • IO -9 C, 
q 2 = q«= -q x = -4 • IO -9 C . 

Con il collegamento tramite filo 1 
conduttori 2 e 3 si comportano come 
se fossero un unico conduttore e co¬ 
sì pure 4 e 5. La differenza di po¬ 
tenziale tra il conduttore più interno 
e quello più esterno si ottiene som¬ 
mando le d.d.p. tra 1 e 2-3 e tra 2-3 
e 4-5: 



AV = —1— = 2100 V 

4 it£Q [\Rx R 2 J \R 3 RaJ J 




CAPITOLO 1 


Quando si pone la canea puntiforme a distanza d, il campo all’interno non 
è perturbato: non c’è quindi alcuna interazione e risulta 


L’unica interazione avviene tra la carica puntiforme e la carica distnbuita 
sulla superficie esterna; nell’ipotesi che la presenza della carica esterna non 
perturbi la distribuzione simmetrica della carica superficiale, la forza vale F s = 
= q 2 /AMEo(P = 9 • IO -7 N. 

Infine, secondo la definizione di lavoro: 


r 

4ztEor 2 


<r 

4neod 


■■ 3.6 • 1(T 


* 1.12.' Calcolare campo e potenziale dovuti a una carica distribuita con densità 
/l uniforme g entro una sfera di raggio R. Dare una rappresentazione grafica 

delle funzioni E(r) e V(r) se g = 8.85 • IO -6 C/m 3 e R = 1 cm. 

Le solite considerazioni dì simmetria ci fanno prevedere che il campo sia 
radiale e dipendente solo da r, distanza dal centro della distribuzione di carica. 
Se applichiamo il teorema di Gauss ad una superficie sferica, concentrica alla 
sfera e di raggio r> R, la carica contenuta all’interno è q = (4/3) izR 3 q e si 
trova per il campo 

£ _ q .g* 3 1 , 

AttEoi 2 3eo r 2 

come se la canea fosse puntiforme e collocata nel centro della sfera. La situa¬ 
zione è diversa all’interno, per r<R; possiamo ancora applicare il teorema di 
Gauss, ma la carica da considerare è minore di q e si scrive q(r) = (4/3) jrr 3 o, 
per cui il campo vale 

E-- 

4izs 0 r 3eo 

Sulla superficie della distribuzione, cioè per r = R, E = E R = pi?/3e 0 : esso non 
presenta discontinuità. Riassumendo, il campo è nullo nel centro della sfera, 
cresce linearmente col raggio fino a r = R, poi decresce secondo la legge 1 / r 2 ; 
esso è sempre rivolto verso l’esterno se p è positiva. 

Il potenziale all’esterno della sfera è semplicemente 

r q _P ^ 3 J_ _ 

4;r£ 0 r 3 £o r 

Per r = R, V=V R = qR 2 l'ics = E r R. All’interno della distribuzione scriviamo 

R R 

V B -V W .-|E.d ' —rir—~ 
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Il potenziale è massimo al centro dove vale qR 2 /2e 0 . 

Con i dati del problema possiamo compilare la seguente tabella. 


r = 0 

E = 0 

o 

il 

0<r<R 

„ IO 6 

£ -T r 

V-5 • IO 5 

r = R 

£ = 3.3 • IO 3 

V = 33 

r> R 

II 

1-1 |«o 

II 


(la distanza r è espressa in metri, i campi in V/m, i potenziali in V). L’anda¬ 
mento è riportato in figura. 



1.13. Una carica puntiforme positiva di valore q = W C è posta al centro di 
una sfera di carica negativa, distribuita con densità uniforme. Il valore 
complessivo della carica negativa è Q = 8 ■ 10 C, il raggio della sfera e 
R = 1 cm Detta r la distanza dal centro del sistema calcolare se esiste per 
una generica carica puntiforme, che non perturba il sistema, una posizione 
di equilibrio in un punto P(r). 


La carica q produce un campo radiale, rivolto verso l’esterno, di modulo 
£ = q/ 4 jiE 0 r 2 ; il campo della carica Q è anch’esso radiale, però molto verso 
il centro. Il modulo vale E a = é>t/3£ 0 = Qr/4ttR 3 £ 0 se r^R, E Q = Q/4 ke 0 ^ 

$e y ^ 

All’esterno della sfera di carica si può avere equilibrio solo se Q = q, 
che non è il nostro caso. All’interno l’equilibrio è possibile se 
p/4^£or 2 = Qr/4}tEoR 3 , cioè se r 2 /R 3 = q/Q, da cui segue che deve essere 
q< Q che è il nostro caso. Si ha dunque una posizione di equilibrio per 



1/3 

I = 0.5 • io¬ 


ni = 0.5 cm . 


I 
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CAPITOLO 1 


1.14. Una carica puntiforme positiva q si trova a distanza x da un piano condut¬ 
tore indefinito a potenziale zero. Calcolare la forza con cui la carica è 
attirata dal piano. 

Per il fenomeno dell’induzione elettrostatica la presenza della carica q 
provoca la comparsa sul piano di una canea di segno opposto a q, donde 
l’attrazione. Questa carica indotta, distribuita con densità superficiale a non 
uniforme, è in valore assoluto eguale a q poiché il piano è indefinito e quindi 
l’induzione è completa. Il potenziale dovuto alla carica q è diverso da zero nei 
punti della superficie conduttrice, le cariche indotte devono allora dare luogo 
sulla superficie a un potenziale eguale e contrario, in modo da avere sul piano 
potenziale ovunque nullo, secondo i dati del problema; in altri termini, nei 

punti del piano V„ =- - - , V, =- - — . 

4 7 te 0 r Azie 0 r 

Una situazione di questo tipo sarebbe realizzata, su una superficie coinci¬ 
dente con quella del conduttore, se vi fosse una carica 
puntiforme —q in una posizione simmetrica a quella della 
carica q rispetto al piano. In tal caso la forza subita dalla 
carica q sarebbe 

f—J_£Ì_. 

4jt£ 0 ( 2 x ) 2 

Sempre in base a questa schematizzazione calcoliamo il 
campo elettrico e la densità di canea sulla superficie del 
conduttore. Dalla figura risulta che il campo è normale al piano, come deve 
essere; il suo modulo è E = 2£,cos 6 , il verso cornsponde al segno negativo di 
a. Essendo E q — ql4xs 0 r z , r 2 — x 2 + y 2 , cos 6 = x/(x 2 + y 2 ) 1/5 , il campo risulta 

E - (x 2 + y 2 )~ 3/2 => a- e 0 E = -^~ (x 2 + y 2 )~ 3/2 . 

2 K £q 2 ■TC 

Tale densità, di segno negativo, è massima per y — 0 e decresce radialmente, 
tendendo rapidamente a zero: c’è simmetria circolare, sul piano, rispetto al 
punto O. 

Verifichiamo che la carica totale indotta è -q: 

co 

f odl = - \-£- (x 2 + y^lzzydy = Z31 [(*2 + /)-^ diy 2) 

J J 2jr 2 o 

~| co 

= qx (x 2 + y 2 ) -1 ^ — —q. 

L J o 
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Verifichiamo anche l’espressione trovata per la forza. Come nell’inte¬ 
grazione appena eseguita consideriamo una corona circolare infinitesima di 
centro O e raggio y, su cui si trova la carica a di', con ragionamenti di sim¬ 
metria si deduce che la forza tra corona e carica q è normale al piano e vale 

Jr . q odi Q _ qx ydy ' __ g 2 x 2 d(y 2 ) 

dF ~ 4jr£ 0 r 2 0051 2 So (x 2 + y 2 ) 3/2 8 jzs 0 (x 2 + y 2 ) 3 

Integrando tra zero e infinito si ottiene 

g 2 - 1 ? 2 

16 ne 0 x 2 4stso ( 2 x ) 2 

La soluzione adottata è perciò consistente; al sistema piano conduttore- 
carica inducente si è sostituito l’insieme di due cariche puntiformi, assai più 
facile da trattare. La carica fittizia — q, la cui esistenza è solo un fatto matema¬ 
tico, si dice anche carica immagine della carica inducente. 

Il caso trattato è il più semplice che possa essere risolto col metodo delle 
cariche immagini, il cui fondamento fisico può essere compreso in base alle 
considerazioni seguenti. 

Supponiamo di avere un sistema di n cariche puntiformi e di tracciare una 
superficie equipotenziale 1 : questa in generale separerà idealmente m cariche 
del sistema dalle altre n-m. Se materializziamo una parte di 1 con una superfi¬ 
cie conduttrice sottile, tenuta al potenziale che compete a 1 , nulla cambierà 
per quanto riguarda il campo in quanto il potenziale non ha subito variazioni 
in nessun punto dello spazio. Se ora questa superficie conduttrice viene estesa 
abbastanza, sempre seguendo 1 , per cui in pratica c’è separazione tra le m e 
le n-m canche nel senso che tutte le linee di forza partenti dalle prime termi¬ 
nano sulla superficie, abbiamo realizzato uno schermo elettrostatico. Dentro ci 
sono m cariche e sulla faccia interna della superficie c’è una carica eguale ed 
opposta; sull’altra faccia della superficie ricompare, opportunamente distribui¬ 
ta, la canea totale delle m cariche. Le cariche interne possono muoversi e 
anche toccare la superficie metallica neutralizzandosi; all’esterno tutto resta 
come prima. Addinttura l’interno della superficie può essere tutto o in parte 
riempito di materiale conduttore scarico senza che all’esterno si osservino cam¬ 
biamenti. Alla fine ci troviamo con n-m cariche in presenza di un conduttore 
di una certa forma e la situazione elettrostatica è identica a quella delle n 
cariche originarie. Quindi il problema di calcolare campo e potenziale, nonché 
densità di canche indotte e forze elettrostatiche, quando si hanno cariche e un 
conduttore a un certo potenziale, è ricondotto a quello di determinare un 
sistema di cariche che abbia la superficie di quel conduttore come superficie 
equipotenziale al valore corretto. Le cariche fittizie che occorre introdurre 
vengono dette cariche immagini. 


1.15. Quattro cariche puntiformi, due di valore q e due di valore —q, si trovano 
ai vertici di un rettangolo in modo che due consecutive sono di segno 
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opposto . Trovare le superficie equipotenziali a potenziala nullo e commenta¬ 
re il risultato alla luce di quanto visto nel problema precedente. 


È evidente dalla figura che i piani E e II, ortogonali nei punti di mezzo ai 
segmenti che congiungono le cariche, sono superficie equipotenziali a potenzia¬ 
le nullo. Se supponiamo di materializzare con condut¬ 
tori indefiniti i due semipiani segnati con tratto conti¬ 
nuo, abbiamo risolto il problema di una carica punti¬ 
forme q di fronte a due semipiani conduttori indefini¬ 
ti ad angolo retto fra loro. Le immagini della carica q 
sono in questo caso tre e in base al sistema di quat¬ 
tro cariche si può per esempio calcolare l’attrazione 
subita dalla carica q per induzione elettrostatica. In 
termini vettoriali 



2 

-Q 

• 

© 

1 I 


f 

+q 

-£/ 


Fi = — • 


4jT £ 0 


1 

4x 2 


F 2 = 


4jt£o 


1 

4 y 2 


F, = . 


4ir £ 0 4 (x 2 +y 2 ) 


u* + - 


(x 2 +y 2 )^ x (x 2 +y 2 )^ 


La risultante è certamente attrattiva, ma non è in generale diretta come la 



1.16. Una sfera conduttrice di raggio R = 80 cm è scarica e mantenuta a poten¬ 
ziale zero. A distanza d = 1 m dal centro della sfera viene posta una carica 
puntiforme q = 3 • IO -10 C. Calcolare la forza di attrazione subita dalla 
carica q e la densità di carica indotta sulla sfera. 


deve essere soddisfatta per ogni valore di 8 e ciò 
comporta, per il principio di identità dei polinomi. 

y 2 (d 2 + R 2 )=x 2 + R 2 
dy 2 = x . 

Dalla seconda relazione si ha y 2 = x/d che sosti¬ 
tuita nella prima dà un’equazione di secondo gra¬ 
do in x con le soluzioni x x = d e x 2 = R 2 /d', in corrispondenza yi = 1, 
y, = R/d. La prima soluzione va scartata in quanto dà potenziale nullo in tutto 
lo spazio; la carica immagine q , ha così il valore -Rq/d ed è posta a distanza 
R 2 jd dal centro della sfera, ovvero a distanza (d 2 - R 2 )/d dalla carica indu- 
cente (pertanto dentro la sfera). Si verifica facilmente che tale posizione è la 
proiezione sulla congiungente 0 con q del punto T in cui una retta uscente da 
q è tangente alla sfera. 

La forza di attrazione tra carica q e sfera si calcola subito: 



r 1 g- 1 ? 

4 ie £ 0 ( d-x ) 2 


q 2 Rd 

4jts 0 (d 2 - R 2 ) 2 


= 0.5 • IO -8 


N. 


Per ricavare la densità di carica indotta calcoliamo il campo elettrico sulla 
superficie del conduttore sferico; allo scopo determiniamo il potenziale V(r, 6) 
in un punto dello spazio, come generato dalle due cariche puntiformi, e deri¬ 
viamo: E r =- (3 V/dr) r=R , in quanto sulla superficie il campo è per defini¬ 
zione radiale. 


V(r,8 ) 


1 

4jr£ 0 


_g_ 

(d 2 + r 2 - Irdcos 6) l/2 


R_ 

d 


R‘ 


+ r 2 


R 2 \V2 

2 r l COSe ) 


E= - 


dv \ 

3 r J r—R 


q 

4m£q R 


R 2 — d 2 ^ 

(d 2 + R 2 - 2Rdcos8Y /2 Ur 


Risolviamo il problema col metodo delle cariche immagini cercando un 
sistema di due cariche, q t e q, che abbia la superficie sferica di raggio R come 
superficie equipotenziale con V = 0. Poniamo la carica q l a distanza x > 0 dal 
centro O e le assegniamo il valore -yq con y > 0. Le incognite x e y si 
determinano in base alla condizione che il potenziale V(P ) del generico punto 
P della superficie sferica sia nullo, per qualsiasi valore dell’angolo 6 : 


V(P) = V q + V q , = 


1 

4jt£o 


_ q _,_ yq 

\d 2 + R 2 - IRdcosd) 112 (x 2 + R 2 — 2Rxcosff) 1/2 


= 0 . 


Di conseguenza l’eguaglianza y 2 (d 2 + R 2 -2Rdcos8) = x 2 + R 2 — 2Rxcos6 


t 


4 


q R z — d 2 _ 

a- e 0 E- A ^ R ^ d 2 + R z_2Rdcos8f Ì2 ' 

Il campo, sempre diretto verso l’interno, ha modulo variabile con la posi¬ 
zione: la densità di carica è ovunque negativa e non è uniforme; le cariche 
indotte positive sfuggono verso il riferimento a potenziale zero, realizzato per 
esempio con un filo conduttore che collega la sfera a massa. Poiché non cè 
induzione completa l’integrale di o esteso a tutta la superficie sferica non è 
eguale a q\ è invece eguale alla carica immagine, come prevedibile a priori: 

f a(R 2 -d 2 ) f 2}tR 2 sendd6 

{d2+R2 _ 2RdcoIW = 
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qR{tf-R 2 ) ! d (cos 6) _ 

2 Jj (d 2 +R 2 - IRdcosfff/ 2 

q{d 2 — R 2 ) f_1_] +I = _j* 

2 d L (<P+R 2 ~ 2Rdcosff) V2 J _! d 


XT . 5.1 • IO -12 C 

Numericamente a- (1 _ 0 , 975cos g) ^ m 2 ' 

Notiamo un fatto interessante: guardando il problema da un altro pun¬ 
to di vista si è in sostanza dimostrato che date due cariche qi e q 2 , 
di segno opposto, con q\>qz in valore assoluto, esiste una superficie 
equipotenziale a V = 0 che è sferica. Il raggio di questa sfera è R = 
= -d' qiq-ìKq 2 - qi), se d' è la distanza tra le cariche. Il centro della sfera 

dista x = d'qlKq 2 - qi)<R dalla carica q 2 che sta tra tale centro e <?j. 


1.17. Si riconsideri U problema precedente, con gli stessi valori numerici, nell’i¬ 
potesi che la sfera, pur restando scarica, sia isolata e nell’ipotesi che la 
sfera, sempre isolata, abbia una carica q' = 6 • IO -10 C. 

Prendiamo come base i risultati del problema precedente: sappiamo che le 
due cariche -Rq/d e q hanno la superficie sferica di raggio R come equipo¬ 
tenziale a V=0; se la sfera è isolata assumerà, pur restando equipotenziale, 
un valore del potenziale Vo^O. Ciò si ottiene con una carica Q, posta nel 
centro, tale che V 0 = Q/4tte 0 R; inoltre, affinché la sfera risulti scarica, dovrà 
essere Q = -q, = Rq/d. Riassumendo, l’insieme delle tre cariche Q = Rqjd 
fittizia, posta nel centro della sfera, q, = —Rq/d fittizia, posta a distanza R~/d 
dal .centro, e q, reale a distanza d dal centro, fornisce la soluzione voluta per 
campo e potenziale al di fuori della sfera; il valore del potenziale della sfera è 
y 0 = q/4jc£ Q d, eguale al potenziale dovuto alla carica q nel punto coincidente 
col centro della sfera, calcolato come se non ci fosse la sfera stessa. 

Si osservi che si è applicato il principio di sovrapposizione considerando la 
situazione completa come somma di una sistuazione ©, q + q„ e di una situa¬ 
zione ©, Q. 

La forza subita dalla carica q si compone di due termini, uno attrattivo 
dovuto all’interazione q - q, e uno repulsivo dovuto all’interazione q - Q : 


F= F, tt -F ieo = - 


4 7t£oid 2 -R 2 ) 2 


q 2 R 

4tteod 3 


Si verifica subito che F m > F np per cui la risultante è attrattiva; l’effetto è 
minore di quello che si ha se la sfera è a potenziale zero. Numericamente 
F = 0.44 • IO -8 N. 
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La densità di carica indotta è somma di due termini che si calcolano a 
partire dalle situazioni ® e ®: 

q _ q d 2 -R 2 

o=a 2 +O l ~ An - d J~ AnR ( d 2 +R 2 -2Rdcos6y>* ‘ 

L’integrale è nullo, cioè la sfera è scarica, però la carica è separata: la 
densità è negativa sulla parte rivolta verso q e positiva dall’altra parte. In 


a = 29.9 • IO" 12 -- 


(1 - 0.975 cos 0) 3/2 m 2 ' 


Per cos 8 = +1, cioè dalla parte della carica inducente, cr(0)- 
= —1260 3 ■ IO -12 C/m 2 , per cos 8= —1, cioè dalla parte opposta, 0 \tt) — 
= +28.1 ■ IO -12 C/m 2 . Si noti la forte dissimetria; in realtà la linea dì densità 
nulla non si ha per 6 = n/2 ma, nel nostro caso, per 6= n/4. ^ 

È oramai evidente come si possa trattare l’ultimo caso, che e il piu gen 
rale. Si aggiunge al sistema di cariche già visto un’ulteriore carica q , situata 
nel centro della sfera (situazione ®). Per il calcolo della forza si somma il 
termine F' =qq'/4ji£ 0 d 2 il cui segno dipende dal segno di q . La forza risul¬ 
tante può pertanto essere attrattiva, repulsiva o nulla. La densità di canea si 
compone di tre termini: 

q' q _ q _ (d 2 - R 2 ) 

o=o 3 + o 2 + o 1 --j-g 2 + AjidR AnR (d 2 +R 2 -IRdcotQf 1 * 


Nel caso proposto F' è repulsiva perché q' ha lo stesso segno di 
a- essa vale 016 • IO -8 N e la forza risultante complessiva F-F e 
ancora attrattiva e vale ^ 0.28 ■ IO" 8 N. La densità di canea vale 

in , - in -12 _ 5-* ' 10 _ -9- per cui la situazione è qualitativamen- 

1U4 - :5 ' 1U Ci _ n Q7S r-nc m 2 v 


te analoga a quella della sfera isolata e scarica. 


1.18. Ricavare le proprietà del campo prodotto da un dipolo elettrico di momen¬ 
to p. 

Ricordiamo la (1.9): il potenziale generato in un punto P da un dipolo 
elettrico di momento p si scrive 

p cos 6 _ p • u r 
4;r£o r 2 4 xe 0 r 2 

dove r è la distanza di P dal centro del dipolo e 6 l’angolo tra r e p. 
L’espressione è valida per distanze r maggiori di almeno un ordine di grandez¬ 
za rispetto alle dimensioni del dipolo. Passiamo rapidamente in rassegna alcune 
proprietà di questo potenziale, notando innanzitutto che le conclusioni tratte in 
un piano che contiene l’asse del dipolo valgono per qualunque altro piano che 
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contenga lo stesso asse {simmetrìa di rotazione rispetto a p); formalmente ciò 
discende dal fatto che il potenziale non dipende dall’angolo <p tra uno di tali 
piani e un qualsiasi piano di riferimento. 


1) V è positivo neiremìsfero anteriore [(- V 2 )< 
< 0 < {re/2)]. negativo nell’emisfero posteriore e nullo 
nel piano passante per il centro del dipolo e ortogonale 
all’asse (piano equipotenziale a V = 0). Rispetto a que¬ 
sto piano V è antisimmetrico; se P’ è il punto simmetri¬ 
co di P, V{P')= —V{P). Rispetto all’asse del dipolo il 
potenziale è simmetrico: V(r, ff) = V{r, -6). 



2) A parità di r V è massimo per 0=0 valendo p/4ne 0 r 2 e minimo per 
6= ti, dove vale -p/4ttE 0 r 2 : i punti di estremo stanno cioè sull’asse. 

Per il calcolo del campo continuiamo a usare le coordinate r, 0 e ci 
serviamo della E = - grad V: 


9V _ p 2 cos 0 
9 r 4jt £ 0 r 3 


componente radiale, secondo u r 


1 9V _ p sen 0 
r 90 4xe 0 r 3 


componente trasversa, secondo u e 


E# = 0 perché V non dipende da <p: il campo elettrico giace nel piano indivi¬ 
duato dall’asse del dipolo e dal punto P m cui lo si calcola; resta valida per il 
campo la proprietà di simmetria di rotazione rispetto a p. Il modulo del campo 
vale 


E = {E? + Eg) 1 ^ 2 = 


P 

47t£ 0 


(1 + 3 cos 2 0 ) v2 


mentre l’angolo a che E forma con r è dato da 



In figura è mostrato l’andamento del campo a parità di r. Per 0=0, detta 
prima posizione principale di Gauss, il campo è tutto radiale e vale in modulo 
2p/4jr£ 0 r 3 . Per 0 = ft/2, seconda posizione principale di Gauss, il campo è 
tutto trasverso e vale in modulo p/4jT£ 0 r 3 . Per quel che riguarda le proprietà 
di simmetria E r , massima sull’asse e nulla sul piano equipotenziale a V = 0, si 
comporta come V in quanto dipende da cos 0; E e , nulla sull’asse e massima nel 
piano a V = 0, ha le proprietà opposte, dipendendo da sen 0. Il modulo E, che 
dipende da cos 2 0 , è simmetrico sia rispetto all’asse che rispetto al piano me¬ 
diano. Vediamo così che per disegnare la figura basta in realtà calcolare il 
campo in un solo quadrante, p.e. dove 0 0 =S jt/2. 




Sempre dalla figura si può intuire che il flusso 
del campo elettrico attraverso la superficie sferica 
di raggio r è eguale a zero; il teorema di Gauss ci 
assicura che il risultato è corretto, e non solo per 
superficie sferiche, in quanto la canea totale del 
dipolo è nulla. 

Per concludere osserviamo che il campo e il 
potenziale di un dipolo decrescono più rapidamen¬ 
te di quelli di una carica puntiforme (1 /r 3 invece 
di 1/r 2 e 1 /r 2 invece di 1 /r, a parte la dipendenza 
dall’angolo): la ragione fisica sta nel fatto che essendo il dipolo costituito da 
cariche eguali ed opposte, vicine una all’altra, queste quasi si neutralizzano a 
vicenda e l’effetto risultante è più debole rispetto a quello di una sola delle 
cariche. Il termine vicine è relativo: noi utilizziamo l’espressione di dipolo solo 
per distanze molto maggiori delle dimensioni e quindi da lontano le cariche 
appaiono necessariamente vicine. Verifichiamo anzi la precisione con cui il po¬ 
tenziale di dipolo approssima quello effettivo dovuto a due cariche +q e —q 
poste a distanza 2 a. Restiamo per comodità sull’asse del dipolo, nell’emisfero 
anteriore (prima posizione principale di Gauss): 



_ 1 / 9 _ 2 __ 

47ie 0 \ r — a r+ a 


2 aq _ p 1 

4re£ q{ r 2 — a 2 ) 4 tc£ 0 r 2 - a 2 


Vd, P = 


P 

4ti £ 0 


1 


R 



Se r = 2a, R = 0.75 e l’approssimazione è cattiva, ma già oltre r = Sa R differi¬ 
sce da 1 di qualche percento e oltre r = 20 a di qualche permille. 


[hÌ9. I Dimostrare che, posto un dipolo elettrico in un campo elettrico uniforme 
(\ / E 0 , parallelo e concorde al momento elettrico del dipolo, esiste nel campo 

risultante una superficie equipotenziale sferica con centro nel centro del 
dipolo. Calcolare il campo elettrico nei punti di tale superficie. 


Prendiamo come origine delle coordinate il 
centro del dipolo, con l’asse z parallelo e concorde 
a p e a Eo. Il potenziale nel punto P è la somma 
di due termini, uno dovuto al dipolo e l’altro al 
campo Eo- Il potenziale associato a tale campo si 
può scrivere V = V 0 - £o z essendo V 0 il valore per 
z - 0 ; le superficie equipotenziali sono piani orto¬ 
gonali all’asse z (ovvero al campo Eo). Quindi 

V{P ) = V 0 - E 0 z + -« V 0 “ £ o rcos0 + 

4 JT £q Y 



P COS0 

4;re 0 r 2 




capitolo i 




Noi vogliamo che V(P) sia costante per r = £ e qualunque sia 0, cioè che sia: 


Y(P) = Va + (--— t ~ EqR 1 cos 0 = costante. 


La soluzione è 


P 

AjzSqEq 


(=> il termine tra parentesi così si annulla) 


e il valore della costante è proprio V 0 , valore del potenziale nel centro del 
dipolo dovuto alla presenza del campo uniforme E 0 . 

Il campo elettrico in P è radiale, dovendo essere ortogonale alla superficie 
equipotenziale; esso è dato dalla somma della componente radiale del campo 
di dipolo e dalla proiezione su OP di E 0 : 

£(/>) = £„ cose+ -£-2Mse_ = 3£oCos0 

4JT£o R 

Il verso è uscente nell’emisfero anteriore, entrante in quello posteriore; nella 
seconda posizione principale di Gauss il campo è nullo. 

Si può anche dire che la superficie sferica di raggio £ è il luogo dei punti 
in cui sono eguali ed opposte la componente trasversa del campo di dipolo e la 
componente ortogonale a OP del campo Eo, così che il campo risultante deve 

essere ortogonale alla superficie: in modulo -^ 5 — = £o sen 9 e si ritro¬ 

va il risultato già visto. 


1.20. Una sfera conduttrice, isolata e scarica, di raggio R = 1 cm, viene immer- 
\ ' \ sa in un campo elettrico uniforme di modulo JSo = IO 4 V/m; il potenziale 

' vale V 0 = IO 4 V nel punto coincidente col centro della sfera quando questa 
non c’è. Calcolare il potenziale della sfera, la densità di carica indotta e il 
campo elettrico sulla superficie. Ripetere il calcolo nei due casi in cui la 
sfera, pur restando isolata, possieda una carica Q = IO -8 C e in cui la 
sfera sia a potenziale zero. 

La superficie della sfera deve essere equipotenziale; sappiamo dal proble¬ 
ma precedente che se mettiamo un dipolo in un campo elettrico uniforme E 0 
parallelo a p esiste una superficie equipotenziale di raggio £ 3 = p/AjteqEq con 
valore Vo del potenziale eguale a quello che c’è nel centro del dipolo quando 
questo non è presente. In base al metodo delle cariche immagini la soluzione 
del nostro problema per i punti esterni alla superficie della sfera si ottiene 
sovrapponendo al campo Eo il campo di un dipolo, posto nel centro della 
sfera, di momento p = 4jt£ 0 £ 3 E 0 , se £ è il raggio della sfera. Il campo elettri¬ 
co e la densità di carica indotta sulla superficie della sfera valgono 

£(0) = 3£ o cos0 = 3 • Mucose , o(0) = 3e 0 £ 0 cos0 = 2.66 ■ 1O~ 7 cos0 ^- 2 . 
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La densità di carica non è uniforme: massima per 0 = 0 essa decresce 
proporzionalmente a cos 0 , si annulla per 6 = n/2 ed e minima per > 

positiva nell’emisfero anteriore e negativa in quello posteriore, con ferimento 
dia figura del problema 1.19. L’integrale della densità di canea indotta e 

nullo: 

-i 

(adZ= [3£oE 0 cos6 2nR 2 sen0d0= -6jzR 2 £ 0 E 0 J cos0d(cos0) = 0. 
o 41 

Il potenziale assunto dalla sfera è proprio V 0 = IO 4 V. 

E interessante calcolare le modifiche che il campo E 0 subisce per la pre 
senza delle cariche indotte sulla superficie deUa sfera. Fissjndoci per s«npj^ 
nelle due posizioni principali di Gauss, compiliamo una tabella con i valori del 
campo di dipolo a varie distanze dal centro della sfera: 

r = 1 cm r =2 cm r=5cm r= 10 cm 
£(i) 2 • IO 4 2.50 • IO 3 160 20 V/m 

£( 2 ) i . io 4 1.25 • IO 3 80 10 V/m 

Le correzioni sono molto grandi nelle immediate vicinanze della sfera, ma 
decrescono rapidamente, come 1 fr 3 con la distanza. Pl “ n 0 ^J°' e * 
avviene dentro la sfera: qui il campo totale deve essere nullo per 
indotte generano evidentemente un campo eguale ed opposto a E 0 , riprenderemo 

1 arg ^ ) e " t a ° so n ^ la sfera> iso i ata) possieda già una carica Q, agli effetti già 
visti aggiungiamo quelli della carica Q, come nel problema 1.17: 

ff ( 0 ) = — 0— + 3 £ 0 E 0 cos 0 = 79.61 • IO -7 + 2.66 ■ 10 7 cos 0 — 2 , 
v 1 AttR 2 

v 

£ ( 0 ) - -G__- + 3£ O COS0 = 90 • IO 4 + 3 • IO 4 cos0 — , 

4jr£o£ 

F= Fo + - r ^ ir = l-9-10 4 V. 

4jr£ 0 £ 

Notiamo a questo punto che una carica Q 0 = -Att£ 0 RV 0 = ^ 

C darebbe^oteiKiale JL alla sfera. Questo vuol dire che una sfera condut¬ 
trice tenuta a massa e posta in un campo elettrico uniforme m un punto m cm 
il potenziale vale V 0 (m sua assenza) presenta sulla sua superficie 
q 0 = -4tc£ 0 RVo distribuita con densità variabile 

0(0) = -B^2+ 3£ O £ o cos0= -88.5 • IO " 7 + 2.7 ■ IO " 7 cos0 • 

R 

Il campo elettrico sulla superficie vale 

£ ( 0 ) = _^ + 3£ o cos0=-1O 6 + 3 • IO 4 cos0 ^ • 
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Tutti i risultati visti presuppongono naturalmente che la presenza di cari¬ 
che sulla superficie della sfera non alteri la distribuzione delle cariche che 
generano il campo uniforme Eo- 


1.21. Due sfere di egual raggio R, cariche con densità spaziate uniforme q, una 
positiva e una negativa, sono parzialmente compenetrate così che i loro 
centri sono a distanza d minore di 2 R. Calcolare il campo elettrico nella 
zona comune ed estrapolare il risultato per d—> 0 e q —> co in modo che il 
prodotto gd resti costante. 

Sia P il punto generico dell’intersezione, distante ri e r 2 dai centri delle 
sfere; secondo il problema 1.12 ì moduli dei campi m P sono E\ = gri/le^, 
E 2 = pr 2 /3e 0 . 

Calcoliamo il campo risultante a partire dalle componenti, seguendo la 
figura: 


E x = E u + ■■ 


( r i c0sa i + r 2 c °sa 2 ) = - -- , 
3e 0 3e 0 


E y = Ei„ + E 2v = (nsenai - r 2 sena 2 ) = 0 . 


3eo 



Indipendentemente da P, finché si resta nella zona comune il campo è 
parallelo alla congiungente i centri delle sfere, ha verso tale da puntare dalla 
sfera positiva a quella negativa e modulo costante. Il risultato resta vero pas¬ 
sando al limite nel modo indicato, purché i centri restino separati; detto o 0 il 
prodotto ed, la zona comune alle due sfere è sede di un campo uniforme di 
modulo E = o 0 /3 e 0 . Visto all’esterno invece il sistema si può assimilare a un 


4 4 

dipolo di momento p = qd = — rcR 3 gd = — ttR a 0 - 


Sulla superficie della sfera che si ottiene al limite è concentrata una carica 
superficiale la cui densità vogliamo calcolare: sull’elemento dE finisce tutta 
la carica contenuta nel pnsma elementare in figura di volume ddE cos 6 (altez¬ 
za d, base dE cos0); pertanto a — dq/dE = gcosB dE d/dE = gd cos 6 = 
= o 0 cos 6. 


Riassumiamo I risultati ottenuti; abbiamo una carica distribuita su una 
superficie sferica con densità proporzionale al coseno, o= o Q cos 6: 

— campo interno uniforme, E = (vettorialmente E = -Eu x ) 

— campo esterno dipolare, con momento di dipolo equivalente p = — ttR 3 o 0 

— E e p paralleli e discordi. 

Queste proprietà sono caratteristiche della distribuzione, qualunque sia il 

^Vediamo che si può risolvere diversamente il problema 1.20; una sfera 
conduttrice deve avere campo nullo nel suo interno, per cui la densità di canea 
superficiale deve dare all’interno un campo costante eguale ed opposto a Eq: 
ciò è fornito da una distribuzione o= o 0 cosd - 3 e 0 Ecos6- 3 e 0 Eo coso, 

che all’esterno dà un campo dipolare dovuto al momento p =-j nR3 °° = 

= 4^£ 0 E 3 £o- 


1 22 Dato un conduttore carico con densità a calcolare la forza esercitala su un 
elemento di carica superficiale dal resto delle cariche del conduttore. In 
particolare calcolare Inforza per unità di superficie nell’ipotesi chejl con¬ 
duttore sia una sfera con un campo elettrico superficiale pari a 10 V/m. 

Richiamiamo alcuni fatti necessari per la soluzione del problema: 

1) il campo elettrico all’interno di un conduttore in equilibrio elettrostatico 
è nullo; 

2) il campo elettrico esterno nelle immediate vicinanze di un conduttore 
carico è o/eq u„, essendo u„ il versore della normale alla superficie del condut¬ 
tore nel punto considerato, orientato verso 1 esterno, 

3) un elemento superficiale carico con una quantità di carica dq = od E 
genera in punti assai vicini ad esso un campo ± o/2e 0 u„, essendo u„ orientato 
dalla faccia negativa a quella positiva; il segno più vale sulla faccia positiva, il 
meno sulla negativa; queste proprietà, per punti vicinissimi, sono vere in quan¬ 
to si considera l’elemento infinitesimo come piano. 

Pertanto un elemento dE del conduttore genera in punti vicini ad esso un 
campo come descritto nel punto 3. D’altra parte all’esterno il campo deve 
valere o/e 0 e all’interno deve essere nullo. Evidentemente le restanti cariche 
del conduttore generano in un intorno di dE un campo il cui valore è a/2e 0 u„ 
e che sommandosi al campo dovuto a dE dà il risultato voluto. La forza che 
agisce sull’elemento dE è 

g2 

dF = dqTL — odE— — u„ = ■■~—dE u„ , 
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sempre parallela e concorde a u„, vista la dipendenza da a 2 e non da o. La 
forza per unità di superficie, cioè la pressione elettrostatica, si scrive 

_ dF _ (fi 
P ~~dZ~~2t^ 

Nel caso specifico 
N/m 2 . 

! 


2 u 

E = IO 6 V/m, o= e 0 £ = 8.85 • IO -6 C/m 2 , p = 4.42 


1.23. In una regione dello spazio il potenziale elettrostatico ha l’espressione 
V = h(x 2 - y 2 ) con h costante positiva. Determinare il campo elettrostatico 
e le equazioni delle superficie equipotenziali e delle linee di campo. 


Il campo si calcola da E ■ 

av 


3x 


-2 hx 


-grad V e quindi le sue componenti sono - 

av av 




2 hy 


3z 


0 


\ 


i 

I 

i 


Esso giace in piani ortogonali all’asse z; l’indipendenza da z ci dice che su 
qualsiasi di questi piani avremo la stessa situazione, per cui è sufficiente stu¬ 
diare il problema nel piano x, y (parliamo allora di problema bidimensionale e 
di linee equipotenziali invece di superficie equipotenziali). Il modulo del campo 
e la sua direzione rispetto all’asse x sono dati da 

E= (E 2 + Ey) 1 ^ = 2h(x 2 + y 2 ) 1 ^ , tgd = -^ L =~— . 

t, x X 


Le linee equipotenziali obbedì- 
scono all’equazione h(x 2 -y 2 ) = 

= V 0 = cost, cioè x 2 - y 2 = k. Per 
k = =0, cioè V 0 = 0, abbiamo le 
due rette x = y e x = —y; per k > 0 
(potenziali positivi) si hanno le cur¬ 
ve delle regioni 1 e 3, per k< 0 
(potenziali negativi) quelle delle re¬ 
gioni 2 e 4. 

Le equazioni delle linee di cam¬ 
po si ottengono dal fatto che esse 
sono in ogni punto tangenti al campo, 
esse è parallelo a E: 



cioè che lo spostamento dP lungo di 


dx _ dy _ dz 
E x E y E : 

Nel caso più generale si ha un sistema di due equazioni differenziali che 
risolte danno, per esempio, x e y in funzione di z. Qui abbiamo l’unica 
equazione 


i 

f 




dx _ _ dy_ _ _ i 0 g v + cost => X y - cost = A . 

Ex Ey X y 

Quando la costante è nulla si ottengono gli assi coordinati, quando è positiva 
le iperboli del primo e terzo quadrante, quando è negativa quelle del secondo 

e quarto quadrante. , 

Lasciamo come esercizio la verifica che se il potenziale avesse un equazio¬ 
ne del tipo V = xy allora le linee di campo obbedirebbero all’equazione 
*2 _ y * = cost; ci sarebbe così uno scambio tra linee di campo e linee equipo¬ 
tenziali. Si noti che tale scambio corrisponde a una rotazione degli assi di 45°. 
cioè come se si guardasse la figura ruotata di 45°. 

Se materializziamo con superficie conduttrici le quattro lìnee equipotenziali 
relative a un dato valore di \k\ sappiamo che il campo non viene alterato, 
anche se riempiamo con materiale conduttore le regioni retrostanti alle quattro 
linee. Estendendo il sistema lungo l’asse z abbiamo quelle che si chiamano 
lenti quadrupolari elettrostatiche. In esse una particella positiva posta sull’asse x 
risente di un campo e quindi di una forza diretta verso 1 origine tanto maggio¬ 
re quanto più ne è distante, mentre sull’asse y maggiore è la distanza dall’ori¬ 
gine maggiore è la forza che tende ad allontanare da essa; l’opposto succede 
per particelle negative Si suol dire che per le particelle positive nel piano xz si 
ha azione focalizzante mentre nel piano yz l’azione è defocalizzante-, viceversa 
per le particelle negative. Le due azioni vengono invertite se si scambiano le 
polarità dei conduttori. 


1.24. Un cilindro metallico isolato di raggio R = 10 cm e altezza h ruota attorno 
al suo asse con velocità angolare (0 = 3 • IO 3 rad/s. Si assuma che gli 
elettroni di conduzione, trascinati nel moto di rotazione del cilindro, siano 
liberi di muoversi radialmente. Calcolare il campo elettrico all’interno del 
cilindro e le densità di carica di volume e di superficie, specificandone il 
segno. 

In equilibrio, su una carica generica che descrive una circonferenza di 
raggio r deve agire un campo elettrico, necessario per mantenere la carica 
sull’orbita: 

eEir) = ma) 2 r => E(r) r= 5-12 -10 r — ; 

il campo è diretto radialmente verso l’esterno (così che la forza centripeta 
sull’elettrone, negativo, è diretta verso l’asse). Qualitativamente avviene che, a 
causa della rotazione, si ha un allontanamento di elettroni dall’asse (equivalen¬ 
te alla comparsa sull’asse di una carica positiva) e un addensamento di elettro¬ 
ni sulla superficie, da cui segue il formarsi di un campo elettrico radiale diretto 
verso l’esterno che blocca un’ulteriore migrazione di elettroni. ^ 

L’esistenza del campo elettrico dentro il conduttore fa sì che attraverso 
una superficie cilindrica di raggio r e altezza l il flusso non sia nullo; d’altra 
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parte è facile provare che una carica distribuita con densità di volume costante 
g dà origine ad un campo che cresce linearmente con la distanza dall’asse. 
Pertanto, per il teorema di Gauss e confrontando col risultato precedente: 

2 

2 Tiri E (r) = Q — l => E{f)=-^~ 

£o 2£q 

-E- = r => 2m£ o 0)2 = 9,06 10~ 16 — . 

2s Q e e m 

Su una lunghezza l c’è in totale una canea positiva 
q = ttR 2 lg=-^j- e 0 a 2 nR 2 l , 

e quindi sulla superficie deve esserci una carica negativa -q (il conduttore è 
neutro) distribuita con la densità 

a = — Zi —= -H £ 0 co 2 R = 0.45 • IO -16 — 2 . 

2nRI e ^ m 2 

Ci sono alcuni fatti importanti da notare: il conduttore in questione non è 
in equilibno elettrostatico, essendoci nel suo interno un campo elettrico diverso 
da zero. Si può parlare semmai di equilibrio dinamico, che esiste in quanto 
esiste la rotazione, con il meccanismo spiegato nel testo. Non c’è però moto di 
cariche e quindi la situazione è diversa da quella di un conduttore percorso da 
corrente (capitolo 4). 

Un effetto della non neutralità locale del conduttore (che globalmente è 
neutro) sarebbe quello di produrre un campo magnetico, come si vedrà nel 
capitolo 5; si tratta però di un effetto quantitativamente trascurabile. 

Il fatto più notevole è però che il campo E. la cui origine non è elettrosta¬ 
tica, non è conservativo; per la discussione rimandiamo al paragrafo 4b e 
anche al problema 5.5, dove è trattato un caso simile di campo non elettrosta¬ 
tico 


* 


* 


NOTE 

A. I problemi classici di elettrostatica in presenza di conduttori sono tutt’altro 
che facili, come ci si può rendere conto scorrendo i problemi proposti. Lo 
scopo principale di questo capitolo è di familiarizzare lo studente con i calcoli 
eseguibili col teorema di Gauss e di mostrare i metodi di soluzione di alcuni 
casi semplici di interazione tra cariche e conduttori. Nei prossimi due capitoli si 
vedranno varie applicazioni, rese più complete da calcoli di lavoro e di energia 
e dall’introduzione dei materiali dielettrici. Dopo aver affrontato e capito il 
materiale dei primi tre capitoli si dovrebbe essere in grado di risolvere agevol¬ 
mente i problemi di elettrostatica proposti m fondo al volume. 


B Una parte non trascurabile delle difficoltà dei problemi di elettrostatica 
può derivare dal calcolo di integrali; vediamo alcuni esempi nei problemi 1.1, 
1.5 1.7. Qui vogliamo mettere in evidenza un argomento particolare che n- 
guarda elementi di superficie piane o sferiche e elementi di volume. Ci servia¬ 
mo per i calcoli di coordinate polari nel piano o nello spazio. 

Quando integriamo su un disco, vedi paragrafo A.7 dell’appendice, 1 ele¬ 
mento di si scrive rdQ ■ dr (= base x altezza) e se la funzione mtegranda non 
dipende da 8 l’integrale in questa variabile si fa subito e dà 2n per cui 

dl = 2nrdr = d(nr 2 ). . . v 

Analogamente, l’elemento di una superficie sferica e 

dl = rsen8d<p • rd8 = r 2 sen8d8d(p 

e se non c’è dipendenza da (p dl= 2nr 2 senddQ. 

Infine, l’elemento di volume di una sfera è semplicemente di ■ dr (-base 
x altezza) e quindi di - r 2 dr se.ndd8d<j>. 




00* r 
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SISTEMI DI CONDUTTORI. 
CONDENSATORI. 

LAVORO ED ENERGIA 
ELETTROSTATICA. 


2a Dati n conduttori racchiusi entro un conduttore il cui potenziale vie¬ 
ne assùnto come riferimento, tra le cariche e i potenziali dei conduttori si 
hanno le relazioni: 


qi — <ùi v i + Ci 2 V 2 + .. 

• C\n Vn 

(2.1) 

q„ = c„i Vi + c„ 2 V 2 + . 

■ ■ + c nn V„ 


Vi = b n <?i + b 12 q 2 + • 

■ ■ + bj„q„ 

(2.2) 

U„ = ò„i9i + b„ 2 q 2 + ■ 

• * &nn 



Il conduttore di riferimento può anche essere esteso fino all’infinito con il che 
si assume il potenziale zero come riferimento. _ 

I coefficienti c t] sono detti di induzione, quelli c„ di capacita, quelli o y di 
potenziale; essi dipendono esclusivamente dalla geometria del sistema. Sussisto¬ 
no le proprietà 

c y = c Jt , b l} = b )t , c„ > 0 , c i; < 0 , b u 3= b l} > 0 . 

2b Si dice condensatore un sistema di due conduttori ( armature ) tra i 
quali esiste induzione completa. Il rapporto tra il modulo della carica possedu¬ 
ta dai conduttori e la differenza di potenziale tra gli stessi è detto capacita del 
condensatore: 

r = —I— (2-3) 

v, - v 2 

La capacità è legata alle caratteristiche geometriche del condensatore. Diamo 
le espressioni per alcuni tipi di condensatori; nella pratica queste relazioni sono 
approssimate perché è difficile realizzare induzione completa. Nei problemi le 
assumiamo come esatte, trascurando gli effetti di bordo senza rilevarlo esplici¬ 
tamente ogni volta. 
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condensatore condensatore condensatore 

piano sferico cilindrico 

C = - £ ° — - 4^0#^- 2ne 0 -— , - (2.4) 

h R 2 -Rl log/? 2/^1 

In un sistema di condensatori in parallelo la differenza di potenziale è la 
stessa per tutti gli elementi e la capacità e la canea totale valgono: 

C- Ci + C 2 + ... + C r , q = qi + qz + ••• + <ln 

Se invece i condensatori sono in serie la carica è la stessa su ciascuno di essi e 
la capacità e la differenza di potenziale totali del sistema sono: 

_L = J _ + _ L +... + _L , av = avi + av 2 + ... + av„ . 


Anche per un conduttore isolato si può definire la capacità sempre come 
rapporto tra carica e potenziale del conduttore, avendo però portato a poten¬ 
ziale zero tutti gli altn conduttori eventualmente presenti. Un caso semplice è 
costituito da una sfera conduttrice isolata e lontana da altri conduttori; essa 
può essere pensata come caso limite di un condensatore sferico al tendere a 
mònito del raggio del conduttore esterno; la sua capacità vale 


C = Anso R 


2c. Il lavoro fatto dalle forze (conservative) del campo per portare una 
carica puntiforme q da un punto in cui il potenziale vale Vi ad un altro punto 
in cui il potenziale vale V 2 è 

L = q(V l -V 2 ) = W 1 -W 2 =-AW , (2-5) 

essendo VP = qV l’energia elettrostatica della carica. Questa assume quindi il 
significato di lavoro speso dalle forze del campo per portare la carica dal 
punto in cui il potenziale vale V fino all’infinito (dove V = 0). 

Nel caso semplice di un sistema di due sole cariche puntiformi q 1 e q 2 a 
distanza r 

Wl = qi V 2 = f' q2 . = q 2 V 1 = W 2 =W ; 

4 tt£ 0 r 


alla quantità W si dà il nome di energia mutua nel sistema delle due cariche; 
essa è positiva se le cariche sono dello stesso segno (forza repulsiva ) e negativa 
se sono di segno opposto (forza attrattiva). Se vogliamo costruire il sistema 
avvicinando le cariche dall’infinito òno alla distanza r notiamo che W è eguale 
al lavoro esterno necessario per fare avvenire il processo. 

Per un sistema di più cariche puntiformi l’energia elettrostatica si scrive 



il fattore 1/2 compare perché nella somma la coppia q t> q, distante r tJ viene 
contata due volte. La (2.6) può anche essere scritta 
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(i*ì) => W = yjvÉ>dT 

se le cariche sono distribuite con densità Q. Si può dimostrare che 1 ultimo 
integrale corrisponde all’espressione generale 

W = y £ 0 J E • E dr ( 2 - 7 ) 

che dà l’energia elettrostatica in funzione del campo invece che delle sorgenti 
di questo. L’energia elettrostatica risulta così distribuita, in una regione in cui 
esiste un campo elettrico, con la densità 

. W» 

ar 2 


2d. Il lavoro che occorre spendere per caricare un condensatore di capa¬ 
cità C, cioè per creare tra le sue armature una differenza di potenziale V 
ovvero per portare sulle sue armature una carica q, vale 

»"T« v = T^T cv2 ; M 

lo ritroviamo immagazzinato nel condensatore sotto forma di energia elettrosta- 

Un dipolo posto in un campo elettrico E che forma un angolo 6 col 
momento p del dipolo possiede un’energia elettrostatica 

W= — p • E = -pEcosd . (2-10'' 


2e. Sappiamo che nel caso di forze conservative dalla relazione tra lavoro 
e energia potenziale dL= - dW discende per la forza F = - grad W, ovvero 

F _ 3^ F --™L F z = - — , (2.H) 

F *- 17 ’ Fy Zy ’ Z 

formule che useremo per il calcolo delle forze elettrostatiche. Analogamente, 
per rotazioni attorno ad un asse, calcoleremo il momento delle forze come 

. (2.i2) 

36 

Per esempio dalla (2.10) si ricava che un dipolo posto in un campo elettrico 
risente di un momento che vettorialmente si scrive 

M = pXE . ( 2 - 13 ) 


2f. Le dimensioni delle nuove grandezze introdotte sono: 
capacità coulomb/volt = farad F 

lavoro e energia elettrostatica joule - J 
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- 


densità di energia 

joule/m 3 

J 

m 3 

coeff. di capacità 

farad 

F 

coeff. di potenziale 

farad -1 

F -1 


Per i condensatori di uso comune il farad è una unità poco pratica. Sarebbe, 
per esempio, la capacità di un condensatore piano le cui armature distano 1 m 
e hanno un’area di 113000 km 2 . Si usano perciò sottomultipli: il microfarad 
(pF) pari a IO -6 F, il nanofarad (nF) pari a 10 9 F, il picofarad (pF) pari a 

IO " 12 F. ........ 

Nelle misure di energia relative a sistemi atomici o subatomici si usa quasi 

sempre Velettrovolt come unità di misura; esso è definito come il lavoro neces¬ 
sario per far passare una carica di valore pari a quella dell’elettrone attraverso 
la d.d.p. di 1 V: 

1 elettrovolt = 1 eV = e • 1 = 1.6 • IO -19 J , 

1 J = 6.2 • IO 18 eV . 

Si usano i multipli chiloelettronvolt (KeV), megaelettronvolt (MeV), gigaelet- 
tronvolt (GeV), teraelettrovolt (TeV) pan rispettivamente a 10 , 10 , 10 , 10 ‘ 
eV. La massima energia raggiunta negli acceleratori di particelle è, per il 
momento, dell’ordine del TeV. 

* * * 



Calcolare i coefficienti di capacità, induzione e potenziale per un sistema di 
Jy due conduttori sferici, uno dei quali è cavo e contiene l’altro, nel caso in cui 
i due conduttori siano concentrici ed estendere il risultato al caso in cui non 
lo siano. 


Il primo caso è quello del condensatore sferico usuale; supponendo che sui 
conduttori ci fossero le cariche q x e q 2 quando erano distanti, ritroviamo, una 
volta costruito il sistema, la carica q x sul conduttore interno, di raggio R x , e la 
carica q x + q 2 sulla superficie esterna del conduttore esterno, di raggio R 2 . 
Sappiamo che in tali condizioni 


g I + g2 

àncoRì 


y =_J(L 


gì 

4neoRi 


<h 

4 2 T£o R 2 


Per confronto con le (2.2): 

bll= 4ite 0 R x ’ bl 2 - 021 ~ 022 ~ 4!zeoR 2 

Se si risolvono le (2.2) nelle cariche e si confronta con le (2.1) si trova 


Cu " " C\2 — " ^23 — 4 31 £q 


R\ R-2 
R 2 — Ri 



C 2 2 = 4jr£o 
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Scritte per esteso, le relazioni tra cariche e potenziali sono: 

= -4^£ 0 -# 1 %-.(Vi-V 2 ) + 4^£oI?2V 2 . 

La carica sul conduttore interno è Ci (Vi - V 2 ): il sistema è pur sempre un 
La canea sui euu carica è la somma di 

condensatore sfenco di capacità C x data da (2.4). La canea 
due Darti una di induzione pari a -q x , e una pan a C 2 V 2 , tipica di una siera 
riohita ^ potenziale V,; owmmente C,V,E Importante notare ehe 
” l ì non sono fé capacità de. conduttori «.temo ed esterno, come s, 

potrebbe essere indotti a ritenere. . .■ „ ln7ln 

P Nel caso delle sfere non concentriche accenniamo a un metodo di soluzio 

ne più generale. I coefficienti dipendono dalla geometria del sistema, non a 
valori (felle cariche e dei potenziali. Si possono pertanto studiare situazioni 

paxtìcolanìon’certi vaion l „ a dai I cocfficcnd oo,.n 

modo. Prendiamo allora il valore particolare q x = 0. V x - V 2 perché lo spa 
interno è equipotenziale m assenza di cariche; da 

V 1 = b n q 1 + b n q 2 = h 2 q 2 , V 2 = b 2 l q x + b 22 q 2 = b 22 q 2 = V x 

segue = b X2 (= b 2X ) come nel caso simmetrico. Siccome inoltre V 2 dipende 
SS di carica’ che c’è sul conduttore che ii distnbu» untarne, 

mente b 22 è ancora eguale a l/ 4 z£ 0 R 2 . Poniamo ora q 2 , 2 

Z/4ne 0 R 2 , cioè la carica indotta è distribuita uniformemente sulla sfera 
esterna, indipendentemente dalla posizione del conduttore interno (è uno d gì 
effetti di schermo elettrostatico); però V x non si può scrivere gì/ 01 
perché con i conduttori non concentrici la canea q x non è distribuita uniforme- 
menfé sul conditore interno; b n pertanto è cambiato. Non risolviamo esplici¬ 
tamente l’esercizio; notiamo solo che la capacità del condensatore si ricava da 

V x — V 2 = òji q x + b X 2 q 2 ~~ b 2 X q x - b 22 q 2 = (òli - ^21) gì 

. ltQ r- a l(V, - Voi = l/(b xx -b 2x ). Nota la carica e la differenza di 

potenziale si può tabulare b xx in funzione della P osl f z, ° ne f ella 
Invertendo il sistema si possono poi calcolare 1 coefficienti c„, nsulta an 
c u = -c X2 = — c 2x , ma sia questi che c 22 sono cambiati. 


>4 Due sfere conduttrici cariche, di raggi R x = 10 cm £ R 2 = 20 cm, im poste 
I , a di tanza x molto maggiore dei raggi delle sfere. La prima sfera e isolata 
' ' - ' “ fa una <fZa q x - 5 ■ IO" 7 C, la seconda è mantenuto al potenziale 
y 2 = 25 ■ IO 3 V rispetto all’infinito. Calcolare in funzione di x il potenziale 




CAPITOLO 2 


Vi, la carica q 2 e la fona tra le sfere. Calcolare inoltre i coefficienti di 
potenziale, capacità e induzione. 

Nelle ipotesi del problema è ragionevole assumere, trascurando le cariche 
indotte, che il potenziale di ciascuna sfera sia eguale alla somma del potenziale 
dovuto alla propria carica e del potenziale dovuto all’altra sfera: 


y gl + . .31 _ 

1 4^£ 0 i?i 4 jt£ 0 x 

Risolvendo nelle due incognite q 2 e Vi: 


V - qi i q2 
2 471£qX 4^£qÌ?2 


j? IO -7 

q 2 = 4 ae 0 R 2 V 2 --gl = 5.6 • 10 7 - —- C , 




42T£o \Ri x 2 


=,_21_+ jgly 2 = 45 • 10 3 + 5 ' 1Q3 ~ v , 

4^£oi?l X x 

cioè nel nostro caso numerico, q 2 - 5.6 • IO -7 Ce Vi = 45 • IO 3 V più una 
piccola correzione funzione della distanza tra le sfere. La forza tra i conduttori 


q\R 2 _ 25-10" 

X 2 4x£ 0 X 3 X 2 


4.5 • IO -4 


b 4ne 0 x 2 x 2 4xe 0 x 3 x 2 

Dalla prima relazione scritta per i potenziali si ricava subito 


, b j2 — b 2 \ — - 


> b 22 —- 


blì 4ne 0 R x ’ 12 21 4x£ 0 x ’ " 4x£qR ‘ 2 

I coefficienti di capacità e di induzione si ricavano da questi secondo quanto 
visto nel problema 2.1 e si ottiene, trascurando il prodotto RiR 2 rispetto a x , 

R R 

c n = 4x£oRi , c 12 = c 2l = -4 xe 0 —, c 22 = 4 n: £q i ?2 • 


C I 1 = 471 £qR\ , Cl2 = C 2I - -42t£o 


C 22 = 4 71 £qR 2 


In numeri 


bn = 9 • IO 10 F- 1 , £>i2 = b 2 


9 • IO 9 


F -i , b 22 = 4.5 • IO 10 F" 1 , 


c u = 11.1 pF 


2.2 

, Cl2 = C 21 = ~ PF 


c 2 2 — 22.2 pF 


Le due sfere isolate del problema precedente abbiano Ri —2 cm, R 2 — 1 cm , 
VjKe = 30 cm, q t = IO -9 C, q 2 - 2 • IO -9 C. In queste condizioni la sfera 2 
viene portata a potenziale zero e poi isolata; lo stesso procedimento viene 


successivamente eseguito per la sfera 1. Calcolare i valori finali di qi, q 2 , 

Vi, V 2 . 

Con i dati numerici del testo otteniamo la seguente tabella di coefficienti: 

bn = 4.5 • IO 11 , bn = £>21 = 3 • IO 10 , *>22 = 9 • IO 11 F " 1 , 

Cll - 2.22 • 10- , e* - Oi « - 0-74 ■ IO -13 . «a “ ^ F ‘ 

I sistemi di equazioni ( 2 . 1 ) e ( 2 . 2 ) divengono 

y 1 = 4 5-10 11 9 i + 3-10 I0 9 2 > V 2 = 3-10 1 ° 9i + 9-10 11 ?2 

qi = 2.22 • IO -12 Vj - 0.74 • IO” 13 V a . «a - - 0-74 • IO -13 V, + 1.11 ■ IO" 12 V a - 

La condizione iniziale del àstema è caratterizzata da 

q l = IO -9 C , 9 2 = 2 -IO -9 C , Vj = 510 V , V 2 = 1830 V . 

Ouando la sfera 2 viene portata a potenziale zero, per esempio connettendola 
rito conduttore, V,d,venta eguale a aero e », «.«„.« 
occo la cf era 1 isolata; di conseguenza Vj - <?i/Cu - «u v c 

v _ 3 33 • IO -11 C Se ora interrompiamo il collegamento tra la 

2 e’iT riferimento a potente aero nulla eantbta e ,1 nuovo stato del 
sistema è: 

q\ = IO " 9 C , q'z = " 3-33 ■ IO -11 C , V) = 450 V , V ' 2 = 0 . 

Ripetiamo il procedimento sulla sfera 1: ora q ' 2 resta costante mentre V) = 0 e 
utilizzando le solite relazioni otteniamo: 

q\ = 0.22 • IO -11 C , q n 2 = “3-33 • 10 “ 11 C , V”i = 0 , V 2 = “30 V . 

Sia le cariche che i potenziali sono fortemente diminuiti; continuando ancora il 
nrncesso si arriva presto a scaricare entrambe le sfere. 

P II risultato sopra trovato dopo le due operazioni resta lo stesso se por 

prima a zero Vi e poi Vfì 


2 4 È dato un partitore capacitivo, costituito da n condensatori in serie di capa- 
%Tc C. C ai cui capi è applicata una d.d.p. V. Calcolare la d.d.p. 
ai capi di ’ciascun condensatore. Calcolare in particolare ‘ vofonjMe tre 
capacità C,, C 2 , C 3 necessarie per dividere nelle tre parti ì - » 

V 2 = n V, V, = 30 V una d.d.p. V « 200 V applicata a un paratore capa- 

citivo di capacità totale C = 100 pF. 

Sulle armature di ciascun condensatore c’è la stessa carica q = 
r v = = C V 1 la d.d.p. totale V è la somma delle singole d.d.p.. V 

= y 1 + 1 ... + V„. D’altra parte tutto il sistema in blocco si può considerare 
come un unico condensatore per cui vale la relazione 
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'X, 


11 1 

q = CV con -1 = -i+...+-—. 

C Q C„ 

Pertanto V, = q/C,= CV/C,: ai capi di ciascun condensatore c’è la frazione 
C/C, della d.d.p. totale V (si ricordi che la capacità totale di una serie di 
condensatori è minore di ciascuna delle singole capacità). q q 

In particolare, per due condensatori in serie, C = . e quindi 

Ci + C 2 


V t = .. C ? -- V 

Ci + C 2 


f 2 = Cl V 
C 1 + C 2 


Le d.d.p. stanno tra loro nel rapporto inverso delle capacità: ai capi del 
condensatore di capacità maggiore c’è la d.d.p. minore. Se fissato V lo voglia¬ 
mo dividere in due parti cosi che Fi = KV 2 , allora deve essere C 2 = KC X . 

Nel caso numerico richiesto C, = CV/V, e si ha subito 

C, = 200 pF , C 2 = 286 pF , C 3 = 667 pF. 


2.5. Nel sistema di condensatori in figura le armature sono connesse ai potenzia¬ 
li fissi Vi = 100 V, V 2 = 200 V, V 3 = 300 V. Calcolare il potenziale del 
conduttore centrale se C x = 5 pF, C 2 = 8 pF, C 3 = 3 pF. 


Possiamo subito scrivere queste relazioni: 

F 3 = Vi +4r + 4r > F 3 = F 2 + -|?- + 


Ci c 


c 2 c 3 ’ 


<h + + <73 = ° • Vs 

La terza discende dal fatto che la carica totale del conduttore centrale deve 
essere nulla, essendo questo caricato per induzione. Esplicitando: 


3q x + 5 q 3 = 3-10“ 


<h = 10 


q 3 = 5.4 • IO -4 C 


3 q 2 + 8 q 3 = 2.4 • IO -3 => q 2 = 0.8 • IO -3 - y q 3 


qi J rq 2 +q 3 = 0 qi + q% + <? 3 = 0 

Il potenziale del conduttore centrale si ottiene così: 


V = + JL = v 2 + JL = 1/3 --21 = 120 V. 

Li L 2 L 3 


q x = 1.0 • 10 ~ 4 C 


, = - 6.4 • IO " 4 C. 
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2 Ì 6 '. \Nel circuito in figura la batteria fornisce una d.d.p. F 0 = 12 V. Le capacità 
idei condensatori sono C x = 330 pF, C 2 = 470 pF, C 3 = 560 pF, C 4 = 1000 
pF. Determinare la carica di ciascun condensatore e l’energia elettrostatica 


Quando l’interruttore S è aperto, C x e C 2 sono in serie, come lo sono C 3 
e C 4 . Le capacità equivalenti valgono C 12 = 193.9 pF e C 3 4 = 359.0 pF; ai capi 
di entrambe ci sono 12 V per cui q X2 — 2.33 ■ IO -9 C e {34 = 4.31 • 10 9 C. 
Queste sono anche le cariche di C x , C 2 e C 3 , C 4 nspettivamente. Le due 
capacità C 12 e C 34 sono a loro volta in parallelo ed equivalgono ad un’unica 
capacità, pari alla loro somma, C= 552.9 pF. L’energia elettrostatica di tutto il 
sistema vale pertanto W= 1/2 CV 2 = 39.8 • IO -9 J. 

Nel caso in cui l’interruttore è chiuso, Ci e C 3 sono in parallelo, come io 
sono C 2 e C 4 . I due paralleli hanno le capacità C X3 = 890 pF e C 24 = 1470 pF; 
C X3 e C 24 sono a loro volta in serie ed equivalgono all’unica capacità 
C' = 554.4 pF. Ai capi di C , 3 ci sono 7.48 V e ai capi di C 24 4.52 V; le 
cariche dei quattro condensatori sono 


q x = 2.47 • IO -9 C , q 2 = 2.12 • IO -9 C , 
q 3 = 4.19 • IO " 9 C , q 4 = 4.52 • IO -9 C 


e si verifica, entro gli errori di approssimazione, che 
<?i + <? 3 = <? 2 + <? 4 - Infine l’energia elettrostatica vale 
W'= 1/2 C' V 2 = 39.9 • IO -9 J 

Per quanto piccola, la differenza è reale, cioè le 
capacità equivalenti dei due sistemi sono effettiva¬ 
mente diverse. Lasciamo come esercizio la verifica che C=C' solo se 
C,C 4 = C 2 C 3 . 



/ /2.7. N ' | Due condensatori C x e C 2 , caricati ai potenziali Fi e V 2 , vengono collegati 
1 / come in figura a. Calcolare le variazioni di carica, potenziale e di energia 

elettrostatica. Si assuma C x = 2 pF, C 2 = 4 pF, Fi = 500 V, F 2 = 200 V. 
Determinare cosa cambia se il collegamento è fatto come in figura b. 

Nello stato iniziale abbiamo q x = C x V x , q 2 = C 2 V 2 , W, = 1/2 C X V\, 
W 2 = 1/2 C 2 F|; la carica totale è q = q x + q 2 , l’energia totale W= W x + W 2 
Senza perdita di generalità supponiamo che sia Fi > V 2 : effettuando la connes¬ 
sione c’è un passaggio di carica dall’armatura a Fi all’armatura a V 2 fino a che 
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non viene raggiunto un potenziale comune V, intermedio tra V ( e V 2 . I due 
condensatori sono ora in parallelo; la carica totale è rimasta la stessa per cui 


q\ = 0.6 • IO -3 C , q'i = 1.2 • IO -3 C , Aq = 0.4 • IO -3 C , 
= 9 . 10 -2 + 18 . 10 -2 = 27 • IO " 2 J , IV-IV' = 6 -IO " 2 J 


y . gl + <?2 _ Q V t + C; V, 

Ci + C2 Ci + C2 

è il potenziale finale di equilibrio. Le variazioni di potenziale sono 


zi Vi = V — 


„ C 2 (V2-V!) 

V,— Cl + ( y 


<0 , 


Se si effettua il collegamento della figura b non cambia nulla dal punto di 
vista formale, salvo che V 2 è diventato un numero negativo. Si può immagina¬ 
re di effettuare prima il collegamento in basso: non avviene spostamento di 
cariche, ma rispetto al riferimento comune l’armatura in alto di Cj. è a + 500 
V, quella di C 2 a -200 V. Numericamente lo Stato finale è molto diverso, 
come ora calcoliamo: 


4V 2 = V-V 2 = 


Ci(Vi~ V 2 ) 
Ci + C2 


>0 . 


Le nuove cariche dei due condensatori valgono: 

• ii - c » y= 

Le variazioni Aq x = q A V! < 0 e Aq 2 = C 2 AV 2 > 0 sono eguali in modulo a 

Aq = (Vj-V 2 ) . 

* Ci + C 2 

Infine l’energia elettrostatica dello stato finale è 
W'=-^CxV 2 + i-C2V 2 = i- (C 1 + C 2 )V 2 = 


1 (gl + ?2) 2 . 1 (CiV 1 + C 2 V2) 2 

2 q + c 2 2 q + c 2 

Confrontando con IV si trova che l’energia di Ci è diminuita e quella di C 2 
aumentata, ma che globalmente c’è una variazione negativa: IV è maggiore di 
IV' secondo l’espressione 

IV - W' = 4- ~ V 2 ) 2 4^ C V l ~ V 2 )- 

Questa frazione di energia che scompare durante il processo deve apparire 
sotto qualche altra forma durante le fasi intermedie che portano dallo Stato 
iniziale a quello finale. L’argomento sarà ripreso nel problema 4.26; notiamo 
per ora che la diminuzione d’energia corrisponde al lavoro necessario per 
spostare attraverso la d.d.p. V 2 — V 2 la carica Aq che viene effettivamente 
messa in circolazione nel processo. 

Passiamo al calcolo delle varie quantità: 


q 2 = IO -3 C , q 2 = 0.8 • IO -3 C , * = 1.8-1<T 3 C 
TV=25 • 10“ 2 + 8 • IO -2 = 33 • IO -2 J , 

V = 300 V , AV X = —200 V , AV 2 = 100 V , 


<?i, ~? 2 » w stessi valori , q = 0.2 • IO -3 C , 

V — 33.3 V , AV X = —466.7 V , AV 2 = 233.3 V , 

q\ = 0.067 • IO -3 C , q ' 2 = 0.133 • IO -3 C , Aq = 0.933 • IO -3 C, 

IV' = 0.11 • IO -2 + 0.22 • IO -2 = 0.33 • IO -2 J , 

IV-IV'=32.67 • IO -2 J . 

Questa volta le cariche iniziali, quasi eguali in modulo, sono di segno 
opposto; con il collegamento quasi tutta la carica q x va a neutralizzare la carica 
q 2 per cui alla fine 1 condensatori sono praticamente scarichi; ciò avviene con 
notevole spostamento di canea e qumdi con una notevole perdita di energia 
(tra l’altro anche V ( - V, è maggiore). 



Una sfera conduttrice cava A, di raggi R 2 = 40 cm e R 3 = 60 cm, contiene 
una sfera conduttrice B concentrica, di raggio Ri — 20 cm. Si connette alle 
due sfere come in figura un generatore di d.d.p. Vo — 900 V. Determinare 
in modulo e segno le conche q j, q 2 , 93 presenti sulle tre superficie. Ad un 
certo istante viene staccato il generatore. Calcolare la variazione di energia 
elettrostatica nel caso che si colleghino le sfere tra loro oppure nel caso in 
cui si colleghi a terra la sfera A. 



Con la prima connessione la sfera Bèa potenziale zero, la sfera A a V 0 . 
Sulla superficie di raggio R 3 V 0 = q 2 /4jieoR 2 da cui q 3 = 4 tt £0 R 2 V 0 ■= 
= 6 • IO -8 C, positiva. Nel loro insieme le due sfere costituiscono un conden¬ 
satore sferico: 
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1 $ 

q = cy 0 - 4 7t£o Vo = 44.4 • IO" 12 F 0 = 4 ■ IO" 8 C , 

i <2 ~ /<1 ' 

9i ._ 9 -_4-IO" 8 C , q 2 =+g = 4-l(T 8 C . 

L’energia elettrostatica è la somma di due termini, uno relativo al conden¬ 
satore cioè alle cariche q x e q 2 che chiamiamo W mt , uno relativo alla canea q 3 
che chiamiamo W esl : 

w _ w +W = JL É— + — -^2. — 1.8 • IO -5 + 2.7 • IO -5 = 4.5 ■ IO -5 J. 

Vr — V» mt * ” est 2 C 2 C 

C' è la capacità del conduttore sferico A. . 

Quando si connettono tra loro le due sfere le canche q t e q 2 si Rura¬ 
lizzano e si perde W ml : 4W = -W m = -1.8 ■ 10" s J. Quando mvece si con¬ 
nette la sfera A a terra si annulla la canea q 3 e si perde W est . 

^ Cosa succederebbe se si connettesse la sfera B con l’esterno della sfera Al 


S 




Calcolare entro un condensatore piano indefinito campo, potenziale e densità 
di energia. Generalizzare il risultato a dm piani carichi distanti h, con 
densità o x e o 2 rispettivamente. 


Le armature di un condensatore piano indefinito © : © • © 

possono essere pensate come i supporti di due strati : : 

piani di canche distribuite uniformemente con densità : : 

eguali in modulo e opposte in segno. Dividiamo lo spa- - ; 

zio nelle tre regioni indicate in figura; prendiamo l’asse ; : 

x ortogonale alle armature con origine sul piano negati- ... -.—«»_ 

vo e verso indicato. Abbiamo visto nel problema 1.6 

che un piano uniformemente carico genera un campo 

costante di modulo o/2e 0 , ortogonale al piano e con verso uscente dal piano se 

0 >O ed entrante se a<0; nell’attraversare il piano il campo e discontinuo, 

con AE=o/e 0 in modulo. Alla luce di tutto ciò possiamo scrivere questa 

tabella: 



© 

© 

© 

Piano negativo 

o 

- u x 

l£o 

o 

-u 

2£o 

0 

-u 

2fi 0 

Piano positivo 

a 

-u 

2 So 

0 

-u 

2s 0 

0 

- u 

2e 0 

Totale 

0 

o 

-U* 

_£o 

0 
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Il campo risultante è diverso da zero solo all’interno del condensatore: e 
diretto ortogonalmente alle armature da quella positiva a quella negativa e ha 
modulo costante o/t „. Il potenziale in un generico punto interno si ricava p 

integrazione: 

V(0)-n*)-f E,u * <fe “"^* V{x)=V{0)+ — x. 

Indicando con V 3 il potenziale dell’armatura negativa e con £ il modulo del 
campo 

„ Va-Vi 

V=Vi J rEx ; per x = h V 2 — Vi — Eh => E h 

che sono le relazioni più comunemente usate tra campo e differenza di poten- 
STu» Sensato» piano indefinito. Per »<0 il poterci vale V„ per 

^ > L'energia’ elettrostatica immagazzinata in un volume che ha base X sulle 
armature e altezza h si ricava da (2.9) e (2.4): 

W = — {Vi ~ Vi) 2 = \ 2h so E 2 
Ih * 

di sovrapposizione e otteniamo 

© © ® 

_a±a u x £=2 ìù x Eàfiu x 

2£„ 2e„ 

a, °z 

Ti caco orecedente è un caso particolare con oi = -cr e o 2 = o. Se invece 

- 0,-0 (due piani con densità eguale in modulo e segno) il campo e nullo 

£Ti ? u ; piani e £le -o/. 0 «, e a/. 0 «, nelle regioni © e © nspettivamente. 


2 10 In un condensatore piano (2, h) viene inserita parallelamente alle armature 
uJ lastra conduttrice a facce piane e parallele ciascuna di area 2, e 
svessa x Calcolare di quanto varia la capacità del condensatore e quanto 
Loro viene speso per inserire la lastra, nelle due ipotesi che l ™ e ™ ne, «° 
avvenga mantenendo costante la carica sulle armature o costante 
Z k medesime. Eseguire i calcoli con X- 400 cm 2 , * = 1 cm, x = 5 mm, 
AV 0 = IO 4 V. 

Supponiamo che anche quando la lastra è completamente inserita ci sia 
induzione completa tra i conduttori. Il calcolo della capacità si fa per 
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puramente geometrica: dopo l’inserzione il sistema è equipa 
rabile a due condensatori in serie per cui 

1 _ 1 1 _ £ X x 2 _ h-x _ c _ Sol _ C 0 

C Cj C 2 £q2 £ 0 ^ £o-^ h — x k 

se con C 0 indichiamo la capacità iniziale del condensatore e 
con k il fattore (h - x)lh. Essendo fc < 1 la capacità risulta aumentata: si noti 
che l’aumento non dipende da dove viene posta la lastra, ma solo dallo spesso¬ 
re di questa. 

Per il calcolo del lavoro di inserzione sfruttiamo le variazioni di energia 
elettrostatica, distìnguendo il processo a carica costante da quello a potenziale 
costante. 

Nel primo caso supponiamo che il condensatore sia stato caricato e poi 
isolato dal generatore; sia q 0 la sua canea, AV 0 la d.d.p., E 0 = AV Q /h il 
campo nel suo interno, = 1/2 Co AV 0 = £(,2hE%/2 l’energia elettrostatica. 
Effettuata l’inserzione a canea costante abbiamo naturalmente che la canea 
vale sempre q Q per cui rimane costante la densità di carica e quindi il campo 
elettrico. Invece cambiano la d.d.p. e l’energia elettrostatica: 



AV = 3° = -MLlxL = ±(h-x)~Eo{h-x) = kAV 0 <AV 0 , 
C £q£ £q 




_1_ gl £ 0 I(h-x)El 

2 C 2 


= kW 0 <W 0 . 


Possiamo dire che nella regione in cui si trova la lastra il campo si 
è ridotto a zero: si sono così perse la d.d.p. E 0 x e l’energia elettrosta¬ 
tica W* = £ Q IxEl/2. E infatti, guardando le formule, vediamo che AV è 
proprio AV q - E 0 x e W= W 0 - W x : tutto avviene come se la distanza tra le 
armature fosse diminuita di x. Nella figura è rappresentato l’andamento del 
potenziale nel condensatore pnma e dopo l’inserzione. 



i, h ' OT, ì, li ' 

Essendo il sistema isolato, la diminuzione di energia elettrostatica rappre¬ 
senta il lavoro che le forze del campo hanno effettuato per attirare la lastra 
dentro il condensatore: 

L ?=cost =-AW=W 0 - W=W,=i- eoSxEl . 

Se invece il condensatore resta connesso al generatore durante il processo 
di inserzione, è la d.d.p. AF 0 tra le armature che rimane costante. Il campo 
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elettrico deve allora aumentare per compensare il fatto di essere nullo dentro 
la lastra: 

AV 0 = E 0 h = E'{h-x ) => E'=j>£o • 

In corrispondenza deve essere aumentata la densità di canea e quindi la carica 
sulle armature dello stesso fattore: q' = q 0 /k. Agli stessi risultati si può arnv - 
re invece così: AV 0 è invariata, C è aumentata, qmndi q - C AV 0 e aU "^ n ’ 
dello stesso fattore di cui è aumentata C; di conseguenza dello stesso fattore è 
aumentato il campo elettrico. Per l’energia elettrostatica si trova 

W'=\so2{h-x)E' 2 = ?f>Wo , 

1 — it W 

4 W' = W'- W Q =Wo —— = ■ 

A differenza del caso a carica costante, l’energia elettrostatica aumenta e 
la vanazione è, m modulo, maggiore di quella precedente, ammesso che le 
condizioni iniziali siano le stesse. Eppure, m un caso o nell altro Ja lastra 
viene attirata in conseguenza nel medesimo fenomeno, 1 induzione elettrostati¬ 
ca; ma ora a troviamo di fronte all’apparente paradosso delle forze del campo 
che compiono un lavoro mentre l’energia elettrostatica aumenta. Il fatto è che 
nel secondo caso il sistema condensatore-lastra non è isolato, in quanto al 
processo partecipa anche il generatore: esso fornisce la canea Aq - q qc , che 
rampare m più sulle armature a inserzione compiuta: +Aq sull armatura positi 
va -Aq sull’armatura negativa. Globalmente è come se una carica positiva Aq 
tose stata prelevata dall’armatura negativa e portata su quella positiva attra¬ 
verso una d.d.p. AVo- Il lavoro per compiere questo processo, fornito dal 
generatore, vale 

L gen = A* AV 0 - (9' - *0 = ( C " C °) : W ~ Wo) = 2 4W '- 

Il generatore fornisce dall'esterno il lavoro 2AW': di questo AW' va in aumen¬ 
to dell’energia elettrostatica del condensatore e il restante AW deve essere il 
lavoro speso per attirare la lastra: 

, W x _ joZx*E% T 
Evocasi — +AW k 2{h-x) q=c ° st 

Con i dati numeria del testo Co =35.4 pF, *=0.5, C — 2C 0 — 70.8 pF. 
Per l’energia e i lavori troviamo: 

W 0 = 17.70 • IO -4 J , W* = 8.85 • 10 _4 J , L, =cost =-AW= 8.85 • IO -4 J , 

W' = 35.40 • IO -4 J , = 17.70 • 10 _4 J , L v =cost 

L ge „ = 2 AW' = 35.40 • IO" 4 J. 


= AW= 17.70 • 10 -4 J 
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È bene ricordare che i risultati ottenuti sì applicano rigorosamente al caso 
ideale (e irrealistico) in cui ci sìa induzione completa e il campo elettrico sia 
uniforme dentro il condensatore e nullo fuori con un brusco cambiamento che 

non è fisicamente ammissibile (')■ . 

Concludiamo con un’osservazione di carattere generale che tornerà utile in 
seguito (p.e. nel problema 3.5). Quando il sistema è isolato, L = -AW e , e, 
secondo le (2.11), F,= — dW cì /dx„ Se invece il generatore resta connesso, ciò 
comporta in generale variazioni di carica e di capacità allo spostarsi dei con¬ 
duttori; con un ragionamento simile a quello usato si può scrivere che il 
generatore fornisce un lavoro 2 AW a = AW a + L per cui L- + AW eì s 
p — + 9W e! /9x r Anche in presenza di forze non conservative, come quelle che 
agiscono nel generatore, si possono ricavare forze e lavori dall’energia elettro¬ 
statica, purché si operi un cambiamento di segno. 


2.11. Calcolare la forza per unità di superficie con cui si attirano le armature di 
un condensatore piano, sferico, cilindrico, cariche con una densità unifor¬ 
me o — 2.98 • 10 8 C/m 2 . 

Partiamo dalle (2.11) calcolando per esempio l’energia come 
q 2 /2C e derivando poi rispetto a x o r per avere il modulo della forza. 
In un condensatore piano (X, x). 

1 a 2 x <?Zx _ dW _ o 2 ! ^ __Z-_£L 

2 EqI 2 Eq dx 2e q Z 2e 0 


In un condensatore sferico (R, r, R<r ): 

ìr q 2 (r-R) ^ p = £L= 

8 n£ 0 Rr dr £ 0 r 2 2 s 0 



a è la densità di carica sull’armatura esterna, di raggio r e superficie inr . 
Derivando invece rispetto a R e considerando la densità di carica sull’armatura 
interna, si arriva alla stessa espressione di p; il valore numerico è però diverso. 
In un condensatore cilindrico (R, r, R<r, 1): 


w= -ikr ìos T 


dW q 2 _ <?Z ^ 

dr 4ns 0 rl 2e 0 2e 0 


dove cr è la densità di carica sull’armatura esterna, di area I- 2 ziri. 

Numericamente p = 5 • 1(T 5 N/m 2 . Ritroviamo qui quanto visto nel pro¬ 
blema 1.22, e cioè che la pressione elettrostatica sulla superficie di un condutto¬ 
re è eguale a cr 2 / 2£o, cioè alla densità di energia l/2 £qE , indipendente dalla 
geometria. 


(') Si veda la nota alla fine del capitolo 
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. Un condensatore piano (X=l m 2 , h = 3 cm) ha l’armaturafervore a 
potenziale zero, quella superiore a V» > 0. Si inserisce F*- ^ 
armature una lamina metallica di spessore trascurabile, massa m - 0.1 kg, 
area mantenendola a distanza d = 1 cm dall’armatura inferiore 

e al potenziale V = 7 • IO 3 V. Calcolare il valore di V 0 affinché la lamina 
resti sospesa in questa posizione. 

La lamina risente delle forze Fi e F 2 elettrostatiche e della forza peso F 3 : 
F,=Pi^ = y Eo^t 1 • h _ d _ 

= ’ F3 = mg ' ’ 

La condizione di equilìbrio è: 


1 V 2 

■j £q 2 + mg = 


1 . ( y o ~ _v • 

7 £o ih-d) 2 x ’ 


: 7 • IO 3 + 16.9 ■ IO 3 = 23.9 ■ IO 3 V. 


risolvendo nell’incognita Vo sì ottiene 

y„ - V+ (A - i) (£ + - 7 . 10> + 16.9 ■ 1C - 23.9 • 10» V. 

Se la lastra fosse senza peso e sempre a 7 • IO 3 V, V 0 dovrebbe valere 
21 • IO 3 V: infatti d = h/3eV = V 0 /3- se invece occorre compensare 1 azione 

dd ^noti* che^ìl sisfem^nonè^lettricamente equivalente a due condensatori 
in serie ^ si calcolano le s,„ B ole cariche » trova che queste sono diverse «ri e 
armature del condensatore, -62.0 • IO -7 C sull’inferiore, +74 8-10 C sulla 
superiore. Ciò è dovuto al fatto che la lamina intermedia e — a un 
potenziale che non corrisponde al valore geometrico V Q /o D altrapar se :a 
inserisse la lamina senza connetterla a un generatore, questa avrebbe sulle due 
"S te sa densità di carica, F, e F 2 sarebbero eguali ed opposte e non c 
sarebbe nessuna posizione d. eqmlibno: la lamina cadrebbe sotto l’az.one del 

peso. 


Tre fogli conduttori piani e paralleli, di spessore trascurabile sono collegati 
come nella prima figura. Il foglio centrale, di massa m = 10 g, può muo¬ 
versi vernalmente restando parallelo agli altri due, la cui distanza e fissa e 
vale d—S mm. Si osserva che quando la distanza tra il foglio superiore e 
anello centrale è d/4 la carica totale presente su quest ultimo e 
o = 5 9 • 10“ 7 C e che la forza peso è equilibrata dalle forze di campo. 
Calcolare la superficie Z dei fogli e il valore di V 0 . Partendo da questa 
situazione iniziale si esegue il seguente processo: si portaie 
in posizione mediana, si stacca il generatore, si riporta il foglio nella 
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posizione iniziale. Calcolare la d.d.p. finale tra i fogli e il lavoro fatto dalle 
forze del campo nell’intero processo. 


Il sistema è equivalente a due condensatori in parallelo; nello stato ini¬ 
ziale: 




4e 0 2 „ 4 £o£ „ ^ ^ 

—’ C2 = -3T“’ C - Cl + C2 " 


C i Fq + C 2 Vq — q 


ZV 0 = - 


100 Vm 2 . 


La seconda condizione da sfruttare è quella dell’equr 
librio: 


j- e 0 EÌZ-j e Q E 2 2 I=mg , 
con Ei = 4 V 0 /d e E 2 = 4 V 0 /3 d. Riordinando 


Z V 2 = 9mgd 2 __ = 10 s V 2 m 2 _ 

64 £ 0 

Mettendo insieme le due condizioni si ottiene: 
y 0 = io 3 V , 2=0.1 m 2 . 



La prima fase del processo descritto è uno spostamento a potenziale co¬ 
stante: variano le capacità e le canche dei due condensatori; alla fine le due 
capacità sono eguali e si ha 2CVq = q ' ovvero 


, 4e 0 2V' 0 

9 = - — 


= — <7 = 4.43 • 10“ 7 C. 
4 H 


Staccando il generatore non succede niente; poi, ritornando nella posizione 
iniziale, si ha un processo a carica costante e alla fine vale ancora la prima 
relazione trovata SV = 3q'd/16e 0 : se q' è 3/4 q allora V = 3/4 V 0 = 750 V. 
Questa è la d.d.p. finale ai capi dei due condensatori, cioè il potenziale del 
foglio centrale nferito al potenziale degli altri due. 

Per il calcolo del lavoro sfruttiamo i risultati del problema 2.10: nella fase 
a V = cost L = AW, nella fase a q = cost L = -AW; dobbiamo pertanto deter¬ 
minare le energie elettrostatiche del sistema. Con simboli evidenti abbiamo: 



16 ep2 

3 d 


T „ 1 4eo-2 x/2 ur - J_ ^ £ °^' JL v 2 „ 

W2 = _____ y 0 , W 3 -y 3d 16 Ko , 


4W 12 = W 2 - W l 


A e ±?YÌ- 4W 23 = W 3 - W 2 = - \ 

3 d 2 a 


L = 4W 12 - 4W 23 = - 1 Vi = -1.84 • IO” 5 J 
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Non sarebbe corretto calcolare il lavoro come - W 3 , in quanto il sistema 
non è sempre isolato; alla prima fase del processo partecipa anche il genera- 

t0re Si spieghi la ragione per cui il lavoro è negativo nella prima fase e positi¬ 
vo nell’ultima. 


4. Le armature superiori di due condensatori piani sono collegate insieme da 
\ un conduttore e costituiscono i piatti di una bilancia. L’area e A U.zs 
m 2 , la distanza h = 4.5 mm, per entrambi i condensatori. Si porta il siste¬ 
ma nella posizione hi = h + x, h 2 = h - x con x = O-S^m e “ 

y = j . io 3 V II generatore viene poi staccato e il sistema lasciato Ubero 
di muoversi fino a che x = 1.5 mm. In questa posizione calcolare la d.d.p. 
ai capi del sistema, le cariche q x e q 2 dei due condensatori la multante 
delle forze elettrostatiche sulle armature superiori specificando quale è sce¬ 
sa, il lavoro nel passaggio dalla posizione iniziale a quella finale. 


Nello stato iniziale 


e 0 2 r _ 2epZh 

C '-TT7- C ’-T=7- C - ’ 

= 2£qII L y 0 = 2.23 • io - 6 c . 

’ h 2 - x~ 



Lo spostamento successivo avviene a carica costante; le capacità variano in 
quanto x passa da 0.5 a 1.5 mm: 

Ci = 4.13 • IO -10 F , Ci = 8.27 • IO" 10 F , C’ = 12 40 • IO -10 F , 

V = ^-= 1798 V , q’i = C'i V = 0.74 • IO -6 C , q 2 = C 2 V = 1.49 • 10 6 C 

c 

L’armatura che scende è quella di destra: nei due condensatori c’è la stessa 

d.d.p., ma il campo è maggiore a destra, dove minore è la distanza tra le 

armature: 

-22— = o.34 N . 

2 1 2e 0 2 2e 0 I 

Infine L=-AW essendo il processo a carica costante: 


L - W _ W , = ! (x'2-x 2 ) = 2.23 • 10~ 4 J 

L-W, w f 2 q c ,j AeoIh 


dove x' = 1.5 mm e x — 0.5 mm. 
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2.1JL Nell’elettrometro assoluto di Lord Kelvin l’area delle armature sia 2- 400 
' cm 2 e la distanza tra le stesse h = 5 min. Connettendo l’elettrometro a un 
generatore si osserva che per mantenere la stessa distanza h tra le armatu¬ 
re occorre mettere sul piatto della bilancia una massa m = 20 mg. Calcola¬ 
re quanto vale la d.d.p. applicata e dare Ut sensibilità dello strumento 
ammesso che la minima variazione di massa apprezzàbile sia Am — 1 mg. 


L’elettrometro di Lord Kelvin è costituito da un condensatore piano in cui 
Tannatura superiore è uno dei piatti di una bilancia. All’equilibrio 


1 V 2 

2 £ ° 1 ? 


I=mg 


h 2 e 

V 2 = 2 -X-L. m = 2 Km . 
BoÉ 


Essendo K = 6.92 • IO 8 V 2 /Kg , V = 166.4 V. _ 

La quantità che si misura è m, quella da determinare V. lo strumento e 
perciò quadratico Detta sensibilità il rapporto tra la minima variazione della 
grandezza misurata che si nesce ad apprezzare e la corrispondente variazione 
della grandezza da determinare, nel nostro caso si ottiene 

dm _ A m _ V 
~W~~ÀV ~ K ' 

relazione tipica degli strumenti a scala quadratica. La sensibilità è proporziona¬ 
le alla grandezza da determinare e quindi migliora al crescere di questa. 

Con i nostri dati numerici la relazione precedente si può anche scrivere 

... KAm 692 
4V = __ = _ , 

dove AV rappresenta la variazione di potenziale che produce la variazione 
Am- 


V 

(V) 

100 

200 

500 

692 

1000 

AV 

(V) 

6.92 

3.46 

1.38 

1 

0.69 

AV 

V 

(%) 

6.92 

1.73 

0.28 

0.14 

0.07 <= Errore relativo 


La misura diventa tanto più precisa quanto maggiore è V; conviene che 
KAm sia piccolo per aumentare il campo in cui lo strumento funziona 

bene. Si noti che K = g j , se C è la capacità del condensatore. 

Per misurare d.d.p. piccole, ma facilmente riproducibili, come quelle for¬ 
nite dalle pile, basta mettere un buon numero di elementi in sene di modo che 
la d.d.p. totale, somma delle singole, divenga misurabile con precisione. 

L’importanza dello strumento descntto sta nella sua carattenstica di essere 
assoluto, cioè di riferire una grandezza elettrica non ad altre grandezze elettri¬ 
che, bensì a grandezze meccaniche. 
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2 16. Un condensatore piano (S« 4 • IO" 2 m 2 ) ha le armature orizzontali. Quel¬ 
la inferiore è a potenziale zero, quella superiore è sospesa a un supporto 
isolante tramite una molla di costante elastica K = 100 N/m. Quando il 
condensatore è scarico la distanza tra le armature vale h = 5 irnn. Sì 
blocca l’armatura mobile in questa posizione, la si carica a una d.d.p. V, 
la si isola dal generatore e poi la si sblocca. Si osserva che la distanza tra 
le armature diviene h' — 4.5 min. Calcolare V. 

Le due situazioni di equilibrio, detta m la massa sospesa, sono: 

Kx = mg , Kx'=mg + F e \ . 

Sottraendo la pnma dalla seconda 

K(x'-x) = K{h'-h) = Ky = F e i=—e 0 E 2 X . 

£ è il campo elettrico tra le armature, costante perché il processo è a carica 
costante. In particolare E=V/h e pertanto: 

V 2 = 2 Bl y = 2Ay V = 2657 V . 
eZ 

Anche questo è uno strumento assoluto: la grandezza meccanica che si 
misura è una lunghezza e la relazione con V è quadratica. La sensibilità e 
Av/AV=V/A e la bontà dello strumento è espressa dal prodotto A Ay. Ter 
no i a =7.06 • IO 9 V 2 /m e se si nesce ad apprezzare il deamo di millimetro 
A Ay = 7.06 IO 5 V 2 , cioè lo strumento non è sensibile. Col valore di V trovato 
nsulta AV/V= 0.1; mettendo per y la massima elongazione, 5 mm, risulta 
V = 8.4 • IO 3 V e AV/V = 0.01. 


\2.17. Due cariche puntiformi positive eguali q sono poste agli estremi di un 
\ segmento di lunghezza 2 d; nel centro del segmento si trova in equilibrio 
una carica puntiforme positiva Q. Determinare se l’equilibrio è stabile. 

Per provare che l’equilibrio è stabile dobbiamo verificare se, per qualun¬ 
que spostamento che allontani la carica Q dal punto O, che assumiamo come 
origine, esiste m corrispondenza una forza che tende 
a riportare Q nell’origine. Consideriamo prima spo- 

stamenti lungo Tasse x, per esempio da O a X. Chia- —4— ? . g » - 

mando F s la forza esercitata su Q dalla canea a sini¬ 
stra e F d quella esercitata dalla carica a destra, ab¬ 
biamo: 


qQ «x 

Akeq {d + x) 2 


qQ Ux 

4^e 0 (i i-x) 2 


La risultante è diretta da X a O; lo stesso succede per spostamenti con * < 0. 
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Pertanto lungo l’asse x l’equilibrio è stabile; è facile verificare che se Q fosse 
negativa l’equilibrio sarebbe instabile. 

La situazione è diversa per spostamenti normali all’asse x (e consideriamo 
solo il piano x,y perché il problema gode di simmetria di rotazione rispetto 
all’asse x ): in P 

F c = Fn = ——-=“—= 7 - in modulo. 

* s ° 4 jieo ( d 2 + y 2 ) 

La risultante ha componente nulla lungo x e vale 



Essa fa allontanare ancora di più Q dall’origine. Alla 
stessa conclusione si giunge per spostamenti con 
j ;<0 e anche per spostamenti generici che non siano 
lungo gli assi. Dunque l’equilibrio in generale non è 
stabile. 

Il risultato trascende il semplice caso in cui è 
stato ricavato, si può dimostrare che in un campo elettrostatico non esistono 
punti di equilibrio stabile in senso assoluto, cioè tali che in essi il campo sia 
nullo e in un loro intorno le forze elettrostatiche puntino tutte verso di essi.. 
Invece che sulle forze si può ragionare sull’energia elettrostatica. Nell’ori- 
gine la carica Q possiede l’energia Wo = 2qQ/Aneod ; in un punto generico X 

w _ + -2g-=-l2g__A_,> W 0 : 

42T£ 0 (rf — x) 4xe 0 (d + x) 4,T£o d 2 — x~ 

l’origine è posizione di equilibrio stabile per spostamenti lungo 1 asse x. Se ora, 
partendo da un generico punto dell’asse x, si esegue uno spostamento ortogo¬ 
nale y: 



■ x) 2 + y 2 ] 1/2 [(d + x ) 2 + y 2 f r ‘ 


infatti ciascun termine di W y (x) è minore del corrispondente termine di W*. 
Portata fuori dall’asse x la carica Q se ne allontana indefinitamente. Questo è 
vero in particolare anche per x = 0 - 


An£o(d 2 + y 2 ) V2 


I risultati sono illustrati nei due grafici seguenti che danno l’energia elet¬ 
trostatica lungo l’asse x e lungo un generico asse parallelo all’asse y, con 
q = 10 “ 6 C, Q - 5.55 • IO -7 C, d = 10 cm. 

L’unica maniera per stabilizzare l’equilibrio sarebbe quella di imporre alla 
carica Q di restare sull’asse x; ma allora entra in gioco un vincolo, cioè una 
forza che non è più elettrostatica. In effetti, quando sono presenti altri tipi di 
forze è possibile avere posizioni di equilibrio stabile, come vedremo per prossi¬ 
mo problema. 



2.18. Riconsiderare i problemi 2.12, 2.15, 2.16 studiando le posizioni di equili¬ 
brio dal punto di vista della stabilità. 

Riscriviamo le forze in gioco nel problema 2.12: 

verso il basso , *3 = "V sempre costante 


verso l’alto 


* _ (Vq-V ) 2 

p2 2 (h - d) 2 


Se diminuiamo d Fi aumenta, F 2 diminuisce e la lamina cade sull armat " r , 
inferiore- se aumentiamo d la lamina va a toccare l’armatura superiore, quind 
l’eauilibno è instabile. Se la lamina non fosse connessa a un generatore non ci 
sarebbe'mai Equilibrio; solo in assenza della forza peso ci sarebbe equilibra 

““SLmetm di Lord Kelvm (problema 2.15)“ .f “Ssttaa “a 
stante oer cui la forza agente tra le armature vana al variare della distanza tra 

esse crescendo se si avvicinano e diminuendo se si allontanano. * nvece la 
forza esercitata dalla massa posta sull’altro piatto della bilancia è costante. 

» P°™« di equilibrio è instabile (in realtà, per piccoli sposta- 

m^nti Peauilibrio è reso stabile altri fattori). 

L’eleUrometro assoluto descritto nel problema 2 _ 16 . ( 

Se infatti dalla situazione in cui Kx' = mg + q 2 /2£ 0 S si fa compiere uno sp 
stamento che allontani le armature la forza elastica diminuisce e si una 
forza risultante verso il basso che riporta l’armatura mobile versoilpmito d^ 
eouilibrio Analogamente, per uno spostamento che avvicini le armature si ha 
Sa ta risultante verso Mto. Si pud anche ragionare sull'energia! all'equili- 

brio vale 

W 0 = -f^+mgù + } Kx 2 

dove abbiamo tralasciato gli apici per semplicità. Se x diminuisce di Ax 

W = —2— (h + Ax) + mg(h + Ax) + -i- K(x - Ax ) 2 
2£ 0 X 2 


« 
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= Wo + (—— + mg - .Kx'ì àx + K(Axf = W 0 + -y- K(Ax) 2 

\2£ 0 z: / 2 z 

in quanto il termine tra parentesi è nullo, esprimendo la condizione di equili¬ 
brio. Vediamo che W> W 0 e che la conclusione non dipende dal segno di Ax. 


2.19. Due cariche positive q e due negative -q, eguali in modulo, sono poste nei 
vertici di un quadrato di lato 1= 14.1 cm, come in figura. L energia 
elettrostatica del sistema vale W = -3.6 • 10" s J. Una carica q* viene 
spostata dal punto A (.1/2,0) al punto B( 0, 1/2) compiendo un lavoro 
L = 2.8 • IO -7 J contro le forze del campo. Calcolare i valori di q e q*. 


L’energia elettrostatica del sistema in base a (2.6) si scrive 


W = -J— e -Ml 

8x£o r v 


, i= 1, 2, 3, 4, ; = 1, 2, 3, 4, i* j . 


Tutti i termini con r v = l si annullano tra loro e restano i quattro termini 
«diagonali» con r tJ = iF 2 l : 


, -q 


- = — 3.6 • IO -5 J , 


da cui si ricava q = 2 • IO -8 C. 

Il lavoro delle forze di campo nello 
spostamento della carica q* è q* (V A - V B )\ V A è 

a ln 2 - Q 

nullo, V B = 2 —-r~2 . ri /21 

4rtso t 4jreo -> i 

('- i ^)' 2822 v - 

Pertanto L AB = -?* = -2.8 • IO -7 J da cui q* = 1(T 10 C. 


2.20. Calcolare l’energia elettrostatica del campo prodotto da una carica 
q — 3,2 ■ IO -18 C distribuita uniformemente sulla superficie di una sfera di 
raggio R = IO -13 cm. Ripetere il calcolo se la stessa carica è distribuita 
uniformemente in tutto il volume della sfera. 

Per le espressioni del campo elettrico ci serviamo dei risultati dei problemi 
1.8 e 1.12 mentre per il calcolo dell’energia elettrostatica utilizziamo la (2.7). 
Per la superficie sferica carica abbiamo: 

E(0^r<R) = 0 , E(r*R )=-, 
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8 tt£ 0 R 2 C 


se con C indichiamo la capacità della sfera, 4 z£oR- Numericamente 

W = 4.61 • 10" 11 J = 2.88 • IO 8 eV = 288 MeV . 

La distribuzione dell’energia elettrostatica non è uniforme: la densità è maggio- 
^e per r pSo e tende a zero per r tendente all’infinito. Lasciamo come 
esercizio la verifica che metà deE’energia totale è compresa entro la superficie 

sfenca^di rcgg^e trQvata nQn è utilizzabile per una canea puntiforme: il pas¬ 
saggio af limite per R tendente a zero dà un risultato infinito. Questa è una 
difficoltà dell’elettromagnetismo che non è superabile con i soli mezzi 
fisica classica; in altre parole nell’elettromagnetismo classico il concetto di cari 
ca puntiforme porta, energeticamente, ad un assurdo. 

Nel caso della distribuzione di volume eseguiamo il calcolo in due manie 
re: utilizziamo intanto come sopra la (2.7) ricordando che 



^ 3 

essendo la carica totale della sfera q = — stR o . 


Un metodo alternativo di calcolo è il seguente, ^pponiamo di co- 
ctrnìrp la sfera mediante un accumulo successivo di cariche infinitesi¬ 
me. Precisamente, pensiamo di aver già costruito una sfera^di raggio r, 

carica pf^oe potenziale in superficie V = -j^r = J^ ’ 11 laVOr ° 
necessario per aggiungere la carica dq = &dr= qAttFdr è dL = Vdq- 
= AlL o 2 r 4 dr: abbiamo così aggiunto una corteccia sferica di carica spessa dr 
n lavoro totale si ottiene integrando tra zero e R ed è uguale all’energia 
elettrostatica: 

R 


3eo 


r 4 dr = - 


Anche ora la densità di energia non è uniforme: cresce da zero a R • ® 
decresce da R all’infinito. Stavolta la metà dell’energia totale e racchiusa en 
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la superficie sferica di raggio 5R/3. Notiamo che il limite per R tendente a 
zero è finito perché anche la carica tende a zero. Numericamente 

W = A 4 . 6 I • 10~ u = 5.53 • 10~ u J = 346 MeV. 

Sarebbe questa l’energia elettrostatica del nucleo di un atomo contenente 20 
protoni (i neutroni sono privi di canea) e di raggio 10 cm, nell ipotesi di 
distribuzione uniforme della canea entro il nucleo. 

Il confronto tra le due distribuzioni, superficiale e di volume, mostra che a 
parità di raggio e di carica totale la sfera canea ha un’energia elettrostatica 
maggiore della superficie sferica carica. Viceversa, a parità di canea per pro¬ 
durre la stessa energia elettrostatica occorre una superficie sferica di raggio 
minore rispetto a quello di una sfera carica (nel rapporto 5/6). 

Un’applicazione interessante delle formule ricavate è quella del calcolo^ del 
raggio dell’elettrone. Supponiamo che la carica dell’elettrone e - 1.6 • 10 C 
sia distribuita uniformemente in una sfera e che la sua energia a riposo^ cioè 
l’energia dovuta al fatto di possedere una massa a nposo m = 9.06 ■ 10 Kg, 
sia di° origine esclusivamente elettrostatica. Poiché all’energia a riposo corri¬ 
sponde nella teoria della relatività l’espressione me con c velocità della luce 
nel vuoto (3 • IO 8 m/s), abbiamo 


2 

5 


4ne 0 R 


= me 2 



1 

4jT£q 



1.7 • IO -15 m 


In effetti in fisica atomica compare spesso la costante 


4jt£q me 2 


: 2.8 • IO -15 


detta raggio classico dell’elettrone. Questo apparente successo del calcolo ha 
però un valore relativo: nel caso del protone troveremmo un raggio di circa 
IO" 18 m in contrasto con le misure sperimentali che danno circa 10 m. Ciò 
può indicare che il protone ha una struttura non uniforme che non permette 
l’applicazione delle formule in nostro possesso. ^ 

Osserviamo infine che la sfera canea (uniformemente o meno) e un siste¬ 
ma che non può stare insieme se ci sono solo forze elettrostatiche: in tal caso 
esploderebbe. Occorrono altre forze che bilancino la repulsione elettrostatica. 
Nel nucleo atomico sono le forze nucleari tra i componenti del nucleo (protoni e 
neutroni) che danno stabilità al sistema; la fissione nucleare ha origine dalla 
rottura di questo equilibrio. 


2 21 Z sfere uniformemente cariche, tutte di raggio Ro e con la stessa densità di 
carica q, inizialmente molto distanti una dall’altra, vengono fuse insieme, 
assumendo globalmente ancora forma sferica. Calcolare il raggio R della 
nuova sfera e la variazione di energia elettrostatica nel processo. Si esegua¬ 
no i calcoli con J?o = 10 15 m, Z = 27. 
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L’energia elettrostatica di ciascuna sfera nello stato iniziale e 

-2 . 3 Zcf 

W = — ^ W l = ZW = -j R 


4 JT £qRq 


4jteq.Ro 


La carica totale deve essere la stessa una volta avvenuta la fusione: 

2- jtr 3 p = z~ ttRle =*• R = zF 2 Ro ; 

il rapino della sfera finale è proporzionale alla radice cubica del numero di 
comptmentfle quMil volume l propinale a Z). L'energ.a .le„ro,.a„ca 
finale è 


(Zq) 2 

4jT£qR 


22= Z* 3 

W, 


escluso il caso banale Z = 1, l’energia finale è maggiore di quella m^le; 
infatti per fare avvenire il processo occorre spendere lavoro contro la repulsio¬ 
ne elettrostatica. 

La soluzione numerica è 


R = 27^ • IO" 15 = 3 • IO" 15 


22 = 27^ 3 = 9 


Lo stesso procedimento si potrebbe seguire per distribuzioni sferiche di 
massa e in effetti in natura una situazione simile è venficata^nei nuder^misu e 
sDenmentali indicano che il raggio dei nuclei cresce come R-A Ro dove A e 
if numero dei componenti (protoni più neutroni) e R 0 e una costante che vale 

1.2 • IO -15 m. 


2 22^ Due sfere conduttrici di raggi R x = 6 cm £ R 2 = 4 cm ™ n y oste °J?™- 
J za d molto maggiore di entrambi i raggi, e sono collegate da un sottile filo 

conduttore. Una carica q = IO -19 C viene comunicata ^ fCerTm 

nare come questa carica si distribuisce tra le due sfere e calcolare l energia 
elettrostatica del sistema. Dimostrare che la soluzione trovata rende minima 
l’energia elettrostatica. 

La situazione è identica a quella del problema 2.2 con l’aggiunta che i 
potenziali V x e V 2 delle due sfere devono essere eguali: 


4jT£qRi 


qz - 

4jT£od 


4 tteod 


qz 

4jT 0 R2 


„ - Rl 
qi ~T 2 


essendo per ipotesi d»Ri e d » Rz- Le cariche delle sfere sono direttamente 
nrrmorzionali ai raggi; se invece si considerano le densità di carica si trova 
0 /o, = RjR l cioè le densità sono inversamente proporzionali ai raggi: dove 
mmore, maggiore è 1. densità . quindr il =»,» y"“ 0 ne ™“ d ° 
esprimere e q 2 in funzione della carica totale q = ? i + qz si ottiene 
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Ri(d-R 2 ) 

9l "<*(*!+ * 2 ) -2*1*2* *l+*2* 

Rlid-Ri) - ?2_ 

q2 d(R x + R 2 ) -2RiR 2 R 1 +R 2 

L’energia elettrostatica del sistema è 


■ 0.6 • 10 " 


= 0.4 ■ IO -9 C 


y <?i Vi + y 92 ^2 ’ 


H I ! H2 + *niz 
82 r£o*i 8 jt£o* 2 8Jt£orf 


Trascurando l’ultimo termine e sostituendo le espressioni di q x e q 2 in funzione 
di q: 

W =--- = 4.5 • IO -8 J. 

8nso(Ri + R 2 ) 

In particolare se Ri = R 2 = R qi~q 2 — q/2, W = q 2 /l6nsoR- 1 energia è 
esattamente la metà di quella di una sfera conduttrice di raggio R e carica q. 
Se per esempio partiamo da due sfere eguali lontane, una carica e una no 
(W = q 2 /8ne 0 R) e poi le colleghiamo con un filo, la carica si divide tra le 
due e l’energia si dimezza, la perdita essendo dovuta principalmente a irraggia¬ 
mento e effetti termici. 

Per dimostrare che la soluzione trovata corrisponde a un minimo dell ener¬ 
gia elettrostatica, riscriviamo questa sostituendo a q 2 q- qi- 


W(q{) - 


4jI£qR\ 4jT£o<f 


+ y (<? - <?i) 


4st£ 0 d 4?t £ 0 * 2 


8je£ 0 \Ri R 2 d) 4jt£ 0 \d R 2 ) &ns 0 R 2 

Deriviamo rispetto a^e eguagliamo a zero la derivata: 

* Gl + 'iì^'?)- , (■£—?) ■ 

R,(<i-RJ ». 

qi d(R l + R 2 )~2R l R 2 H * 1+^2 

Si verifica subito che la derivata seconda è una costante positiva e quindi 
l’estremo è effettivamente un minimo. Non si è fatto uso nella dimostrazione 
del fatto che Vj = V 2 \ lasciamo come esercizio la prova che con la ripartizione 
di carica corrispondente al minimo dell’energia questa condizione è verificata. 


2.23. A una bolla di liquido, di raggio 1 cm e tensione superficiale r-0.04 
N/m, viene ceduta una carica elettrica e in conseguenza di ciò la bolla 
aumenta di raggio. Calcolare qual è il valore della carica che si può cedere 
alla bolla se la si vuole portare ad un raggio massimo R = 2 cm. 
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All’interno di una bolla di liquido c’è una pressione maggiore di quella 
atmosferica di una quantità Ap = 4r/r se r è il raggio della bolla e t è.la 
tensione superficiale del liquido. Quando alla bolla viene ceduta una carica, 
che supporremo distribuirsi uniformemente sulla superficie sferica, la pressione 
elettrostatica fa dilatare la bolla e si raggiunge una situazione di equilibrio 
quando ct 2 /2£ 0 = 4t/ì? con o=q/4jiR 2 e R raggio di equilibrio. Se la pres¬ 
sione elettrostatica supera la tensione superficiale la bolla esplode. La relazione 
tra carica e raggio è: 

q 2 = 12Sz 2 EqtR 3 => q - 0.6 • IO" 7 C. 

Ragionando in termini di energia e di equilibrio, l’energia totale del siste¬ 
ma per un generico raggio r è 

W = ---+ 2r4 Jtr 2 : 

8n£(f . . . „ 

la tensione superficiale è un’energia per unità di superficie e il fattore 2 coni- 
pare perché la bolla ha due facce. Derivando rispetto a r e annullando si trova 
q 2 — 128 jt 2 £ 0 tr 3 come condizione di minimo (la derivata seconda è positiva). 


2.24. Una carica puntiforme positiva q — 4 ■ 10 14 C è posta a distanza x — 1 
cm da un piano conduttore indefinito a potenziale zero. Calcolare l’energia 
elettrostatica della carica. Se questa parte con velocità nulla dalla posizione 
X j «= 1 cm con che energia cinetica arriva nella posizione x 2 — 0.5 cm? 

Riprendiamo i risultati del problema 1.14 di cui usiamo la figu¬ 
ra e i simboli. La carica è attirata dal piano con una forza F- 
-q 2 H 4^£ 0 (2x) 2 ]; sul piano c’è una carica indotta negativa distribuita con 
densità o = - qx (x 2 + y 2 )~ 3/2 /2a. L’energia elettrostatica della carica q nel 
campo delle cariche indotte è 

W-f = —i— . r = (x 2 + y 2 )^ 2 , dZ=2nydy , 

J ^ 4jt£ 0 J r 


q 2 x f d(y 2 ) _ ~q 2 ,_ 

8 si £ 0 j (x 2 + y 2 ) 2 SttEox 

Si noti che W = qV se V=-q/4x£ 0 2x è il potenziale generato dalla canea 
immagine nel punto in cui si trova q. L’energia elettrostatica è negativa in 
quanto la forza è attrattiva. Numericamente 

W= -7.2 • IO -16 J = -4.5 KeV. 


Per calcolare l’energia cinetica integriamo la forza cui è sottoposta q: 



*1 


= 3.6 • IO" 16 J = 2.25 KeV. 


Notiamo d’altra parte che AT=-AW/ 2: durante l’avvicinamento l'energia 
elettrostatica diminuisce, ma la sua diminuzione non è eguale all aumento di 
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energia cinetica e resta da assegnare -AW/2. Il fatto è che si muove anche la 
carica indotta, addensandosi in prossimità dell’origine, per fare questo occorre 
spendere il lavoro L, e chi lo fornisce è la diminuzione di energia elettrosta- 

'Con i nostri dati W(* x ) = -4.5 KeV, W(x 2 ) = -9 KeV, 4.5 KeV, 

AT= 2.25 KeV, come abbiamo calcolato, L, = 2.25 KeV, 


2.25. Tre cariche puntiformi positive sono poste ai vertici del triangolo equilatero 
ABC di lato a; tre cariche puntiformi negative sono poste ai vertici dell’al¬ 
tro triangolo DEF; nell’insieme le cariche si trovano ai vertici di un esago¬ 
no regolare. Calcolare l’energia elettrostatica del sistema e il lavoro che si 
deve spendere per separare i due triangoli portandoli a distanza infinita 
uno dall’altro. Tutte le cariche sono eguali in modulo a q = 10 Ce 
a = 10 cm. 


Essendo l’energia elettrostatica data da una somma, la 
spezziamo m tre parti, una relativa alle tre cariche positive, 
una alle tre cariche negative e una ai termini incrociati. 
Per un singolo triangolo di lato a 

Wi = 3g — = 2.7 • IO" 9 J . 

4jte 0 a 



Il calcolo è un po’ più lungo per i termini incrociati: 


Wa£ = WaD : 


-r 

4jt£ 0 2/ 


AC = ce * BA m a 
DE « BF - FD * « 

AD = l -s/^3 
AF'tEC-BD^Sa/'R 


In totale, per la carica in A, W A -~j 3^ 11 r!Sultat0 è e S uale 

per W B e W c per cui l’energia elettrostatica delle tre cariche positive nel 
campo di quelle negative, ovvero l’energia mutua dei due triangoli, è 

IV, = - il 3^ — Ì- -= -11.7 • IO" 9 J. 

2 2 4jre 0 a 


L’energia elettrostatica di tutto il sistema vale 

W = 2 Wi + W 2 = 5.4 • IO" 9 - 11.7 ■ IO" 9 = -6.3 • IO" 9 J 


Quando si allontanano indifinitamente i triangoli l’energia del sistema è 
semplicemente 2W t -, si è persa W 2 , l’energia mutua. L’energia finale risulta 
maggiore di quella iniziale, il che vuol dire che è stato compiuto lavoro dall e- 
sterno per separare i triangoli, come è ovvio essendo la forza tra di essi 
attrattiva; ed è L esl — -TV 2 . 
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2.26. Calcolare la fon, e U momMo idi, fon, ago** «■ »» ***> * 
p posto in un campo E. 

trtLlazionale indifferente. Invece. per quel che Ggu.rf^ls ro.aaom ci ^nc 
M-'-Mr^-nEsen^ ritessione testa valida anche nella posmone 

6 "Tot? che 8 '’i, r„e" cSaro A «tondone secondo la (^2) 
Saltaequilibrio obbedendo .«'equazione 

/ É.JL + p£sen0= 0 . 
dr 

Per piccole oscillazioni questa si riduce all’equazione 

del moto armonico che ha la soluzione 6_= 8^ é j t— E 

cos (tot +4)) con co 2 = pE/I e T-2n/o) in \i/ft _ . 

(I/pE)^ 2 . - / S E x 

Se il campo elettrico non è uniforme oltre al mo- -£_/ \ 

mento c’è una forza risultante non nulla che tende a 

iCrS d2SS Se de, dipolo, dovuta aha 

non uniformità del campo. Tali forze si possono scrivere 

aF SE SE . 

-qE , ?(E+AE) = ?-| r Ax + q-^ r 4y + 9-g7 ^ 

e la risultante e le sue componenti valgono 

3E SE 3E 

Pl 3z 
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2.27. Calcolare l’energia elettrostatica di due dipoli di momenti p t e p 2 posti a 
distanza mutua r. In particolare si consideri U caso in cui pi e p 2 siano 
complanari e il secondo dipolo sia nella prima o nella seconda posizione 
principale di Gauss rispetto al primo, con p 2 parallelo o ortogonale a pr, 
nelle varie possibilità che si presentano calcolare l’energia mutua. Applica¬ 
re i risultati a due molecole d’acqua (p = 6.17 • IO -30 Cm) distanti 
r = 3.1 • IO -10 m. 

Nel problema 1.18 abbiamo trovato per il campo di un dipolo di momento 


2picos 8 .. , pisene „ . 

Et — -a U r 3 ? 

1 4jr£ 0 r 3 4^s 0 r 3 

dalla figura risulta pi =piCos6u r ~pisen6ug. Sommando e 
sottraendo a Ej il vettore {p x cos0/4jre o r 3 )u r otteniamo 


-J— (3 Pl cos0u r - Pl ) = — s- [3 (Pi • u r ) u r - Pl ] - 

4it£ 0 r 4jE £ o r 


4jc£ 0 r 3 


L’energia elettrostatica del secondo dipolo nel campo del primo è 


IV = -p 2 • Ei = , 1 . — [pi • p 2 - 3(pi • u r ) (p 2 • u r )] 

4 k£qT 


I termini tra parentesi sono P \ cos0! e p 2 cosd 2 ; se poi i dipoli sono con i 
momenti complanari pi • p 2 = P 1 P 2 cos(0j — dì). Con queste sostituzioni si arri- 


W = P\P?~ . (sen B\ sen d 2 - 2 cos 6 X cos d 2 ) . 

AnEor’ 

In figura sono rappresentati i casi richiesti; la distanza 1-2 è sempre r: 



In tabella sono dati i valori dell’energia mutua con W 0 — P\Pi/ 4jr£ c r 3 — 

= 1.15 • IO -20 J = 0.07 eV. 

Utilizzando le formule del problema 2.26 si potrebbe calcolare la forza di 
interazione tra i dipoli, esprimendo il campo m componenti cartesiane anziché 
polari. Qui diciamo solo che nei casi A e F la forza è attrattiva, nei casi B e E 
repulsiva; nei casi C e D la forza sentita dal secondo dipolo è parallela a p 2 , 
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nei casi Geflè ortogonale a p 2 (e viceversa per la forza sentita dal primo 
dipolo). 


* * * 

NOTA 

La configurazione del campo di un condensatore piano ideale non è realiz¬ 
zabile proprio in base alle leggi fondamentali dell’elettrostatica. Infatti l lnte S r ^ ® 
di linea fE* di esteso a una linea chiusa generica contenuta parzialmente entro 
il condensatore dà risultato diverso da zero mentre deve essere sempre nul o, 
in figura è mostrato un esempio. Nella realtà il 
campo uniforme è realizzato solo nella zona cen¬ 
trale del condensatore mentre verso la periferìa le 
linee di campo sono curve e sul bordo escono dal 
condensatore e interessano anche le facce esterne 
delle armature. 

Ciò non toglie che per calcoli approssimati e 
per capire alcune situazioni fisiche la configurazione condensatore piano ideale 
K moto utile; ce ne siamo serviti in questo capitolo e altrettanto faremo nel 
prossimo. Anzi con la dicitura condensatore piano intendiamo sempre caso 
ideale, trascurando gli effetti di bordo senza neppure dirlo. Analoghe conside¬ 
razioni valgono per il condensatore cilindrico. 
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CAPITOLO 3 


ELETTROSTATICA IN PRESENZA 
DI MATERIALI DIELETTRICI 


3a. Un corpo dielettrico posto m un campo elettrico si polarizza acqui¬ 
stando un momento di dipolo elettrico per unità di volume, detto polarizzazio¬ 
ne P Si dimostra che il campo elettrico indotto dovuto a questa distribuzione 
di dipoli equivale al campo di una carica distribuita con densità superficiale ct p 
sulla superficie del corpo e con densità di volume g p all interno del corpo, 
ricavabili da P: 

Op = P • u„ = jP„ , Qp = -divP ; C 3 - 1 ) 

u è il versore della normale alla superficie. La polarizzazione P è funzione del 
cLipo esistente all’interno del dielettrico. Nei problemi^ considereremo solo 
dielettrici lineari, nei quali P è proporzionale al campo; ciò avviene m generale 
nei gas, liquidi, solidi amorfi o a reticolo cristallino cubico (sostanze isotrope). 
La relazione di proporzionalità si scrive 

P=£o*E - 

La grandezza x si chiama suscettività dielettrica ; essa è caratteristica dei van 
dielettrici e in uno stesso dielettrico può essere variabile da punto a punto 
Il campo elettrostatico, in presenza di dielettrici, si calcola a partire da 
cariche libere e dalle cariche di polarizzazione. Le equazioni di Maxwell sono 

div E = — (£> + Qp) , rotE = 0 . ( 3 - 3 ) 

£ o 

Sfruttando la seconda delle (3.1) si definisce il vettore induzione dielettrica 

D = £ 0 E + P (3,4) 

il quale obbedisce all’equazione 

divD = £> ^ 

ove compaiono solo le cariche Ubere. In termini integrali la circuitazione di E 
è nulla e il flusso di D attraverso una superficie chiusa e eguale alla carica 

libera contenuta dentro la superficie. , . . . 

Nei dielettrici lineari, in base a (3.2) e (3.4) sussistono le relazioni 

D = £o(l + x)E = £o^E = eE , 


(3.6) 
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D = £ 0 x— =—^-7- P ; (3-7) 

EoX x ~l 

x = 1 + x si chiama costante dielettrica relativa e e = x £o si chiama costante 

dielettrica assoluta. . „ , , 

Se il dielettrico, oltre ad essere lineare, è omogeneo, cioè con densità 
costante, r, x, e sono costanti in tutto il dielettrico. Allora la divergenza di P, 
secondo (3.7) e (3.5), risulta nulla non essendoci all’interno del dielettrico 
cariche libere; di conseguenza, per la (3.1), nei dielettrici omogenei la carica di 
polarizzazione è distribuita solo sulla superficie esterna. Ciò avviene anche 
quando P è uniforme; questo però è un caso relativamente ristretto: per esem¬ 
pio si dimostra che solo corpi isotropi, omogenei e di forma eUisoidale, m 
particolare sferica, acquistano una polarizzazione uniforme se posti m un cam¬ 
po uniforme. ... ,. 

I dielettrici dei problemi saranno solo omogenei e isotiopi, a meno ai 
alcuni casi esplicitamente evidenziati. Inoltre assumeremo P uniforme in lastre 
dielettriche poste parallelamente alle armature di un condensatore piano, tra¬ 
scurando le distorsioni del campo dovute agli effetti di bordo. 

Nel passaggio da un dielettrico ad un altro il campo e l’induzione dielettri¬ 
ca subiscono una discontinuità. Precisamente, se sulla superficie di separazione 
non ci sono cariche libere, allora 

x I £i„ = x 2 £ 2n » Eit-Eu > Di n = D 2n > *2 Di, = X\D 2 , (3.8) 

dove gli indici 1 e 2 si riferiscono ai due mezzi mentre quelli net indicano le 
componenti normali e tangenziali alla superficie di separazione. 


3b. Un condensatore, in cui lo spazio tra le armature sia riempito con un 
dielettrico di costante dielettrica relativa x, presenta una capacità 

C=*Co , ( 3 ' 9 > 

x volte maggiore della capacità che avrebbe se il dielettrico fosse il vuoto (è 

sempre #>0, x>l). . , .. , 

L’energia elettrostatica in presenza di dielettrici si calcola a partire dalla 

densità di energia 


w = — E • D => mezzi lineari => w • 
2 


Queste espressioni sono valide solo se x non dipende dalla temperatura. 


3c. Il momento di dipolo medio p degli atomi o delle molecole di un 
dielettrico sottoposto a un campo elettrico si assume, per campi non troppo 
intensi, proporzionale al campo elettrico che effettivamente agisce sull’atomo o 
sulla molecola: 


p = ae 0 E 


(3.11) 
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L, costi».. « si die. polvi^m 

momento elettrico intrinseco la relazione tra costante Qieieur 
larizzabilità è data dall’equazione di Clausius-Mossotti. 


x - 1 _ note 

x 2, 3 


oppure 


x 



(3.12) 


essendo » il mzm.ro di dipoli per «nidi di volume, i 8». » ‘>“ U ' 

“^ttettriti TCtó'doMti àSTmomento delineo intrinseco p„ a è 

troppo basse, coinè 


_ jr v 

° p ~ 3 EqKT ’ 


K 1 1. — * 

rSSrSrSSS»*.» 

(P ' e 'ES»o d ':,r« ) 'soria» 2 « che p— è '“t td£f 

zazione e per le quali si trova sperimentalmente che e verificata 


_3 

n 


x — 1 
x + 2 


= a e + Cip = «e + 


3 EqKT 


(3.14) 


la polarizzabilità i data dalla somma dei dne effetti, il che civaie a dire che 

i due meccanismi sono indipendenti. . ,. ,. come (3 13) 

Se non è possibile trascurare l’interazione tra i dipoli relazioni com ( • ) 

e (3.14) non valgono più; tipico è il caso dell’acqua. 


3d. Le dimensioni delle grandezze introdotte in questo capitolo sono: 
polarizzazione coulomb/m 2 

induzione dielettrica coulomb/m 


suscettività dielettrica 
costante dielettrica relativa 
costante dielettrica assoluta 
polarizzabilità 


numero puro 
numero puro 


farad/m 


p/e 0 £ = 


coulomb m 
farad volt m -2 


m 


3 
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I 3.1.' Un condensatore piano (E, h, C 0 ) ha come dielettrico il vuoto. Esso viene 
\ f ' caricato connettendolo a un generatore V 0 e poi isolandolo. Successivamente 
— lo spazio tra le armature viene riempito con un dielettrico di costante dielet¬ 
trica relativa x. Determinare la variazione dello stato elettrico del sistema e 
ripetere il calcolo se invece U generatore resta sempre connesso. 

Nello stato iniziale abbiamo questa situazione: 

qo= CqV 0 , 0o — — . h so ’ 

cr p = 0 , P = 0 , Do = £oEo 

Introdotto il dielettrico la capacità aumenta di un fattore x; la carica libera 
sulle armature rimane costante per cui deve diminuire la d.d.p., e con essa il 
campo elettrico, di un fattore x: 

y _ <?o _ go _ v o E - v _ y 0 _ £ 0 

C xC 0 x ' h xh x 

Questa diminuzione è dovuta alla comparsa delle cariche di polarizzazione 
sulle facce del dielettrico che toccano le armature del condensatore. Il vettore 
polarizzazione si scrive 

x — 1 

P = £ 0 xE=£ 0 -Eo 

X 

x — 1 

parallelo e concorde a Eo, in modulo pari a —-— 0o, quindi uniforme 

nel condensatore. In base a (3.1) q p = 0 e la canea di polarizzazione è distri¬ 
buita uniformemente sulle due facce del dielettrico con densità 

x — 1 

0p = P * Un = ± - °0 

y X 

inferiore in modulo a cr 0 - L'induzione dielettrica è 

D = £oE + P = £o —- + £o-Eo = £ 0 Eo = Do 

x x 

essa resta invariata in quanto le cariche libere sono rimaste costanti. Nella 
figura sono rappresentati i vari vetton e le cariche con i relativi segni. P è 
diretto correttamente dalle canche di polarizzazione negative a quelle positive, 
essendo un momento di dipolo per unità di volume. 

La densità di energia passa dal valore wo = — £o Eo a l valore 

w = — ED = — — £ 0 E 0 = — . L’energia scomparsa va in lavoro di polariz- 
2 2 x x 

zazione del mezzo (vedi problema 3.22). 

Se la d.d.p. resta invece costante al valore V 0 la carica libera sulle ar¬ 
mature aumenta: q = CVo = xC 0 V 0 = xq 0 (e a=xo 0 ). Il campo elettrico re- 
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sta costante al valore Ep = Vp/h, l’induzione dielettricaaumenta D xboE 
_ _ p _ io densità di energia aumenta di conseguenza di un fa 

■ u P- DE. e la desia di carica d. potami 

zione è 

<7p = p=£ 0 (x-l)E 0 = (x-l)^o = -^— a ’• 
d dSe grande». La 

^SrdSne che, preciaaio ,1 modo ■» h 

conoscenza di x è sufficiente per descrivere lo stato elettrico fin 1 . 



Tra le armature di un condensatore piano (E h = l cm) ‘ g^Ub**** 
'ad esse viene introdotta una lastra di materiale dielettrico (E, y - 5 mm, 
x = 5). Calcolate il rapporto tra le capacità del condensatore dopo e prima 


dell’inserzione. 


Calcoliamo la capacità come rapporto tra carica e d.d.p.; ci occone^ allora 
il campo elettrico. Applichiamo il principio di sovrapposizione e q«ant° sa PP 
in Tcamoo prodotto da una distribuzione piana uniforme indefinita. La 
”ppa (oo, -4 produce dentro il condensatore il campo Eo =<*>/*>«*, 

„e PP ®. Pertanto in ©e i 


E = (<7 a b )/b 0 u x . D’altra parte, per la discontinuità del 
campo nell’ attraversare una superficie di separazione, 
£T*E secondo la (3.8) in quanto nel vuoto *=1. 

Quindi 

*=*> , o p =-^~Oo • W 

X * 



la d.d.p. vale 


V l -V 2 = Eoy l + Ey + E 0 y2 = j t o ( h ~y) + Ì^ y 



La capacità ha dunque il valore 





CAPITOLO 3 



^_ QqZ £qZ >c _ £ q -^ ^ h 

V T -V 7 . x-1 0 h Co x-1 

I 2 h - y h - —y 

X H 

Il rapporto tra le capacità è sempre maggiore di 1 e cresce con y fino a valere 
x per v = h. Nel caso numerico proposto C/C 0 = 5/3 . 

Abbiamo incontrato una situazione analoga nel problema 2.10: dopo 
l’inserzione di una lastra metallica di spessore x la capacità del condensatore 
diventa C = e 0 Z/(h - x). Se a parità di Z e h vogliamo vedere che spessore y 
di dielettrico produce lo stesso aumento di capacità troviamo 
y = xx/(x-l)>x. Per piccoli valori di x la differenza può essere sensibile 
mentre per x » 1 y = x. 

Notiamo che si arriva alla stessa espressione di C considerando il sistema 
come tre condensatori in serie: 


i 

! 



ì = J^_ + _JL_ + J^ = Az>L + _JL_ = J_ ( h -JL±y) . 

C e 0 Z eo^ ^ o X ^ \ * J 

<% 

In realtà il primo e il terzo condensatore di questa serie sarebbero costituiti da 
una armatura conduttrice e una dielettrica con cariche diverse, ma sì può 
immaginare una sottilissima lamina conduttrice al potenziale giusto, da una 
parte e dall’altra della lastra dielettrica; ciò non altera la distribuzione di 
cariche e riconduce il sistema a un caso molto semplice. Conviene calcolare in 
questo secondo modo la capacità di sistemi anche più complicati senza dover 
ripetere ogni volta i ragionamenti fatti all’inizio di questo problema. 


3.3. Due condensatori C\ e C 2 sono collegati come in figura. Il condensatore C 2 
ha capacità IO -9 F, mentre C\ è un condensatore piano (Z = 600 cnr, 
h = 3 mm) avente l’aria per dielettrico. Un generatore (V 0 = 400V) è inizial¬ 
mente collegato tra i punti A e B per caricare i condensatori e poi staccato. 
Successivamente lo spazio tra le armature di C i viene riempito con acqua 
distillata (x - 80). Calcolare la variazione di carica di Ci, la variazione della 
d.d.p. ai capi di C 2 , il lavoro fatto dalle forze del campo nel processo di 
riempimento. 

La capacità C x vale e 0 Z/h = 1.77 • IO -10 F e le cariche dei due condensa- 
tori q x =CiV 0 = 70.8 • IO" 9 C, q 2 = C 2 F 0 = 400 • IO" 9 C; dopo il riempimento 
Ci = xC 1 = 14.16 • 10~ 9 F. I due condensatori sono in parallelo e la d.d.p. ai 
loro capi è la stessa; mettendo l’acqua essa cambia e valgono le relazioni 

, q\ +q’ 2 = q x + q 2 = 470.8 • IO -9 C 

Ci c 2 

Risolvendo q\ = 439.7 • IO -9 C , q" 2 = 31.1 • 10 9 C , 

y = -2Ì = 31 1 V . 

C 2 
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Le variazioni richieste sono 

Aqx = q\ ~ 9i = 368.9 • IO" 9 C , AV 2 = V - V 0 = -368.9 V . 
Infine il lavoro si ottiene come variazione dell’energia elettrostatica: 

4W= W 2 -Wi = Y (Ci + C)V 2 -|-(C I + C 2 ) Vi = 73.3 • 10 - 941.2 ■ 10 

= -868.3 • IO" 7 J , L = -AW = 868.3 • IO" 7 J. 


('C\r/n sistema costituito da due condensatori piani uguali, connessi in sene, 

decampo nel processo di riempimento, la carica di polanzzazwne che com¬ 
pare sulle superficie della lastra. 

Mztalmen.e la capaciti tot* Pel ’J. 

sulle armature di ciascun condensatore e q - V 0 C/2 - 2.5 10 P 

Vl "dopo i’msenntemo Poi Piole.trico (p.e. noi soconPo conPonsatoto) 


±Vi = 250V 
C 


V'=-£- = 83.3V . 

c 


Il lavoro fatto dalle forze di campo risulta dalla variazione di energia elet¬ 
trostatica nel secondo condensatore (nel primo non vana nulla). 


L =-AW 2 : 


q~ _ jf_ = q 2 x-1 , 
2 C 2 xC 2 C x 


=2.1 • 10 —6 J • 


La carica di polarizzazione sulle superficie della lastra, in base alla (a) del 
problema 3.2, vale: 


_ X TV.1 _ 
q p = o p Z = —^-a 0 Z- 


-q = 1.67-10 -8 C . 


* I. f^uTktTdi 

1 7,_ ’j p viene coricato coti ori generatore ( o . » 

dielettrico (x = 5) a forma di parallelepipedo con basi quadrate di lato e 
dielettnco \x j r armature del condensatore. Calco- 

altezza h può scorrere senza attrito tra le armatore ae ^ 

lare, a carica costante e a potenziale costante, la jorza g 
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blocco quando esso è entrato per metà e il lavoro che tale forza compie per 
fare entrare completamente il blocco nel condensatore. 


Cominciamo col processo a carica costante e sia la carica del condensa¬ 
tore. Quando il blocco è inserito per una lunghezza x il sistema può essere 
assimilato a due condensatori in parallelo: 

Cl =-i^L , €2 = . tsl&Zli L , C = Cj + C 2 = [Z + (* — l)x] . 

h h n 

L’energia elettrostatica del condensatore è 


w W =-|L = 


qjh 

2eqI 


1 

Z + (* - l)x 


e la forza (attrattiva) esercitata sul blocco è 

_ _ dW _ qjh x- 1 

dx 2 £ 0 Z [/ + (x - l)x] 2 

Dal momento che il campo elettrico E(x) tra le armature del condensatore è 
dato da 

W h hC £ 0 1[1+(X)X] ’ 

detta X = Ih la sezione della faccia della lastra su cui agisce F, possiamo 
scrivere 


L’incremento, per un avanzamento del blocco di dx, è positivo: 
dW = I^-{x-l)dx , 

e d’altra parte l’energia cinetica del blocco aumenta. Come abbiamo visto nel 
problema 2.10 è il generatore che fornisce lavoro consentendo sia l’aumento di 
energia elettrostatica che quello di energia cinetica: 

tZL gen = V 0 dq= VidC = V 0 2 ~~ (x-l)dx = 2dW , 

per cui il lavoro elementare per fare avanzare di dx il blocco è dL = dW. La 
forza vale 

= \ e 0 {x-1 )E 2 I , 
dx 2Ji 1 

formalmente eguale alla F(x) ottenuta nel caso precedente. Ora però il campo 
E non dipende dalla posizione della lastra e così F. Il lavoro complessivo è 

L = B = -^-VHx-1) = AW 
2 h 

A parità di condizioni iniziali Ly =cos , = x L 0 „ COS f In numeri 
F= 44.4 • IO -5 N , L = 22.2 • IO -5 J . 

Il generatore fornisce m tutto L gen = 44.4 • IO -5 J . 


F(x)=je 0 (x-l)E\x)Z . 

Il lavoro si ottiene integrando su tutto il processo 


L 



qjh 

2 eqI 


l + (x- l)x J, 


qjh x -1 
2 e 0 P- x 


ed è eguale a — AW, come si verifica facilmente. Man mano che entra il 
blocco acquista un’energia cinetica eguale al lavoro, cioè alla diminuzione di 
energia elettrostatica; T è massima quando il blocco è completamente inserito; 
se non viene fermato, esso prosegue il suo moto, decelerando e cedendo 
energia al condensatore. 

Numericamente Co = 1.11 • IO -10 F, <? 0 = C 0 V 0 = 1.11 • IO -7 C, F(x = 
= 0.25) = 4.94 • IO" 5 N, L = 4.45 • IO" 5 J. 

A potenziale costante, cioè mantenendo connesso il generatore, conviene 
usare per l’energia elettrostatica l’espressione 


W(x)=±-CVÌ = ±--^-[l+(x-l)x]VÌ . 


3 6. Lo spazio tra le armature di un condensatore piano (h - 2 mm) è parzial¬ 
mente riempito da un liquido (*=28) di densità 0 = 0.8 g/cm 3 . Calcolare 
di quanto si alza il liquido se si collegano le armature a un generatore 
(V 0 = 2 • IO 3 V). 


Per la forza agente sul dielettrico liquido usiamo l’espressione calcolata nel 
problema 3.5: 

1)Vi ■ 

essendo l la dimensione ortogonale al disegno. A questa 
forza fa equilibrio la forza peso della massa di liquido spo¬ 
stata, mg = ghl 2 xg\ 

x= £ o( x —i.)jl = 7.62 mm. 

4 egh 2 

Lasciamo come esercizio la verifica che si arriva alla stessa relazione colle¬ 
gando tra loro l’aumento di energia elettrostatica e il lavoro compiuto sul_ 
liquido. 
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Due condensatori piani eguali, aventi le armature quadrate di lato l = SO cm 
e distanti h = 5 min, sono connessi a due generatori (V! = 500 V e 
y 2 = 1000 V). Una lastra di materiale dielettrico 0f = 3, Q = 1 g/cm 3 ) di 
dimensioni (50 • 50 • 0.5) cm 3 può scorrere senza attrito tra i due condensa- 
tori, mantenendo sempre un estremo dentro un condensatore e uno dentro 
l’altro. Calcolare in quale verso avviene il moto della lastra e il tempo che 
essa impiega per percorrere un tratto x = 4 cm, se al tempo t = 0 è ferma. 
Determinare inoltre la densità di carica di polarizzazione presente sulla la¬ 
stra, specificando dove è localizzata. 



La forza con cui la lastra è attirata dentro uno dei condensatori è 
F= £ 0X lVl/2h per cui la risultante è 

F 2 -F 1 = £ |£ - (Vi - Vf) = 9.96 • IO -4 N . 

La lastra si muove entrando di più nel condensatore di destra con accelera¬ 
zione 

7.97 ■ IO' 4 

m l 2 hg S z 

Siccome x = j- at 2 , r= = 10 s. 

Le cariche di polarizzazione compaiono su quelle porzioni di facce della 
lastra che sono dentro i condensatori, con densità 

o pì = £qXEi = eox -y- = 2.66 • IO -6 , 

___ c __ ^2 _ c OO . m- 6 C 



EoXE 2 = EoX -j- = 5.32 • 10 


Due condensatori cilindrici (Ri = 3 cm, R 2 — 9 cm), riempiti da dielettrici 
aventi suscettività X\ e Xz> con Xi > Xz, sono a capacità variabile. Infatti 
l’armatura interna, di massa m = 2.46 kg, è comune ed è libera di muoversi 
senza attrito lungo l’asse; il moto avviene sempre in modo che le estremità, 
dell’armatura siano dentro i condensatori. Quando il sistema viene collegato 
a un generatore (V 0 = 4 • IO 3 V) il cilindro interno si mette in moto percor¬ 
rendo 2.5 cm in lOs. Calcolare in che verso avviene il moto, la suscettività 
X X se xi = 1, il lavoro fatto dal generatore nei 10 secondi, le polarizzazioni 
dei due dielettrici per r = Ri- 


I 
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Chiamando x la lunghezza della parte deU’armatura mobile che è dentro 
un condensatore, abbiamo per la capacità di quel condensatore: 

„ 2jT£ 0 

c -r^r“ 

lo * 

L’energia elettrostatica è W = CV§/2 e la forza F = dW/dx = (Vq/ 2) (dC/dx). 
Pertanto la forza è maggiore dove maggiore è la suscettività: il moto avviene 
verso il condensatore di sinistra sotto l’azione di 


t 4^2 

108 X 


TC£qVq 


Od-Za) = 4.1 - IO " 4 (X 1 -X 2 ) N . 


Da x = — at 2 


e ma = 12.3 • 10 _4 N Eguagliando 


Zi-Z2 = 3 =• Xi -4 • 

Il lavoro fatto dalle forze nello spostamento x è 
L = (Fi — F 2 )x = 3.07 • 10 -s J 

per cui il lavoro del generatore è il doppio: L gen = 6.14 ' 10 J- 

Per calcolare la polarizzazione bisogna conoscere il campo elettnco, che 

determiniamo in base a (3.5) e (3.6): 

_ aoRi 

teorema di Gauss 2.ktID — Oq2.tiRiI => £) ^ * 

q CV 0 _ xl n B 0 l Vq _ xeqVq 

O0 = ~2ztRj'~ 2 «Rj/ " log *L i^logf- 2 


X£q Vq 
_ ^2 


In particolare E(Ri) = 1.21 • IO 5 V/m (eguale in entrambi i condensatori) e: 
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£ 0 X 1 £ = 4.28-l(T 


eoXzE'- 


Due condensatori piani eguali C, e C 2 , con armature quadrate di Mol 
distanti h - 1 cm, di capacità C„ = IO" 9 F, sono connessi ad un Senese 
(V _ 10 3 y\ j n d • è parzialmente inserita per un tratto x una lastra 
conduttrice di base l 2 e spessore s - 6 mm; in C 2 è parzialmente ***rUo p«r 
un tratto y un blocco di dielettrico di base l 2 e spessore h. Le forze Fi * f» 
con cui i condensatori C, e C 2 attirano rispettivamente la lastracondutìrice 
e a blocco di dielettrico sono eguali. Calcolare la suscettività X del dielettri¬ 
co U lavoro fatto dal generatore per attirare entrambe le lastre contempora- 
nJamenle le cariche presenti sulle armature di C, e C 2 quando e lastre 
sono completamente inserite, la polarizzazione del dielettrico nella stessa 

condizione. 



Le capacità dei due condensatori si scrivono, per valori generici dire y: 


Ep lx £q/(/ X) . 

h-s h 


xeofy , £pi(i~-y) 
h h 


Se le forze sono eguali vuol dire che 

dW dW n dCi _ dC 2 

dx dy dx dy 

_£oL_ _ _£oi = JffoL _ _££Ì. => 

h-s h h h 

x = _ JL _ = 2.5 => *=*-1 = 1.5 . 


Per il calcolo del lavoro ricorriamo alla variazione di energia elettrostatica: 

.... Vi £q1 2 Vq - i— , 

AW t — 2 ~ ACl ~ 2 [h-s h) 2h h-s 




■ ~aw 2 
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„ h -, _ s .- TI lavoro sulle lastre è 

in quanto * = x- i - fe _ “ A h-s ' 

£c\1 2 Vq S _ i s; , in -3 T 

l = aw 1 + aw 2 ~2aw 1 = —- h - yy - 1 - 5 

Il generatore fornisce in totale L + AW = 2L = 3 • 10 3 J . 

8 La carica accumulata in Q alla fine del processo e 

vr _ v _£o*L_ - y 0 —-— = V 0 C 0 -r—— “ 2-5 ' 10 ~* 6 C 

q Y = V 0 Ci - Vo ~ h v ° h h-s h-s 

Sulle armature di C 2 c’è la canea 

q2 = vo c 2 = vo *Co - vo co -j-ry “ 91 = 2>s ' 10-6 c ' 

Infine la polarizzazione del dielettrico vale 

P=e 0 *£=£oX^=1-33-10- 6 -^ • 


3.10. v. t EssTé le c^Z Z 

CefrLL’clZT’il lavoro necessario per aUon- 
tonare le armature di Ah — 0.2 cm. 


Sappiamo dal problema 3.2 che 9 sistema può essere trattato come due 
condensatori in serie, di capacità rispettivamente 


. c 2 = - 


c,c 2 


\ - c 2 “ " h IJ ~ ~ Ci + C 2 x(h-s)+s 

L’energia elettrostatica del condensatore vale, all’inizio e alla fine, 


- r = iyr WH4 ' 1 " s ) +sl ’ 

2 C 2x£pX 


r 

2x£pZ 


dalle quali si ricava il lavoro (q - cost) come 

q 2 Ah 

L^-AW-W-W'--^ • 


II lavoro delle forze di campo è negativo: infató per 
bisogna fornire dall’esterno lavcrochevamaumentcd e g ^ ^ 

Il nuovo sistema equivale al vecchio, di energia W cm sm stato ggi 
ulteriore condensatore in sene <h capacità C 2 -£ 0 Z/Ah 
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la forza o 2 I/2b 0 - € 2 /2 eo^ che agisce tra le armature, per cui il lavoro è 
FAh = q 2 Ah/lepE . In numeri L = 1.02 • IO -3 J. 

È da notare che il nsultato non dipende da x. Perché? 


3.11. Un condensatore piano ha come dielettrico due lastre di materiali diversi, 
di spessore X\ = 4 mm e X 2 — 6 mm e costante dielettrica relativa X\ = 5 e 
x 2 = 3. Calcolare la densità di carica di polarizzazione sulla superficie di 
separazione tra i due dielettrici se la d.d.p. applicata al condensatore vale 
V 0 = IO 3 V. 

In ciascun dielettrico il campo elettrico è uniforme e ortogonale alle arma¬ 
ture; alla superficie di separazione c’è una discontinuità secondo (3.8). Inoltre 
l’integrale del campo lungo una qualsiasi linea che va dall’armatura positiva a 
quella negativa è eguale alla d.d.p. tra le due armature. Possiamo quindi 
scrivere: 


x ì Ei = x 2 E 2 , E 1 x l + E 2 x 2 =V 0 , 
da cui si ricavano le espressioni dei campi: 

_ _ x 2 V 0 - _ XiV 0 


x 2 xi + y.ix 2 


X 2 Xi + X } X 2 



Le densità di carica di polarizzazione sulle facce dei due dielettrici sono: 
o\ = Pi- eo(xj - 1) £j , a 2 = £o (x 2 - 1) E 2 , 


e sulla superficie di separazione 


o p — Oi — o 2 — 


£p(y-i - « 2 ) Vp 

X2X1 + XiX 2 


Il segno dipende da Xi e y- 2 ' se Xj > x 2 la carica è positiva. Questo risultato 
era qualitativamente prevedibile: x dà l’entità dell’effetto di polarizzazione e 
quindi, dove x è maggiore, maggiore è la densità di carica di polarizzazione 
Il valore numerico è 


o p = 2.53 • IO -6 - 2.11 • IO -6 = 0.42 • IO -6 Sr . 
p m 2 


3.12- Un condensatore piano è riempito con due dielettrici (jc 1? x x , x 2 , x 2 ); le 
rigidità dielettriche sono Eis> E 2S . Dare l’espressione della massima d.d.p. 
applicabile al condensatore. Viceversa, fissata la d.d.p. e fissati gli spessori 
e X\, calcolare il massimo valore possibile di X 2 e della capacità del con¬ 
densatore. Infine, fissate la d.d.p. e le costanti dielettriche relative, calcola¬ 
re qual è il minimo spessore possibile per il condensatore. 
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La rigidità dielettrica è il valore del campo che provoca la scarica nel 
dielettico (in aria secca è 3 • IO 6 V/m, valori più grandi si hanno nei dielettrici 
solidi e liquidi). Riprendiamo le formule dei campi ricavate nel problema 3.11. 


*2^0 

%2X\ * 4 “ ^ 1^-2 


y-i Vq 

X 2 X\ + Xi x 2 


Il campo elettrico è più intenso dove la costante dielettnca relativa e minore, 
in quanto minore è la carica di polarizzazione 1 cui effetti si oppongono al 
campo applicato. Per evitare scariche nei due dielettrici occorre che 
Ei < Eis e £ 2 < E 2 s, il che si traduce nelle diseguaglianze 


Vo< (y-zXi + *1*2) 


Vo<(* 2 *I + X1X2) 


Se Vn è minore del più piccolo dei due valori V x e V 2 , fissati dalle dimensioni 
del condensatore e dalle proprietà dei materiali che lo costitu.scono^ non si ha 
nessuna scarica. Nell’ipotesi V x < V 2 , quando V 0 supera V x si ha una scarica 
Te primo dielettrico e tutta la d.d.p. V 0 è applicata al seconda : bisogna verrà- 
JjTn al caso che V./«, s„ mmorc * E*. Se ci6 a™e»e ,1 secondo d,d 
tnco tiene finché VqC^s, poi si ha scarica. Solo se xj E ls -x,E 2S la 
d d d di scarica è data subito dalla formula V 0 = £is*i + ^sx 2 - 

Nel secondo caso proposto sono fissati V 0 , * 1 , * 2 , «i e si vuole trovare il 
valore massimo di a*. In effetti, al crescere di Xz E 2 diminuisce e aumenta £,. 

da E\ < Eis si ha 

XiX 2 Eis 
^ Vb — EisXi 

c. Vn<£icx, = V‘ Xo può essere qualunque; infatti V’ è la d.d.p. di scarica 
del primo dielettrico: ora se la d.d.p. applicata è minore di V' P« quanto 
grande sia xz al massimo al primo dielettrico può essere applicata V 0 e quindi 

n ° n La^capacitìTsi calcola come al solito sostituendo il condensatore con due 
in serie: 


_ x x e 0 Z r c = . 

X\ ’ 2 X2 1 Cj + Co X2X1 + x% 

Essa cresce con Xz essendo dC/dx 2 positiva; il massimo valore si ottiene quan¬ 
do xz è massima. Oltre un certo valore di V 0 non e pertanto possibile aumen¬ 
tare a volontà il valore di una capacità con due dielettrici tenendone uno fisso 
e sostituendo via via l’altro con un dielettrico a x maggiore. 

Infine nell’ultimo caso sono fissate V 0 , x x , xz e si chiede il massim 
spessore complessivo del condensatore. Cambiamo simboli ponendo *i - * e 
x 2 = h - x se h è lo spessore totale; i campi si scrivono 

X 2 V 0 £ *1 V o - . 

E > t„. _v.iv + ’ 2 (X 2 -X 1 )x + y.ih 
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Sia dEjdx che dE 2 /dx hanno il segno di Xj - x, : se x x supera le 
derivate sono positive, E% cresce con lo spessore, E 2 cresce al diminuire dello 
spessore (se aumenta x, d-x diminuisce); viceversa se Il risultato 

generale è che il campo nel dielettrico a % maggiore cresce con lo spessore, 
quello nel dielettnco a % minore decresce con lo spessore. A limitare il campo 
di spessori possibili interviene la rigidità dielettrica. Per non avere scariche 
occorre che 

X; Vp — X x E XS h ^ X; V 0 — X\ E 2S h 

X> («2 ~ *l) ElS ’ (*2 “ x l) E 2 S 

avendo utilizzato £i<£ ls , E 2 <E 2S ; si sceglie come soluzione il valore mag¬ 
giore. Solo se x x E iS = r^E 2S le due soluzioni sono eguali. Detta la soluzione 
x 0 , quando x<x 0 si ha scarica in uno dei due dielettrici e occorre verificare 
che ciò non provochi scarica anche nell'altro dielettnco. A seconda dei dati è 
possibile che x debba essere supenore a un numero negativo: questo vuol dire 
che x può assumere qualunque valore; oppure può nsultare x > h e allora non 
ci sono soluzioni: ci sarà sempre una scarica perché V 0 è troppo grande. 


3 . 13 . Una sfera conduttrice di raggio j ? 0 = 1 cm è circondata da un involucro 
I •' sferico di raggio interno l?o e faggio esterno R — 5 cm, con costante dielet¬ 
trica x = 4. Sulla sfera si trova una carica libera q = IO -8 C. Calcolare la 
densità delle cariche di polarizzazione e l’energia elettrostatica del sistema. 

Calcoliamo la polarizzazione a partire dall’induzione dielettnca con la 
(3.7) e l’induzione dielettrica con la (3.5). cioè col teorema di Gauss. Questa 
via è comoda m quanto il flusso di D attraverso una superficie chiusa è eguale 
alla sola canea libera contenuta dentro la superficie: 

#(D) = 4 3tr 2 D = q => D = -^ u r (r2=£ 0 ) ■ 

Come sempre, il calcolo è reso semplice dalla simmetria del problema. Da 
D otteniamo P e le densità di canea di polarizzazione: 


°p (*o) = P (Ro) • u n = - JL-L -JLg. = - 5.97 • IO" 
»,(*).P(K) ^ 0.24-W-C, 


Il versore u„, uscente dalla superficie del dielettrico, è discorde a u r per r = R 0 
e concorde per r = R. Le cariche q p {R 0 ) = 4 zcRq o p (R 0 ) e q P (R) = 
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= 4ztR 2 o„(R) sono eguali in modulo tra loro e pari a (x l)q/x; la pnma e 
negativa, la seconda positiva. La densità spaziale g p è nulla (il dielettrico e 

L’energia elettrostatica si calcola dalla (3.10) spezzando l’integrazione: 

* 1 f 1 

w =_ l — f D 2 4 nr 2 dr + -— \D 2 4 zcr 2 dr — 

2xa 0 l 2e ° J ' f 

V /I l\ . ? 2 _ g 2 (x-l)Ro+.g - 1 a. in-» T 

~ 8?zeox \Ro R/ ** e o R 8jr£ °* RoR 

Ponendo C- * P“ 6 S " V "' "'“K ' N ° ,Ìam ° ““ 

per x—lC coincide con la capacità di una sfera conduttrice; inoltre . C 
valore cui tende la capacità di un condensatore sferico con due dielettrici (il 
primo con costante dielettrica relativa x, il secondo ana) quando il raggio 
dell’armatura esterna tende all’infinito (lo si verifichi per esercizio) 

Senza ricorrere esplicitamente a D si può eseguire il calcolo m modo 
diverso: si determina il campo elettrico per r>R sempre col teorema i 
Gauss e sfruttando il fatto che globalmente la canea di polanzzazione e nulla. 

f = u .Per r = R si ricorre alla discontinuità del campo, dedu- 

4jr£ 0 r 2 

cendo che dentro il dielettrico E = Ajt s 0 ^ r Ur '’ “ concluslone P== 

/ , -, F x — 1 q — u jvj otl j campi, si hanno le densità di energia 

*“ v / 4 

l/2xe 0 £ 2 e 1/2 s 0 E 2 da cui integrando si calcola l’energia elettrostatica. 

\ 

\ 

\ 

3 ^i 4 J Tre conduttori sferici cavi concentrici, di spessore trascurabile, hanno raggi 
'-227 R _ 10 cm Rì = 20 cm, R 3 = 40 cm. L’intercapedine compresa tra R 2 e 
R, è interamente riempita di ossigeno liquido (*=0.5, massa molare 16 
Kg, densità o= 1.2 • IO 3 Kg/m 3 ) £ la d.d.p. tra il conduttore più interno 
e quello esterno vale V= 600 V. Calcolare la carica q posseduta dal con¬ 
duttore più interno, il valore della polarizzazione P m un punto distante 
r = 25 cm dal centro, il valore della componente parallela al campo elettri¬ 
co del momento di dipolo elettrico dell’ossigeno sempre a distanza r dal 
centro. Mantenendo il sistema isolato si svuota l’intercapedine tra R 2 e R 3 
e si riempie quella tra R x e Rz di ossigeno liquido. Calcolare il lavoro fatto 
dolio forze del campo in questo processo. 

La d.d.p. tra i conduttori estremi si calcola integrando il campo elettrico, 
come si è visto più volte; si ottiene 
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Axe q \R 


4xxe q \R 2 


4jce 0 \R 


x — 1 _1_ 
x R 2 


Di qui q ■■ 


4 ke q V=1(T 8 C. 


Il campo elettrico nell’ossigeno liquido si scrive E = q/4zzx£ 0 r 2 e quindi 


x q 

l + X 4 tir 2 


■■ 4.25 • IO" 9 


(r = 0.25 m) . 


La polarizzazione è il momento di dipolo elettrico per unità di volume; se 
vogliamo avere il momento (medio) del singolo dipolo dobbiamo calcolare il 
numero di dipoli per unità di volume. Se il dipolo elementare coincide con la 
molecola di ossigeno (vedi problema 3.25) possiamo scrivere: 

numero di molecole _ numero di molecole Kmoli Kg _ 


numero di Avogadro 


Kmole 

. , densità 

Avogadro--- 

massa molare 

6.023 • IO 26 • 1.2 • IO 3 
32 


Il momento di dipolo vale 


1.88 • IO" 37 Cm. 


Kg m 3 


2.26 IO 28 


Le energie elettrostatiche iniziale e finale sono 

w - 9 2 / 1 . «-i 1_ 

1 8 jt£o \i?i x R 2 xR 3 ) 

w , = _il_ (Ll+Jìzì. J_LÌ • 

8 ^£o \xRi x R 2 R 3 / 
il lavoro è dato dall’opposto della variazione: 


-AW=W x -W 2 > 


_L + Jl 

r 2 r 3 


■■ 3.75 • IO" 7 J. 


Un piccolo cilindro di materiale dielettrico è posto a distanza l=2R dal 
\ centro di una sfera conduttrice di raggio R = 1 cm; le dimensioni del 
' cilindro sono trascurabili rispetto a R, il suo volume vale t = 20 mm 3 . 
Quando la sfera viene portata al potenziale V — 2 ■ IO 4 V la forza con cui 
il cilindro viene attratto vale F = 2 • IO -6 N. Calcolare la polarizzazione 
del cilindro e la costante dielettrica relativa del dielettrico. 
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Il cilindro, posto nel campo della sfera, si polarizza; noi lo assimiliamo a 
un dipolo di momento p = Pr e pensiamo che la carica di polarizzazione sia 
distribuita con densità P sulle due basi del cilindro. Abbiamo calcolato nel 
problema 2.26 la forza sentita da un dipolo in un campo non uniforme: 

q dE q f=p J1L= - E3-— . 

E= 4^ ’ dr 2« 0 r 3 ’ P dr 2zt£ 0 r 


Si noti che la forza è anche data dal prodotto della carica della sfera per il 
campo di dipolo. Siccome q = 4jie 0 RV er’ = / 3 = 8 R\ in modulo 


PtV 
4 R 2 


P = 2 • IO -6 



P è parallelo e concorde a E e perciò a u r ; il campo E nel dielettrico è dato 
dalla sovrapposizione del campo della sfera e del campo delle cariche di pola¬ 
rizzazione: 


P= £ 0 (x - 1 )E 



Eliminando E e sostituendo i valori noti per le?, 



X _ CqV = O 91 

x-1 ~ 4 RP 


x = 1 826 


Il meccanismo di polarizzazione è tale che il dielettrico viene sempre atara¬ 
to nelle zone in cui il campo è più forte. 


Lo svario tra le armature di un condensatore piano {Z= 0.1 m 2 , h = l 
\ ’ cm) è riempito da un dielettrico non omogeneo la cui costante dielettrica 

^ relativa varia in modo lineare da x, = 3 a * = 5 passando dall armatura 

_ 7- Atti rnnAensaìtire € l€ 


positiva a quella negativa. Calcolare la capacità del condensatore e le 
densità di carica di polarizzazione se ai capi del condensatore c e una 
d.d.p. V = IO 3 V. 


L’espressione della costante dielettrica relativa, nel si¬ 
stema di coordinate della figura, è 

x(x) = x x + "* 2 ~- ^ = 3 + 2' IO 2 * • 

Per il calcolo della capacità schematizziamo il sistema come 
una serie di infinite capacità, ciascuna spessa dx e con 
inverso della capacità eguale a dx/x(x)e 0 Z', l’inverso della 
capacità totale è la somma degli inversi delle singole capa¬ 
cità per cui 
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J_ = ( dx _ 1 f d* _ 1 log iè 

C J x(j:)£nX Eo-E J , *2 ~ „ e o-£ *2~ *i *i 

0 ' 7 o XH-;- x 

h 

e a conti fatti C = 346 • 10 12 F . 

La carica libera sulle armature è q - CV = 3.46 ■ 10" C. Non sapendo a 
priori come sono distribuite le cariche di polarizzazione, conviene calcolare D 
il cui flusso dipende solo dalle cariche libere. Con un procedimento identico a 
quello che si segue per determinare il campo all’interno di un condensatore 
piano si ottiene D = a—q/I: la direzione è ortogonale alle armature, il verso 
da quella positiva a quella negativa. La polarizzazione è parallela e concorde a 
D, ma non risulta uniforme: 




Xo — 
h 


Da questa espressione in base alle (3.1), ricaviamo le densità di carica di 
polarizzazione. Cominciamo con quelle superficiali: 

0 p (O) = P(O)*u n = --^-^ 0 , 0 P (fc) = P(fc)*u„=-~- 0 • 


0 , 0 p W = PW*u n =-^-i 0 

*2 


Le corrispondenti cariche superficiali <? p (0) = ■ 


q e q p {h)- 


q non sono eguali ed opposte; c’è un eccesso di carica positiva 


9sup = (—_— J q. Poiché nel suo insieme la lastra dielettrica è neu- 

\ ^1 ^2 / 

tra, al suo interno deve trovarsi una carica spaziale di polarizzazione eguale ed 
opposta a quella superficiale, come del resto dobbiamo aspettarci per il fatto 
che il dielettrico non è omogeneo. La densità di questa carica è 


, = - div P = 


q Xo-Ki 
1 h 


. *2 ~ *1 

** + A * 


mentre la carica di volume totale vale 

h 


<?voi — Qpdt— QpZdx Xi) ^ 


Passando ai numeri abbiamo: 


a p(0) = -2.31 ■ 10" 


Op(ti) = 2.77 • 10“ 6 —- 2 , 
F m 


q p (0) = - 2.31 • IO- 7 C , q p ( h ) = 2.77 • IO -7 C , <? sup = 0.46 • 10 7 C , 

6.92 • 10~ 4 C 
Q P (x) (3 + 200*) 2 m 3 
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/( 3.1^. Un ^cosTnte^ielllrica relativa varia 

._in-9 p Varmatura esterna e a potenziale zeru. ^ 

che di polarizzazione. 


Per il teorema di Gauss D ■ 


__ Ur ; di conseguenza il campo elet- 


„ D q u p er il calcolo del potenziale conviene 

tncovaleE— - 4jr£oar - 

riferirsi all’armatura esterna dove il potenziale e nul o. 

ni 

V(K)-V(i?2) = V(K) = |E.dr= T ^ 7 log-^- • 

Il calcolo delle densità di canea di polarizzazione procede secondo la linea 
vista nel problema 3.16. Nota D abbiamo 


V(R ) - V(R 2 ) = V(R) = | E • dr 


p= JL_L d = — <l — 

x 4 ita 

0 p (Ei) = P(«i)* u «=' 


-2.39 • IO -8 — 2 


0p(«2) = P ( jR 2) * u " 


_ ? a ~ = 0.40 • IO -8 

r> 2 


q p (Rì) — 4ftRf 0 P (Ri) 


_ _ q_ 


{a - jRj.) = -0.75 • IO -9 C 


9, (Ri) - 4 * R ì a r - Ri) - °' 50 ■ 10 ’ C 


,„ p , A <«,-«,).-0.25-IO'* C • 

A 

La densità di volume è = - div P = - Air “' 


div u r . 


La divergen¬ 


za di una funzione /(r)u r il cui modulo dipende solo dalla distanza dal cen¬ 
tro di simmetria è [r 2 f(r)ì, come risulta dall’appendice, paragrafo 

(A9-); nel nostro ^aso è semplicemente - l/r 2 per cui Qp-ql^nar 
= 0.40 • 10 ~ 9 /r 2 C/m 3 . Integrando 

_ f dx - f - 1-—43ir 2 dr = —(R 2 ~ R i) ~ ~^p ‘ 

q m i-\Qp at J Ana r 2 « 

R, 
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dello stesso dielettrico quando essi sono immersi in un campo elettrico 
uniforme Eo- 4 • IO 4 V/m, parallelo al filo e ortogonale al disco. 

Cominciamo dal filo e poniamoci in una zona centrale, abbastanza lontana 
dalle estremità in modo da non risentire dell’effetto delle cariche che su queste 
appaiono; più sottile è il filo, più questo è approssimativamente vero. In tali 
condizioni, per ragioni di simmetria, possiamo supporre che P e E all’interno 
siano paralleli al campo esterno E 0 e uniformi. Sulla superficie laterale del filo 
il campo elettrico è esclusivamente tangenziale e quindi, per le (3.8), eguale 
all’interno e all’esterno: E = Eo. Secondo (3.8) o (3.6) ciò non può valere per 
l’induzione dielettrica: all’intemo D = xD 0 , maggiore che all’esterno. Numerica¬ 
mente 


£ = 4 • IO 4 


D = xDq = xe 0 Eq = 1.06 • 10~ 


Nel caso del disco supponiamo che sia così grande da poter trascurare 
nella zona centrale gli effetti di bordo. Ora i campi sono esclusivamente nor¬ 
mali e. per le (3.8): 


Il campo elettrico nel disco è minore e vale E = E 0 /x = 1.33 • IO 4 V/m; l’in¬ 
duzione dielettrica è eguale dentro e fuori, valendo 0.35 • IO -6 C/m 3 . 

Per caratterizzare il comportamento di un dielettrico immerso m un campo 
elettrico si usa definire un fattore di depolarizzazione, adimensionale, 

t — c -E 
L-e 0 --- . 

Per il filo L = 0, per il disco L=l; nel filo il campo elettrico non risente 
dell’effetto delle cariche di polarizzazione, nel disco l’effetto riduttivo è mas¬ 
simo. 


Una sfera di materiale dielettrico (R,x = 4) è immersa in un campo elettri¬ 
co uniforme £ 0 = IO 5 V/m. Calcolare il campo elettrico nel centro della 
sfera, la densità delle cariche di polarizzazione e il fattore di depolarizzazio¬ 
ne della sfera, come definito nel problema 3.18. Si supponga che la pre¬ 
senza della sfera non alteri le sorgenti del campo E 0 . 


Essendo il dielettrico omogeneo la carica di polarizzazione è esclusivamen¬ 


te superficiale; essa è distribuita con densità a p 


■ P cos 6, se 6 è l’an¬ 


golo tra P e la normale alla superficie sferica. Come ricordato nell’introduzio¬ 
ne, la forma sferica è una delle poche che, in campo uniforme, hanno campo 
elettrico interno e polarizzazione uniformi e paralleli a Eo- Pertanto, essendo P 
costante, a p è proporzionale a cos 6 e non è uniforme. 

Abbiamo già incontrato questa situazione nel problema 1.20 (e anche 
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1 .21) dove si è visto che, indipendentemente dal supporto fisico, una distribu¬ 
zione superficiale sferica di carica con densità a - a 0 cos 6 

— produce dentro la sfera un campo uniforme £' = a 0 /3e 0 diretto come m 

— produce all’esterno un campo eguale a quello di un dipolo di momento 
p-—itR 3 ob con p antiparallelo a E'. 


Ritornando al nostro caso e riassumendo, l’azione 
polarizzante di Eo fa comparire la carica di polarizzazio¬ 
ne distribuita con densità a — P cos 6 dove 6 è 1 angolo 
tra E 0 e la normale alla superficie; questa carica a sua 
volta produce neU’mtemo della sfera un campo elettrico 
j 2 ' = _p /3 g 0 per cui il campo elettrico risultante è 
E = E 0 - P/3 £o ; d’altra parte P = e 0 (x - 1) E. Risol¬ 
vendo: 




P-3 t „^ÌE. 



Il momento di dipolo equivalente è p = 4jt£ 0 £ 3 


Eq : il campo 


di dipolo si sovrappone all’esterno della sfera a E 0 modificandolo, ma il suo 
effetto si sente solo nelle immediate vicinanze della sfera per poi decrescere 
rapidamente con la distanza. 

Rispetto alla sfera conduttrice isolata e scarica posta in un cam¬ 
po uniforme la densità di carica e il momento di dipolo sono inferiori, 
per il fattore (x- l)/(x + 2) che è sempre minore di 1. Formalmente il caso 
della sfera conduttrice si ottiene da quello della sfera dielettrica come limite 
per x tendente all’infinito. 

I valori numerici sono 


0 

P = 1.33 • IO -6 — 3 , a(ff) = 1.33 • IO -6 cos0— 2 
m m 

Il fattore di depolarizzazione vale 


£ = 0.5 • IO 5 


L = e 0 - 


3 £o-^-£o 
x + 2 


3.20. Una sfera dielettrica ( R, x 2 = S) è posta entro un dielettrico indefinito 
uniformemente polarizzato (x, = 2). Calcolare il campo elettrico E, all in¬ 
terno della sfera e la densità delle cariche di polarizzazione nell’ipotesi che 
il campo uniforme nel dielettrico indefinito sia E = 3 • 10 V/m. 
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Rispetto al problema 3,19 ci sono ora cariche di polarizzazione non solo 
sulla superficie della sfera ma anche sulla superficie del dielettrico indefinito a 
contatto con la sfera, che è ancora una superficie sferica di raggio R; queste 
ulteriori cariche modificano la soluzione. 

Determiniamo per prima cosa la densità delle cariche di polarizzazione, 
dentro la sfera P, = £ 0 (*2 - 1)E, e sulla superficie o, = P, • u„ = 
= £ 0 (x ' 2 - 1)£, cos0 = o<5 cos0. Per le condizioni di discontinuità (3.8) 
*i £ e st ,„ = x 2 E hn = x 2 E l cos 6 da cui 

Pesi.* = Oest = £o(*i-l) E est ,„ = £o «2 E, cos 6 = cos 6 . 

Complessivamente la carica di polarizzazione è distribuita con densità 

0= 0, - 0est - e 0 - 1 - E, cose= £o E, cos e = 00 cos e . 

\ *1 / *1 

Ci sono alcuni punti da precisare: il campo E, 
lo assumiamo uniforme e parallelo a E in quanto 
la sfera è ancora immersa in un campo uniforme. 

I segni delle cariche sono quelli indicati in figura, 
per cui è giusto scrivere 0 = 0 sfera - 0 C avna-- 

La carica di polarizzazione è dunque distribuita proporzionalmente al cose¬ 
no e sappiamo a cosa porta questa distribuzione 


= £ - 

5» 

il 

tn 

l 

E, => 

E, = , 3 7 

-E , 


3 £0 

3xi 



= 3 £q 

(*2 - 1) *1 

-E , 0ó = £, 

, 0o st = 3 £ 0 - 

(*1 - 1) «2 £ 

2%\ + x 2 


2^1 + ?<2 



_ _ _! _ —est K 1 p 

00- 00 00 - 3£o 3xi+Mì t ■ 

Numericamente: 

£, = 2 • IO 5 -, oh = 7.09 • IO" 6 - 2 , 0<T' = 4.43-IO" 6 £ 2 , 0 O = 2.66 • IO -6 £ 2 . 


Notiamo che con x 2 > x x è sempre £,<£ e 0 /> 0 <T; se invece fosse 
%i > X 2 , troveremmo sempre E t > E e 0<5 < 0o st . Notiamo poi rapidamente che 
all’esterno della sfera il campo delle cariche di polarizzazione si calcola come 
quello di un dipolo di momento 

p = 1^3 4jr jR 3_i^ia_ E = 3.7. 1 o-iiR 3 E Cm . 
y 3 2xj + ?<2 

Il campo risultante all’esterno è E es , = E + E dip . Ricordando le formule che 
danno le componenti del campo di un dipolo (problema 1 18) e calcolandole 


ELETTROSTATICA IN PRESENZA Di MATERIALI DIELETTRICI 


93 


r = R, si troverebbe che E eS t e E, soddisfano le condizioni di discontinuità 
(3.8). La correzione al campo E diviene presto trascurabile allontanandosi 
dalla sfera: già a r = 3 R si ha un effetto che è inferiore al 3% del modulo di 

E. ... 

Dalle formule generali che abbiamo ricavato possiamo dedurre alcuni casi 

particolari interessanti: 

1) sfera dielettrica nel vuoto, x 1 = 1 e Xn qualsiasi 

3 

si ritrova E, --— E , problema 3.19 

X2 + 2 

2) cavità sfenca in un dielettrico indefinito. qualsiasi e * 2=1 

abbiamo E, = 2 x "+T ^ (E t > E) , a 0 = Oo est = -3 £ 0 ^ + 1 E<0, 

3 3 _ 

in particolare se >q»l Ej = — E , Oq— — £ 0 * • 

3) sfera conduttrice nel vuoto, %i = 1 e x 2 = 00 
ritroviamo E, = 0 , 0 O = 3 e 0 E 0 , problema 1.20 

4) sfera conduttrice in un dielettrico indefinito, x Y qualsiasi e x 2 = è ancora 
E, = 0; le cariche di polarizzazione e di induzione sono distribuite con densi¬ 
tà 0 e st' = 3 £ 0 (*i - 1) £ cos 0, 0 , = 3£ 0 Xì £cos 6: in totale 0 = 3£ o £cos0; E 
è il campo uniforme esistente nel dielettrico. 


3.21— Una lastra dielettrica (x = 8) è sottoposta a un campo elettri¬ 
co uniforme £ 0 = 2 ■ IO 4 V/m, ortogonale atte facce. Cal¬ 
colare il campo elettrico nelle tre cavità aventi le forme 
indicate nelle figure. 

Primo caso: si tratta di una cavità parallelepipeda lunga e 
sottile, col lato maggiore parallelo alle facce della lastra. Se il 
campo esterno è E 0 , il campo nella lastra è E = E 0 /x, come 
abbiamo visto più volte. Nella cavità il campo è ancora Eo, come 
si ricava applicando le (3.8). 

Secondo caso: è una cavità dello stesso tipo, ma parallela al 
campo. Sempre per le (3.8) il campo nella cavità è eguale a 
quello nel dielettrico. 

Terzo caso: abbiamo ora una cavità sferica. Ricorriamo al 
principio di sovrapposizione e ai risultati del problema 3.19. Pre¬ 
cisamente, a campo all’interno del dielettrico lo pensiamo som- 
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ma di due situazioni: campo all’interno di una cavità sferica più campo di una 
sfera immersa in un campo uniforme E, che sarebbe il campo nel dielettrico. 
In simboli: 

E s fera = — > E 3 = E + = E + E => 

3e 0 3e 0 3 


x + 2 v. + 2 
___ E = ———X Eq . 

3 3» 


Lo stesso metodo adottato per il calcolo di E 3 può essere applicato ai primi 
due casi usando i risultati del problema 3.18. 

Le soluzioni numeriche dei tre casi proposti sono: 


2 • IO 4 


■ — 2.5 • IO 3 — 


, £3 = 8.3 • IO 3 - (> E 2 ) . 
m 


Per concludere, vogliamo mettere in evidenza la differenza che sussiste tra 
il terzo caso appena visto e il caso numero due esaminato nel problema 3.20. 
In entrambe le soluzioni abbiamo una cavità sferica vuota all’interno di un 
dielettrico sede di un campo uniforme; una volta però entrano in gioco m 
modo esplicito le cariche di polarizzazione sulle superficie libere del dielettrico, 
un’altra queste non compaiono in quanto si considera il dielettrico indefinito. 


3.22. Un condensatore piano (X, h = 3 cm) ha tra le armature una lastra di 
v materiale dielettrico (£, s = 1 cm, x) ed è collegato ad un generatore (Vo). 
Il rapporto tra l’energia contenuta nella parte vuota W 0 e quella contenuta 
all’interno del dielettrico W d vale W 0 / W d = 4. Il campo elettrico misurato 
all’interno di una piccola cavità sferica praticuta all’interno del dielettrico è 
E c = 4- 10 4 V/m. Calcolare x e V 0 . 

Detto E d il campo elettrico nel dielettrico e E 0 = xE d il campo elettrico 
nella parte vuota si ha: 

IsoEiEih-s) 

Wp _ 2 __ x(h s) _ ^ 

Wi y£o xEjZs s 

da cui si ricava x = 4 s/(h — s) = 2 . 

Dai risultati del problema 3.21, terzo caso: 
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£j = _1_£ c = 3-10 4 — . 

La f.em. del generatore vale quindi: 

y 0 = E 0 (h -s) + E d s = [x(h - s) + s] £ d = 1500V . 


3 23 Lo spazio tra le armature di un condensatore piano (X - 1 m 2 , h 8.85 
• '' ’ mm) è riempito da elio gassoso a 0° C e ad una atmosfera di pressione; in 
queste condizioni x 0 = 1.000074. Successivamente la pressione del gas vie - 
ne portata isotermicamente a 5 atmosfere e dorante il processo la d.d.p. ai 
capi del condensatore resta V=8850 V. Calcolare il momento di dipolo 
degli atomi di elio nette condizioni iniziali e finali, il valore finale di x, la 
variazione di carica sulle armature. 


Il campo elettrico nel gas vale sempre E = V/h - IO 6 V/m; nello stato 
iniziale P a = £o(*o - 1)£ = 6.55 • IO" 10 C/m 2 . Il momento medio di ciascun 
adorno di elio si ottiene dividendo la polarizzazione per il numero « di atomi 
per unità di volume (problema 3.14): 



p - £» = 2 43 • IO -35 Cm ; 
n 


N è il numero di Avogadro, A la massa molare, r 0 il volume molare. Nello 
stato finale p ha lo stesso valore perché il campo elettrico è lo stesso. ^ 

Quello che cambia nello stato finale è il numero di atomi per m . che 
aumenta di un fattore 5 (proporzionalmente alla pressione in condizioni isoter¬ 
me): di altrettanto aumenta la polarizzazione. 


P _ 5 x-1 

Po «o-l 


x = 1.00037 . 


La variazione di carica sulle armature è 

Aq = (C— C 0 ) V = (x - x Q ) • V = 2.62 • IO -9 C . 

Dal valore di p è possibile avere un’idea dell’ordine di grandezza degli 
spostamenti subiti dalle cariche elementari entro l’atomo a causa dell azione 
del campo elettrico. Nell’atomo di elio ci sono due elettroni e due protoni 
(più due neutroni) nel nucleo; possiamo scnvere p = 2ed da cui 
d = p/2e = 0.8 • IO -16 m. Prima dell’applicazione del campo 1 baricentri delle 
cariche positive e negative coincidevano e cadevano entrambi nel nucleo, le cui 
dimensioni sono dell’ordine di IO- 15 m. Vediamo che anche in presenza di 
campo i baricentri, pur non coincidendo piu, non escono praticamente dal 

nucleo. 
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3.24. Supponendo che il nucleo di un atomo possa considerarsi come una carica 
puntiforme positiva Ze posta al centro di una nube elettronica rappresentata 
come una sfera uniformemente carica di raggio R e carica totale —Ze, 
calcolare la polarizzabilità dell’atomo quando esso viene immerso in un 
campo elettrico. Sapendo che nell’elio gassoso in condizioni standard 
x = 1.000074 calcolare il raggio dell’atomo di elio. 


Supponiamo che sotto l’azione del campo elettrico avvenga uno sposta¬ 
mento del nucleo rispetto al centro della sfera elettronica. Ma all’interno di 
una sfera uniformemente carica agisce un campo elettnco radiale di modulo 
gr/3s 0 , diretto nel nostro caso verso il centro perché g è negativa. Sul nucleo 
agiscono pertanto il campo elettrico esterno e il campo della sfera, paralleli e 
discordi; si ha equilibrio quando 


ZeE = Ze ■ 


Zer = 4 nR 3 SqE 


essendo g = Ze tzR 3 . Il primo membro è il prodotto della carica spo¬ 
stata per la distanza tra i baricentri delle cariche positive e negative e può così 
essere interpretato come il momento di dipolo acquistato dall atomo. Per la 
(3.11): 

p = 4jiR 3 £oE = EoaE => a = 4zcR 3 . 

Nel caso dell’elio gassoso sappiamo che la (3.12) si può scnvere 
x-1 = na; n è stato calcolato nel problema 3.23. Mettendo insieme i risultati 

/ ? = /_2_\ V3 = /iLzl.y /3 = 6.02- IO -11 m . 


L’ordine di grandezza è in accordo col modello di Bohr. 


3.25. La costante dielettrica dell’ossigeno gassoso, misurata alla pressione am¬ 
biente (S gas = 1.43 • IO -3 g/cm 3 ) è x gas = 1.000523, mentre quella dell’os¬ 
sigeno liquido (ó, iq = 1.19 g/cm 3 ) vale x, iq = 1.507. Nell’ipotesi che la po¬ 
larizzabilità non dipenda dallo stato di aggregazione dimostrare che questi 
dati permettono di stabilire che la polarizzazione dell’ossigeno è di tipo 
elettronico. 


Nella fase gassosa x - 1 = na = 523 • IO -6 ; se a è la stessa nella fase 
liquida 

( wa ).laL- = Al = 8.32 • IO 2 =► (na) hq = 0.435 . 

(rta)gas dg as 

Dall’equazione di Clausius-Mossotti (3.12): 

x *" 1 + ì-'Stt" 1 - 509 ’ 
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che è in ottimo accordo coi dato sperimentale. Ciò vuol dire che è corretto 
aDDlicare la (3.12) ovvero che la polarizzazione e di tipo elettronico (e 
posteriori che a è veramente eguale nelle due fasi). Si vede pure die ^ mecca¬ 
nismo di polarizzazione avviene a livello della molecola (invece che dell atom ) 
anche nella fase liquida, come implicitamente assunto nei problema 3.14. 


3.26. Il vapor d’acqua a 120° C e 0.74 atm ha una costante dielettrica relativa 
x = 1.0040. Calcolare U valore del momento di dipolo permanente e la 
polarizzabilità. 


Secondo la (3.13) pè = 3 e 0 a p KT: inoltre in un gas x - 1 = na p . Risulta: 
p Ì = 3 e 0 KT~- ■ 


Calcoliamo n dada solita formula Nq/A e la densità q considerando il vapor 
d’acqua un gas ideale (i simboli dovrebbero essere evidenti). 

M P _ «m n T -JÌL. => 0 = 1^L 

P r ~ n m RT , p = T =* 7 —m RT —T 6 RT 

Ricordando che 1 atm = 1.013 • IO 5 N/m 2 e K = 1.38 • IO" 23 J/K abbiamo 

n _ Al== i.38 • io 25 mo1 ? ^- 

" RT KT ni 3 


e m definitiva 

Po = KT (3 So 6 A5-lQ~ 30 Cm . 

In effetti l’insieme di altre misure a temperature e pressioni diverse portano a 
un valor medio po = 6.17 • 10 30 Cm. 

La polarizzabilità si ricava così: 

a = J? ZL = 2.89 • IO -28 m 3 . 
p n 


3.27. Un campione d’acqua distillata a 20° C (x = 80, Q = 0.998 g/cm 3 ) viene 
sottoposto a un campo elettrico uniforme E = IO 3 V/m. Calcolare quante 
molecole hanno il momento di dipolo orientato concordemente al campo 
(p 0 = 6.17 • IO -30 Cm). Verificare la non applicabilità della teoria di De- 
bye e dell’equazione di Clausius-Mossotti all’acqua. 

La polarizzazione dell’acqua vale P= £ 0 (k- 1) E - 6.99 • 10 5 C/m , il 
numero di molecole per unità di volume è 



98 


CAPITOLO 3 


ELETTROSTATICA IN PRESENZA DI MATERIALI DIELETTRICI 


99 


i 


N 

nm À Q ' 


6.025 • IO 26 • 0.998 • IO 3 
18 


= 3.34 • IO 


,28 


molecole 


m 


Se tutti i dipoli di momento p 0 fossero allineati concordemente al campo elet¬ 
trico darebbero una polarizzazione P’ = npo = 0.206 C/m 2 . H rapporto 

P _ 1 

F 2947 


dice che tutto avviene come se una sola molecola su 2947 fosse orientata 
concordemente al campo. La non orientazione globale si deve, come è noto, 
all’agitazione termica. 

Se la (3.13) fosse valida si dedurrebbe la polarizzabilità 


«p = 


? 

Pò 

SsqKT 


3.55 • IO" 28 


m 




e applicando l’equazione di Clausius-Mossotti (3.12) con na— 11.83 si trove¬ 
rebbe x= -3.04, risultato assurdo in quanto * non può essere negativo. 

La ragione dell’insuccesso sta nel fatto che nell’acqua le molecole non si 
muovono liberamente, ma tendono a formare, interagendo, lunghe catene. Da 
un punto di vista fenomenologico ciò comporta che il campo elettrico effettiva¬ 
mente agente sulla singola molecola non sia né quello macroscopico E (come 
nei gas) né quello dato dal semplice modello di Clausius e Mossotti, ma sia 
molto superiore a entrambi. Se prendiamo il valore di a p appena calcolato, che 
come ordine di grandezza non può essere molto lontano dalla realtà, e utiliz¬ 
ziamo la (3 11) abbiamo P=np = nae 0 E *, da cui con il valore 
P= 6.99 • IO -5 C/m 2 otteniamo per il campo elettrico locale 


E* = 6.66- IO 5 — = 666 E . 
m 


Secondo Clausius e Mossotti il campo E* è quello che noi abbiamo chia¬ 
mato E 3 nel problema 3.21 e che vale quindi (x + 2)£/3 = 27.3 E . 

Abbiamo voluto discutere questo caso perché, come vedremo nei problemi 
finali del capitolo 7° dedicati al paramagnetismo e al ferromagnetismo (7.26 e 
7.27), anche la formazione dei domini magnetici, catene di un gran numero di 
momenti magnetici orientati concordemente, viene fenomenologicamente de¬ 
scritta con l’azione di un campo magnetico locale molto maggiore del campo 
magnetico medio nel materiale. 


a p .7.57-10”-=2!S2!5- 
A e m 3 


La (3.14) viene scritta per 7\ = 373 K e per T 2 - 233 K: 

1.88 • IO -28 = a e + 7.32 • IO 30 pi j «e = °- 85 ‘ 10_2S ^ 

2.50 • IO -28 = a e + 11.71 • IO 30 pi J Po = 3.76 • IO -30 Cm 

A temperatura ambiente T= 300 K la polarizzabilità di tipo polare del 
cloroformio vale 


a ”~ 3 sqKT 


1.29 • 10' 


m 


3 


per cui complessivamente 

«=«,+ «„ = (0.85 + 1.29) • IO" 28 = 2.14 • IO" 28 m 3 ; 
il 40% è di tipo elettronico, il 60% di tipo polare. 


* 


* 


3.28. La costante dielettrica relativa del cloroformio CHCl 3 è y.\ = 3.71 alla tem¬ 
peratura t x = 100 °C e *1 = 6.12 a t 2 = -40° C. La densità è praticamente 
costante tra queste temperature e vale q = 1.5 • IO 3 Kg/m 3 . Determinare la 
polarizzabilità elettronica e il momento di dipolo permanente della molecola 
di cloroformio. 

Per poter applicare la (3.14) calcoliamo n: la massa molare A del clorofor¬ 
mio vale 12 + 1 + 3 • 35.45 = 119.35 per cui 
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CORRENTI CONTINUE. 

RETI LINEARI. CIRCUITI RC 


4a. Ogni qual volta si ha un movimento di cariche si può parlare di 
corrente elettrica, definendone l’intensità i attraverso una certa superficie come 
la canea che attraversa la superficie nell’unità di tempo: 



(4.1) 


In generale la corrente è una funzione i(x, y, z, t) e le sue carattenstiche 
dipendono dalle modalità con cui si svolge il movimento delle canche. Insieme 
all’intensità di corrente si introduce il vettore j, densità di corrente: data una 
superficie di attraversata da una corrente di si definisce come componente 
normale, aspetto a di, di j il rapporto = di/di. Ne segue che la corrente e 
il flusso di j attraverso una superficie: 


i-f j*u„^ < 4 * 2 > 

In questo capitolo ci occuperemo solo di correnti elettriche in conduttor. 
metallici omogenei e isotropi, studiandone le proprietà da un punto di vista 
macroscopico. La più importante è espressa dalla legge di Ohm: quando tra 
due punti di un conduttore metallico si mantiene una d.d.p. V 2 ~ V x , cosi cne 
entro il metallo sussista un campo elettrico E, si osserva il passaggio di una 
corrente la cui intensità è proporzionale alla d.d.p. applicata: 

V 2 —Vi = Ri ( 4 ' 3 ) 

La costante di proporzionalità si dice resistenza ed è carattenstica della natura 
del conduttore e della sua geometria. L’inverso della resistenza si chiama con¬ 
duttanza G = 1/R. La (4.3) si scrive anche nelle forme più generali: 

E = p j , j = gE , (4 ' 4) 

che precisano il significato della densità di corrente. Le grandezze p e g = 1/p 
sono rispettivamente la resistività e la conduttività e dipendono dalla natura el 
conduttore. In un metallo la resistività varia con la temperatura: 

p=po(l + ot) , (4 ‘ 5) 

dove po è la resistività a 0°C e a è una costante detta coefficiente di tempera¬ 
tura. 
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È importante notare che le (4.3) e (4.4) non sono equazioni fondamentali 
dell’elettromagnetismo, bensì hanno il ruolo di equazioni di stato, valide per 
una certa classe di conduttori (così come la relazione P = e 0 xE è valida nei 
dielettrici isotropi). 

Un conduttore di sezione X e lunghezza dx presenta la resistenza 

dR = e~~ • ( 4 - 6 ) 

2mI 

Per conduttori di forma generica la resistenza totale si ottiene integrando; in 
particolare, per conduttori di sezione costante e lunghezza totale l 

R = g± . (4-7) 


4b. Le correnti più semplici sono quelle continue, ottenute mantenendo 
costanti nel tempo le d.d.p. ai capi dei conduttori; per esse, come del resto 
anche per correnti variabili non troppo rapidamente nel tempo ('), si può 
ammettere la costanza dell’intensità nello stesso istante in diverse sezioni dei 
conduttori, per cui si scrive semplicemente i o i(f) senza alcuna dipendenza 
dalla posizione. 

Lo schema più semplice di circuito in corrente conti¬ 
nua è quello della figura: la parte dentro la linea tratteg¬ 
giata è un generatore ai cui poli A e B è connesso un 
conduttore di resistenza R. Come indica la figura, un gene¬ 
ratore è caratterizzato da due parametri: 

a) la forza elettromotrice (f.em.) V 0 , 

b) la resistenza mterna Rq. 

Tra la corrente che passa nel circuito e le altre grandezze 
sussiste la relazione: 

V A — V b = Ri = Vq — RqÌ => V 0 = (R 0 + R)i ■ (4.8) 

La (4.8) esprime la legge di Ohm per il circuito chiuso e dà il significato fisico 
della resistenza interna di un generatore. Per convenzione si assume come 
verso positivo della corrente quello che , nel circuito esterno, va dal polo 
positivo al polo negativo (l’argomento verrà ripreso nel problema 5.5). 

Un generatore è quindi lo strumento che permette di mantenere ai capi di 
un conduttore la d.d.p. necessaria per lo spostamento delle cariche che danno 
luogo alla corrente. Sotto l'azione del campo E le cariche passano da A a B e 
poi, con un meccanismo che varia a seconda del tipo di generatore, vengono 
riportate attraverso il generatore stesso nel punto A: possiamo affermare, in 
generale, che l’elemento di carica dq è sottoposto a una forza non elettrostati¬ 
ca e parlare di un campo equivalente E* = dF/ dq che agisce solo all’interno 



(') Il criterio è che le variazioni avvengano in tempi superiori a quello che la luce impieghe¬ 
rebbe per attraversare la dimensione massima del circuito. 


del generatore. Sull’unità di carica che fa un giro 

completo viene compiuto il lavoro 
- + + 

J E • di + J (E + E*) • di = J E* • di 

in quanto ^ E • di = 0. È un dato sperimentale che 
questo lavoro non è nullo; inoltre fuori dal genera¬ 
tore E* = 0 e | E* * di = 0. Ne segue che il campo E*, la cui azione per¬ 
mette il passaggio di una corrente continua nel circuito, non è un campo 
conservativo: il suo integrale di linea dipende dal percorso, la sua circuitazione 
non è nulla. Al valore non nullo della circuitazione di E* si dà il nome di 
forza elettromotrice del generatore: 

+ 

% = |e* • di = J E* • di = V 0 • ( 4 9 ) 

Questa assume pertanto il significato di lavoro compiuto sull’unità di carica: e 
ripetiamo che tale lavoro dipende dal percorso, a differenza di quanto avviene 
in un campo elettrostatico. Per mettere ciò in evidenza si suole dare a V 0 
anche il nome di tensione elettrica riservando il termine d.d.p., che è pur 
sempre un lavoro per unità di carica, solo ai campi conservativi. 

La misura della f.em. si fa in base a (4.8), quando t = Q V Q =V A -V B : la 
f.em. è numericamente eguale alla d.d.p. che si misura tra i poli del generato¬ 
re a circuito aperto (si noti che è proprio così che abbiamo usato i generatori 
in alcuni problemi a potenziale costante nei capitoli 2 e 3. essi facevano restare 
costante la d.d.p. tra due conduttori diversi, connessi ai poli ma isolati tra 
loro). 

4c. Per mantenere la corrente in un conduttore ai cui capi ci sia la d.d.p. 
V occorre spendere in un tempo infinitesimo il lavoro 

dL = Vdq = Vidi 

cui corrisponde la potenza P= Vi. Se vale la legge di Ohm (4.3) 

db = Ri 2 di = di , P = Ri 2 — ~~ • (4-10) 

R K 

L’integrazione si fa subito se la corrente è continua: L = Ri 2 t = (V 2 /R) t. Que¬ 
sto lavoro si ritrova integralmente sotto forma di calore Q = L dissipato nel 
conduttore di resistenza R ( effetto Joule). 

Possiamo ora completare dal punto di vista energetico quanto detto prima 
sui generatori: per far passare la corrente t al suo interno dal polo negativo al 
polo positivo il generatore eroga la potenza Voi; la parte Rqì 2 viene dissipata 
nella resistenza interna, il resto Ri 2 è disponibile all esterno. Se invece forzia¬ 
mo dall’esterno una corrente i a passare dentro il generatore dal polo positivo 
a quello negativo, il generatore assorbe la potenza V 0 t. 
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4d. Le resistenze dei conduttori metallici sono in genere molto piccole; 
per ottenere valori elevati di R si usano materiali e/tecniche costruttive specia¬ 
li. Indicheremo col nome di resistore un elemento di circuito caratterizzato da 
un determinato valore di /?; i vari resistori saranno collegati tra loro nonché ai 
generatori e agli eventuali strumenti per la misura delle correnti e delle d.d.p. 
da conduttori la cui resistenza si assumerà trascurabile. 

Un sistema di resistori in sene è attraversato dalla stessa corrente; la 
resistenza totale e la d.d.p. ai capi del sistema sono espresse da 

Rxot^ Ri + R 2 + ■■■ + R„ > Vxox^ Rit + R 2 i + ... + R„i = Rioi, • 

Invece un sistema di resistori in parallelo è caratterizzato da una comune 
d.d.p.; la resistenza e la corrente totale sono espresse da 

1 1,1. .1 V , V , , V V 

tc"r; + 'k + - + x ■ , “- sr + fc + - + * r ‘*^ ■ 

R R 

In particolare, per due resistori in parallelo R lol = ■ ■■ - - ■ ■ ™. . 

R 1 + R 2 


4e. Una rete elettrica è formata da un insieme di rami e di nodi: 1 primi 
sono tratti conduttori costituiti da elementi attivi (generatori) ed elementi pas¬ 
sivi (resistori), i secondi sono punti m cui convergono almeno tre rami diversi. 
All’interno di una rete può poi essere individuato un determinato numero di 
cammini chiusi, detti maglie. Reti siffatte sono chiamate lineari in quanto 
lineare è l’equazione di stato che vale per tutti i loro elementi. 

Alle reti elettriche lineari si applicano i principi di Kirchhoff: 

nodi E* 4 = 0 e conservazione della carica 

(4.11) 

maglie T, k R k i k = V 0tk = legge di Ohm . 

Nell’uso pratico occorre fissare alcune convenzioni: 

1) si assegna un determinato segno alle correnti che entrano in un nodo, 
l’opposto a quello che ne escono; 

2) si assegna un determinato verso alla corrente m ogni maglia; 

3) si prendono le f.em. positive se tendono a far passare corrente nel verso 
prefissato, negative in caso contrario. 

Se i rami di una rete sono L, ci sono L correnti: si dimostra che esse non 
sono indipendenti tra loro e che, se N è il numero di nodi, 

M - L - N + 1 (4.12) 

è il numero di correnti indipendenti. A ciascuna di esse si può associare una 
maglia e scrivendo le corrispondenti equazioni di Kirchhoff si ha un sistema 
lineare determinato i cui coefficienti e termini noti sono opportune combina¬ 
zioni delle R k e V 0tk e le cui incognite sono le M correnti. Un metodo sempli¬ 
ce e pratico per individuare le M maglie indipendenti consiste nella scegliere le 
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maglie in modo tale che ciascuna abbia almeno un ramo che non è parte della 
maglia scelta precedentemente. 

Da questo metodo di soluzione, che discende direttamente dal secondo 
principio di Kirchhoff, si ricava il cosiddetto metodo delle maghe. Un metodo 
alternativo di soluzione si basa invece sul pomo principio di Kirchhoff ed e 
detto metodo dei nodi. Entrambi 1 metodi verranno esposti in alcuni problemi. 


4f. Per circuito RC intendiamo m questo capitolo i due schemi seguenti: 

a) condensatore carico che si scarica attraverso un resistore connesso tra le sue 
armature; 

b) condensatore scarico che viene caricato da un generatore attraverso un resi- 

^In^entrambi i casi la soluzione sarà ottenuta facendo uso della legge di 
Ohm (4.3) o (4.8), del legame (4.1) tra corrente e carica e (2.3) tra carica, 
capacità e d.d.p.; vedremo come i circuiti RC costituiscano tipici esempi di 
circuiti percorsi da correnti variabili nel tempo. 


4g. Diamo le dimensioni delle nuove grandezze introdotte: 


intensità di corrente 

coulomb 

, - --= ampere 

secondo 

A 

densità di corrente 

ampere 

1 m 2 

A 

m 2 

resistenza 

R - —— = ohm 
ampere 

Q 

conduttanza 

G = ohm -1 

Q -1 

resistività 

q = ohm • m 

Qm 

conduttività 

g - (ohm • m) -1 

(Qm) 

coefficiente di temperatura 

a = Kelvin -1 

K -1 


Notiamo che la potenza P = Vi si esprime in volt • ampere, doè watt = 
- volt • ampere. Una unità frequentemente usata per il lavoro elettrico e il 
chilowattora, KWh, pari a 3.6 • IO 6 J. Ricordiamo infine che, nel caso si voles¬ 
sero esprimere le quantità di calore in calorie, 1 Cai = 4185 J. . 

Nell’uso comune ci si serve sempre, quando è il caso, dei seguenti multipli 
dell’ohm: chiloohm KQ = 10 3 Q, megaohm MQ = 10 Q. 
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4.1. Un generatore (Po = 100 V, Ho = 10 £1) può erogare al massimo 0.5 A. In 
condizioni di massima erogazione si vuole disporre contemporaneamente di 
punti il cui potenziale assuma i valori 90, 50, 30 V rispetto al polo negativo 
del generatore. Calcolare i valori delle resistenze della serie di resistori che 
bisogna connettere al generatore. 

Posto i = 0.5 A il valore globale della resistenza si 
calcola tramite (4.8): 

R = _ R 0 = 190 Q . 

2 

La d.d.p. ai capi della serie di resistori è 

V A -V B ~Vo- Roi = 95 V . 

Per avere P c = 90 V, V D = 50 V, V E = 30 V rispetto al 
polo B le resistenze Ri, R 2 , R 3 - R* devono valere: 




95-90 

0.5 


= 10 Q , R 2 = 



90-50 

0.5 


80 Q 


50-30 

0.5 


: 40 Q , R 4 ■■ 


Si vede che Z,R, = 190 Q; ì resistori necessari devono poi essere dimensionati 
in modo tale da sopportare senza danni gli effetti termici che il passaggio della 
corrente provoca (p.e. in R 3 viene dissipata la potenza R 3 i 2 = 20 W). 

Il sistema visto è un esempio di partitore resistivo • esso permette di divide¬ 
re in varie parti una certa d.d.p., nella pratica il problema può porsi in modo 
inverso, cioè sono noti i valori delle resistenze e si vogliono calcolare i poten¬ 
ziali; la soluzione segue la stessa linea. 


4.2. Nel circuito in figura se si inserisce in serie a R = 80 Sì un amperometro di 
resistenza R x = 10 £2 si legge nello strumento i = 1 A; se invece si inserisce 
in parallelo a R un voltmetro di resistenza R 2 = 500 Sì si legge V = 87 V. 
Determinare Po e Rq. Determinare inoltre il valore massimo che può assu¬ 
mere R\ senza che la corrente venga alterata più dello 0.1% e il valore 
minimo di R 2 affinché la d.d.p. ai capi di R non venga alterata più 
dell’l%. 

Le equazioni del circuito nei due casi sono 

V 0 = i(Ro + Ri+R) , V 0 = i'(R 0 + R') ; 

nella seconda i' è la corrente erogata dal generatore e R' = RR 2 /(R + 
+ R 2 ) è la resistenza del parallelo tra R e il voltmetro; inoltre i' = V/R'. Ab- 
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biamo così un sistema nelle due incognite Rq e Po- Sot¬ 
traendo la seconda equazione dalla prima si ottiene 


Rq — RR 2 


V-i(R + R x ) 
RR 2 ì - V(R + R 2 ) 


11.5 Q 


e sostituendo questo valore nella prima si trova Po= 101.5 
V. 

In assenza e in presenza dell’amperometro si ha rispet¬ 
tivamente 



■ _ ^0 , V ° => — = Rl ■ 

1 Rq + R ’ 1 1 1 R 0 + Ri + R I R 0 + R 1 + R 

Detto K il valore percentuale dell’alterazione che non si vuole superare, la 
condizione Ai/i^K /100 diventa una condizione su R x : 

R j <? -A, => K ( R + R ° 1 = 0.Q92 Q . 

R 0 + Ri + R 100 100 - K 

Nel caso del voltmetro si ha: 


v = Ri = — 2- , P* = P — AV = jR'ì' 
R + R 0 

AV _ _ RoR _ 

P R 2 (R + Rq) + RqR 


RR 2 Po 
R + Rz r, I RR 2 

K o + i5zn 



Dicendo questa volta H il valore percentuale dell’alterazione che non si vuole 
superare, dalla condizione AV/V *£H /100 discende 

r g- 100 R °— = 995 Q . 

2 H Rq + R 


Affinché la misura alteri il circuito il meno possibile occorre che la resi¬ 
stenza dell’amperometro sia trascurabile rispetto alla serie delle altre resistenze 
e che quella del voltmetro sia molto maggiore del parallelo delle altre. 


i 4.3. Tre resistori di resistenza T x , T 2 , T 3 e altri tre di resistenza S x , S 2 , S 3 sono 
_ disposti come in figura. Trovare che relazioni devono esserci tra i valori 

delle resistenze affinché i due schemi possano considerarsi equivalenti. 

Il problema è quello della cosiddetta trasformazione triangolo-stella. Se le 
due disposizioni sono equivalenti deve verificarsi, per esempio, che: 

a) quando al terminale 1 e a quello 3 sono connessi due generatori identifici, 
mentre i terminali 2 e 4 sono aperti, le correnti erogate dai generatori sono 
eguali, in quanto eguali sono le resistenze che essi vedono; 

b) lo stesso avvenga connettendo i generatori ai terminali 2 e 4 e lasciando 1 e 
3 aperti; 
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c) lo stesso avvenga chiudendo in corto circuito 1 terminali 2 e 4. 
In corrispondenza a queste tre condizioni si scrivono tre equazioni: 


Ti(T 2 +T s ) 
Ti+T 2 + T s 


= + 


S 3 



T 3 (T, + T 2 ) 

t x + t 2 + r 3 


— S 2 4* S 3 


TiT 2 _ S 2 S 3 
7\ 4- T 2 1 S 2 4- S 3 


TRIANGOLO 



Risolvendo nelle S abbiamo le resistenze della stella in funzione di quelle del 
triangolo: 

c _ t x t 2 c r 2 r 3 _ t 3 t x 

Sl t x + t 2 +t 2 ’ 2 r, + r 2 + r 3 ’ 3 t x + t 2 +t 3 

Viceversa, invertendo le relazioni: 

5,5, -4* S 2 S 3 4 * iS 3 iSi 5 1 S 2 4" S 2 S 2 4* S 3 S 1 ^ S X S 2 4* S 2 S 3 4* S 3 S X 

T x = --- , T 2 = - - ~ » 43 ? • 

S 2 s 3 J1 

Queste trasformazioni tornano utili nella soluzione di circuiti non esprimibili 
esclusivamente in termini di serie e paralleli tra resistori. 


4 . 4 . Calcolare la resistenza equivalente del circuito in figura. I valori delle resi- 
stente sono R x = 10, R 2 = 20, R 3 = 30, R 4 = 40, Rs = 50 £2. 


Si tratta di un caso tipico in cui conviene applicare la 
trasformazione triangolo-stella. Le possibilità sono quattro: si 
possono trasformare in stelle i triangoli R x R 2 R 3 o R 4 R 3 R 3 
oppure trasformare in triangoli le stelle R x R 2 Ra o R 2 R 3 R s . 
Scegliamo per esempio la prima alternativa: il circuito si tra¬ 
sforma come in figura con 


10 • 30 
10 4- 30 4- 20 



20 • 30 
60 


= 3.3 Q 


Dopo la trasformazione la soluzione è immediata: le 
due serie, R{ 4- R 3 = 45 Q e R 2 4- R 5 = 60 £2, sono in 
parallelo tra loro ed equivalgono a R* = 25.7 Q; la resi¬ 
stenza totale è R — R 3 4- R* = 29 £2. 

Dai due terminali il circuito è visto semplicemente 
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come un resistere con R = 29 Q: nessuna misura esterna ci può permettere di 
risalire allo schema elettrico effettivo. 


4.5. Verificare che per due resistori (R x , R 2 ) connessi in parallelo la distribuzio- 
"" ne delle correnti è quella che rende minima la potenza dissipata per effetto 
Joule. 


Due resistori in parallelo, di resistenze R\ e R 2 , percorsi dalle correnti i x e 
i 2 , hanno la stessa d.d.p. ai loro capi per cui i 1 i?i = i 2 i? 2 . Inoltre, se 1 è la 
corrente nel circuito in cui il parallelo è inserito, ì — *1 4- * 2 . Facendo sistema si 
ottiene: 


Ri , - , 

R x + R 2 ’ 2 R 1 + R 2 


(a) 


Invece che h e i 2 chiamiamo ora i* e i-i* le correnti che circolano nei 
resistori R x e R 2 \ la potenza totale vale 

F = i? 1 r 2 4-i? 2 (i-i'*) 2 . 


La derivata dP/di* = 2[i* (R t 4- R 2 ) - iR 2 ] è nulla quando 


Ri 4- R 2 


K « t, 

, -A V / a - , 

-AW - r 


e questo estremo è un mimmo in quanto d 2 P/di * 2 = 2 (R x 4- R 2 ) è maggiore di 
zero. Si è così verificato che la distribuzione reale delle correnti, data dalla 
(a), è proprio quella che corrisponde al minimo della potenza dissipata. 


4.6. Calcolare qual è la condizione per cui è massima la potenza dissipata in un 
resistere (R) collegato ad un generatore (V 0 , Ro)- Disegnare l’andamento in 
funzione di R della potenza totale , di quella dissipata su R e su Ro, nonché 
della corrente nel circuito nel caso in cui V 0 = 20 V e R 0 = 10 £2. 


Facciamo riferimento al semplice schema della figura: la potenza dissipata 
sul resistere esterno, che spesso viene detto di carico, è 

p n ;2 _ p v § ” 

p - Rl - R { R 0+R f ’ I «ì 

funzione di R. Annulliamo la derivata rispetto a R: L- 

JL =V § %~j -3- = 0 => R = R 0 • 
dR 0 (R 0 + R ) 3 
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Questo estremo è un massimo in quanto la derivata seconda è negativa per 
R = Ro- Concludiamo quindi che la potenza dissipata sulla resistenza di carico 
e massima quando questa è eguale alla resistenza interna del generatore- il 
massimo vale P max = V£/4R 0 . 

La corrente nel circuito, i = V 0 /(R 0 + R), la potenza totale erogata dal 
generatore, Pt= V 0 i=V§/(R Q +R) e quella dissipata su R 0 , 
P Q = R 0 i = r 0 Vq/(R 0 + R) 2 , sono funzioni monotone decrescenti della resi¬ 
stenza R. La potenza P dissipata su R ha invece un massimo come abbiamo 
appena visto e notiamo dalla figura che l’andamento di P non è simmetrico 
rispetto all’ascissa del massimo (R = R 0 ). Per avere un’idea dell’asimmetria si 
può determinare l’intervallo entro il quale la potenza è superiore o eguale a 
Pmax /2 : gli estremi sono dati da 


n — RVj _ Vo 2 
(Ro + R) 2 8/? 0 


R 2 - 6 R 0 R + R£ = 0 


che ha le soluzioni R = (3 ± \/8 )R Q , cioè R = 0.17 R 0 = 1.7 Q e R « 5.83 R 0 
= 58.3 Q. 




Nella pratica le condizioni di utilizzazione per un circuito come il nostro si 
discostano da quelle di massimo trasferimento di potenza. Un buon generatore 
ha una resistenza interna che è spesso trascurabile rispetto a quella di carico e 
ha, d altra parte, un limite in corrente, cioè non può erogare più di una certa 
corrente. La condizione R = R 0 porterebbe, nella maggior parte dei casi, pro¬ 
prio oltre questo limite e^ non è realizzabile; si lavora invece con R»R 0 e 
tutta la potenza erogata è in sostanza spesa su R, pur restando inferiore a 
■Pmax- Se riguardiamo ì grafici, è la situazione della parte destra della figura 
(Pmax > p » Po)- Come vedremo però nel prossimo problema la condizione 
R = Po ha un significato più generale di quello che si potrebbe dedurre ragio¬ 
nando solo sul semplice schema che abbiamo considerato. 


4.7. Calcolare che valore deve avere R nel circuito in figura affinché sia massi¬ 
ma la potenza in essa dissipata; si prenda R 0 = 20, R x = 30, R 2 = 50 £2. 
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La corrente che circola nel circuito vale 


Ro + Ri + 


R+R z 



per cui quella attraverso R, in base alla relazione (a) del problema 4.5 è 

f ,_ r 2 t __ R2V0 _ 

R + R 2 R(Ro + R 1 + R 2 ) + R 2 (R 0 + R 1 ) ' 

In corrispondenza viene dissipata su R la potenza P = Ri' 2 ; la soluzione del 
problema si ottiene annullando dP/dR, da cui si ricava la condizione 

p-.. P , 2(Pq + Pi) _ 25 q 


Ro + Ri + R 2 


Confrontando il risultato con la figura si nota che il valore trovato per R è 
il parallelo di R 2 e Ro + Ri, cioè la resistenza che si vede dai terminali A e B 
quando V Q è cortocircuitato, detta anche resistenza di uscita del circuito tra i 
terminali A e B (con R esclusa). In casi come questi torna molto utile l’appli¬ 
cazione del teorema di Thevenin, che enunciamo soltanto: 

P"- 

s epresi due punti di una rete lineare comunque complessa, se tra essi si 
L ' connette una resistenza R il comportamento elettrico è identico a quello 
che si otterrebbe se si connettesse R ai capi di un generatore di f.em. pan 
alla d.d.p. misurabile a vuoto tra i due punti e di resistenza interna eguale 
a quella vista dai due punti. 

Applichiamo questa propnetà al nostro caso: tra ì punti A e B, quando R non 
è connessa, c’è la d.d.p. V£ = R 2 V 0 /(R 0 + Ri + R 2 ) e la resistenza che si vede 
da A e B vale R£ = R 2 (Rq + Ri)/(Ro + Ri + R 2 )- La corrente attraverso R è 
quindi 


R'o + R R(Ro + Ri + R 2 ) + R 2 (Ro + /?i) 

che corrisponde al nsultato trovato. Notiamo come dal punto di vista del 
teorema di Thevenin l’espressione di R sia conseguenza diretta del risultato del 
problema 4.6: infatti la condizione di massimo trasferimento di potenza è 
R = Ro e nel caso ora proposto la resistenza interna, vista dai terminali A e B, 
è appunto R£. In altre parole la conoscenza del teorema di Thevenin permette 
di risolvere il problema immediatamente, con un semplice studio visuale del 
circuito, purché si abbia presente il risultato generale del problema 4.6. Vedia¬ 
mo così che la condizione R = Ro si può realmente applicare, proprio in base 
al teorema di Thevenin: preso un resistore R m una rete qualsiasi, il resto è 
rappresentabile con due soli parametri Vó e Ró e ci riconduciamo allo schema 
semplice del problema 4.6; ma non valgono più le cautele pratiche espresse a 
proposito dei valori di R 0 perché ora Ró può essere qualunque. 
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4.8. Si vuole costruire uno scalàa-acqua per portare 10 litri d’acqua da 10°C a 
50°C; si dispone di un generatore (V 0 = 300 V, R 0 = 0) capace di erogare al 
massimo 10 A e di un filo di costantana, con resistività p = 49 • IO -8 Slm e 
diametro d = 1 mm. Calcolare qual è il tempo minimo che occorre per il 
riscaldamento, quanti metri di filo sono necessari e quanto vale il consumo 
in chilowattore per un ciclo di funzionamento, se il rendimento del sistema è 
TJ = 0.75. 

La quantità di calore necessaria per il riscaldamento e il corrispondente 
lavoro valgono 

Q = mc(r 2 - 7\) = 10 • 1 • 40 = 400 C 

L = — = 4 - 18 ' 1Q3 ' 4 lp2 . = 2.23 ■ IO 6 J = 0.62 KWh. 
r) 0.75 

A sua volta il lavoro è dato da iV 0 t e pertanto il tempo di minimo riscalda¬ 
mento, corrispondente alle condizioni di massima erogazione, è 

t = — = 743 s = 12' 23" . 
iV 0 

La resistenza del filo deve essere R = V 0 /i = 30 Q per cui secondo la (4.7) è 
necessaria una lunghezza 

, RS ... 

É> 

(il coefficiente di temperatura della costantana è praticamente nullo). 


4.9. Un filo di nichel, di diametro d = 1 mm, lungo l = 1 m, è mantenuto alla 
temperatura di 0°C. All’istante t = 0 esso viene connesso a un generatore 
(V 0 = 1.5 V, Rq = 0). Calcolare i valori della temperatura e della resistenza 
del filo dopo 30 s nell’ipotesi che il filo sia termicamente isolato dall’am¬ 
biente. Le costanti fisiche del nichel sono: densità S = 8.8 • IO 3 Kg/m 3 , 
calore specifico c = 0.45 • IO 3 J/Kg °C, resistività a 0°C p 0 = 2.8 ■ IO -8 
Slm, coefficiente di temperatura a= 6 ■ IO -3 (°C) -1 . Si assuma trascurabile 
la dilatazione termica. 

L’aumento di temperatura di un filo conduttore, percorso da corrente e 
termicamente isolato, è dato dall’equazione 

vi 

mcdT = Pdt = —2- dt . 

R 

Esprimendo m = 6 SI , R = g 0 (l + aT) l/I e separando le variabili si ottiene: 

vi 

(1 + aT)dT =—— dt = Kdt 
àrcpo 
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Si integra il primo membro tra 0 e T, il secondo tra 0 e t: 


T + — T 2 = Kt 
2 


T 2 + — T- 
a 


=> r = — [-l±(l + 2 Kar) 1/2 ] . 

a 

La soluzione cercata è quella col segno positivo. Passando ai numeri 


Vo 2 _ 


61 2 cqq 


= 7.26 


e dopo il tempo r = 30 s T= 150 °C. La resistenza iniziale vale: 

Ro= Po ^ = 0.099 Q ; 

dopo 30 s, ovvero alla temperatura T = 150°C, 

R = R 0 (l + aT} = 0.188 Q = 1.9 R 0 ■ 

L’aumento della resistenza col tempo comporta, essendo V " 0 costante, la dimi¬ 
nuzione della corrente che attraversa il filo. 

Quando il tempo t diventa molto maggiore di 1/2 Ka la relazione tra 
temperatura e tempo diviene con buona approssimazione 

T= °C = 49.2r 1/2 °C 

essendo l/2Ka = 11.5 s. L'intervallo di tempo r = 30 s non soddisfa evidente¬ 
mente alla condizione di essere molto maggiore di 11.5 s e infatti la formula 
approssimata darebbe T = 270 °C. 


4.10. Un filo di stagno, di diametro d= 1 mm, si trova inizialmente a 0°C. 
All’istante t = 0 esso viene connesso ad un generatore che mantiene nel 
circuito una corrente costante i = 4 A. Supponendo che il filo sia termica¬ 
mente isolato calcolare dopo quanto tempo esso raggiunge la temperatura 
di fusione Z>= 231.8 °C. Le costanti fisiche dello stagno sono: densità 
S = 7.28 • IO 3 Kg/m 3 , calore specifico c = 0.23 • IO 3 J/Kg °C, resistività 
a 0 °C po = H-5 ' 10 “ 8 £ 2 m, coefficiente di temperatura a = 4.2 • IO -3 

ccr 1 . 

L’equazione che lega la temperatura al tempo è 
mcdT = Pdt = Ri 2 dt 

con m = ÒSI e 7? = p 0 (l + aT ) l /Z- Sostituendo e separando le variabili 

d l .- = J|Ìl. dt = Hdt . 

1 + ar S 2 6c 
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Integrando si arriva al risultato 

aHt _ -i 

log (1 + al) = aHt => T = - -- 

a 


Vediamo che a corrente costante la variazione della temperatura nel tempo è 
diversa da quella che si ha a d.d.p. costante (problema 4.9); a parità di 
materiali e di condizioni geometriche la variazione a corrente costante è molto 
più rapida, come del resto è facilmente intuibile. 

Nel nostro caso numerico 


H = 


Po i 
Z 2 óc 



1 




aH 


log (1 + a 7» = 91 s = l'31" . 


4.11. Dedurre la legge con cui varia nel tempo la temperatura di un filo percor¬ 
so da una corrente costante se non c’è isolamento termico. In particolare 
eseguire il calcolo per un filo di argentana lungo 1= 1 m, di diametro 
d = 3 rara, percorso da una corrente i = 10 A. La densità dell’argentana è 
6=8.65 • IO 3 Kg/m 3 , il calore specifico c = 0.42 ■ IO 3 J/Kg °C, la resi¬ 
stività a 0°C po = 42 • IO -8 £2m, la conducibilità termica esterna h = 16.3 
J/m 2 s°C, mentre il coefficiente di temperatura è nullo. Si assuma che 
l’ambiente esterno sia a 0°C. 


Se il filo non è termicamente isolato il calore prodotto per effetto Joule 
viene in parte ceduto al filo la cui temperatura aumenta, in parte ceduto 
all’esterno. Per quest’ultimo fenomeno supponiamo che valga la legge di New¬ 
ton: la quantità di calore ceduta nel tempo dt dal filo a temperatura T all'am¬ 
biente a temperatura T 0 è data dall’espressione 

dQ = hS(T- Tq) dt 

dove 5 è la superficie laterale del filo e h la sua conducibilità termica esterna. 
Il bilancio energetico si scrive quindi: 

Ri 2 dt = mcdt + hS(T - T 0 )dt . 

La massa è m = SII, la resistenza R = p 0 (l + aT)l/2\ posto 

^4 = Po 4 i 2 ~ hST 0 , B = Qo — i 2 a — hS , C=6Zlc, 

l'equazione precedente diviene 

(A+BT)dt=CdT => —£L_ = -L* 

K A + BT C 


=* log 


A + BT B 
A + BT g c ! 


r(f) _ (A + BT a )t B '/ c - A 


Nel caso specifico a = 0, T 0 = 0 abbiamo la soluzione: 

J- — Poti 2 c -hSt/6Zlc^ _ J-* (2 . c ~ 1/It ) 

hSZ 

Dopo un tempo t> 3t con r= 5Ilc/hS la temperatura assume in pratica 
il valore di equilibrio T* = Qoli 2 /hS2: in queste condizioni il calore prodotto 
per effetto Joule viene integralmente ceduto all’ambiente. 

Numericamente 

die Z _ Sic nd 2 ]_ _àdc_ . c _ 

h S h 4 jtdl Ah 


T * 


p 0 li 2 _ 4p 0 i 2 
hSZ h}t 2 d 3 


38.8 °C 


La temperatura di equilibrio viene raggiunta dopo circa 10 minuti. 


4.12. Nel circuito in figura determinare la corrente erogata dal generatore e 
quella che attraversa il resistore R s . Si assuma V 0 = 100 V, Ri = 10, 
R 2 = 20, R 3 = 30, R 4 = 40, R s = 50 £2. 


Risolviamo il problema-^ '’ principio di Kirchhoff; nella rete 

abbiamo 4 nodi (A, B, C. D) e 6 rami per cui il numero di correnti ìndipen¬ 
denti secondo (4.12) è 

M = 6 — 4 + 1 = 3 . 

Scegliamo arbitrariamente le tre correnti come in figura; il criterio indicato nel 
paragrafo 4e. ci assicura che esse sono realmente indipendenti. Le equazioni 
delle corrispondenti maglie sono: 

Vo = R\ (ti — h) + R* (h — h) 

0 = Ri (i 2 — h) + h + Rs ('2 ~ £ 3 ) 

0 = Ra (i 3 — i{) + R 3 (i 3 — ii) + Rs l ì ■ 

Queste possono essere riordinate raccogliendo i coeffi¬ 
cienti delle incognite: 

(Ri + R a ) ii —Rih —R*h 

— Ri h + (Ri + R2 + R 3 ) i 2 ~ R 3 i 3 
— R 4 ii — R 3 i z + (R 3 + R4 + Rs) i 3 = 0 

Osserviamo che il sistema lineare di equazioni algebriche ottenuto gode delle 
seguenti proprietà: 

1 ) la matrice dei coefficienti è simmetrica rispetto alla diagonale princi¬ 
pale; 



= V 0 
= 0 
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2 ) nell’equazione dell’i-esima maglia la corrente i-esima ha come coeffi¬ 
ciente la somma delle resistenze della maglia stessa; 

3 ) sempre nella stessa equazione i coefficienti delle correnti delle altre 
maglie sono eguali alla somma delle resistenze che la maglia i-esima ha m 
comune con ciascuna delle altre maglie (e sono quindi nulli se il tratto in 
comune ha resistenza trascurabile oppure se non c’è ramo comune); 

4) i coefficienti diagonali sono sempre positivi; il segno del coefficiente R tJ 
è positivo o negativo a seconda che nel ramo comune alle maglie /-esima e 
;-esima le correnti delle due maglie siano concordi o discordi; 

5 ) l’i-esimo termine noto è dato dalla somma delle f.em. della maglia 
/-esima, ciascuna presa con segno positivo o negativo a seconda che tenda o 
meno a far circolare corrente nello stesso verso della corrente i-esima. 

Con questo semplice insieme di regole le equazioni per le correnti indi¬ 
pendenti possono essere scotte direttamente senza passare per il principio di 
Kirchhoff: tale metodo di soluzione si dice metodo delle maglie. Risolto il 
sistema le correnti possono avere segno positivo o negativo: in questo secondo 
caso la corrente nella realtà ha verso opposto a quello scelto arbitrariamente 
all’inizio. 

Usando i dati numerici del testo abbiamo: 

50li — 10r 2 — 40 i 3 = 100 h = 3.44 A 

— 10 ri + 60i 2 — 30i 3 = 0 => ti = 1.31 A 

—40li - 30i 2 + 120 1 3 =0 h = 1-48 A . 

Le correnti circolano proprio secondo ì versi scelti originariamente; la corrente 
erogata dal generatore è i x = 3.44 A, quella che attraversa il resistere R 3 è 
i 3 - i 2 = 0.17 A, concorde con i 3 . 

Il circuito studiato è identico a quello del problema 4.4; verifichiamo che 
il rapporto V 0 /h vale proprio 29 Q: questo è cioè il valore della resistenza 
d’ingresso del circuito, calcolata per altra via nel problema 4.4. 

Tale circuito è noto come ponte di Wheatstone (e in generale si chiamano 
ponti circuiti con la stessa topologia): lasciamo per esercizio la verifica che se 
le resistenze soddisfano alla condizione RiR s = R 2 R 4 il ponte è m equilibrio, 
cioè la corrente nel resistere R 3 è nulla. 


4.13. Due generatori (Vi = 10 V, J?i = 1 S2, V 2 =12 V, R 2 = 2 S2) possono 
essere connessi esclusivamente in parallelo tra loro e con un resistere 
(R = 5 Q). Calcolare nei due casi possibili le correnti e le potenze erogate 
dai generatori, la d.d.p. ai capi di R e Ut potenza in esso dissipata. 
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I due possibili collegamenti sono quelli indicati nelle figure; conviene sce¬ 
gliere le maglie in questa maniera perché così le incognite danno direttamente 
le correnti cercate. Cominciamo col circuito a sinistra, generatori concordi, e 
risolviamo col metodo delle maglie: 


Vi = (Ri + R) li + R h 


(Vi - V 2 )R + Vi r 2 
R(Ri + R 2 ) + R x R 2 


0.59 A 


V 2 = Rii + (Rj + R) h 


iz = (VZ^l = 1.30A 

2 R(Ri + R 2 )+RiR 2 


Le potenze erogate dai genitori sono: 

Fi = ii Vi = 5.9 W , P 2 = i 2 V 2 = 15.6 W ; 
la d.d.p. ai capi di R e la potenza dissipata su R valgono: 


Oi + k)R ~ 


(ViR 2 4- V 2 Ri)R _ q 45 y 
R(Ri + R 2 ) + RiR 2 


P R = R(k + i 2 ) 2 = 17.9 W 


Il rendimento, definibile come Pr/(Pi + P 2 ), è 0.83. 

Anche per il collegamento con ì generatori discordi si può seguire lo 
stesso metodo e si ottiene un risultato che si può formalmente derivare da 
quello appena trovato cambiando V 2 in — V 2 e i 2 in —i 2 . I numeri sono: 

H = 7.65 A , i 2 = 7.18 A , P, = 76.5 W , P 2 = 86.2 W , 


(il - i 2 )R = 2.35 V , P R = 1.10 W , p~^p = 6-7 -10 3 . 

Per una utilizzazione esterna il primo collegamento è certamente più conve¬ 
niente. 


4M4i Un resistere di resistenza R e lunghezza d è lineare: quando il cursore è in 
/ posizione x (vedi figura) la resistenza della parte inferiore vale xR/d. Calco¬ 
lare il rapporto tra la d.d.p. V„ ai capi di R c e la d.d.p. V, ai capi di R in 
funzione di x. 

Risolviamo il problema col metodo delle maglie: 



Moltiplichiamo la prima equazione per xjd e la sommiamo alla seconda otte¬ 
nendo 
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La d.d.p. V u vale i 2 R c e pertanto 



La relazione non è lineare, anche se tale è il resistore; solo se R c » R 
\f u j Vj — z x j d 

La soluzione si può ottenere anche applicando il primo principio di Kirch- 
hoff. Ridisegnamo il circuito come in figura: la somma delle correnti uscenti 
dal nodo A deve essere nulla; quindi 



Il potenziale del nodo B è stato assunto come riferimento; inoltre V, è stata 
presa col segno negativo poiché fa entrare correrne nel nodo A. Risistemando 
l’equazione si arriva alla relazione (a); questo secondo tipo di soluzione è un 
caso particolarmente semplice di applicazione del metodo dei nodi che trovere¬ 
mo nel problema 4.15. ... 

È chiaro, naturalmente, che si può arrivare alla soluzione in base a sem¬ 
plici considerazioni di serie e paralleli tra resistenze; anzi lasciamo come eserci¬ 
zio la verifica della relazione (a) Abbiamo preferito utilizzare metodi più 
generali per mettere in evidenza la loro semplicità ed eleganza 

Lo schema proposto permette di applicare ai capi di R c una d.d.p. variabi¬ 
le con continuità, agendo su un cursore, tra il valore zero e il valore V ,, in 
particolare, se la condizione R c » R è realizzata, lo strumento è lineare. Un 
tale schema si chiama potenziometro ed è molto usato nella pratica. 


4 , 15 . Risolvere il circuito della figura calcolando in particolare la corrente che 
attraversa il resistore di resistenza R 6 . Si assuma Vi = 3, V 2 = 6 V, 
Ri = 0.5, R z = 1, R 3 = S, R a = 1, R s = 4, R 6 = 2 Sì. 

Nel circuito ci sono in totale 4 nodi; se assumiamo come riferimento il 
potenziale di uno di questi, per esempio D, e applichiamo il primo principio di 
Kirchhoff agli altri tre nodi, prendendo le correnti sempre uscenti dai nodi, 
abbiamo le equazioni: 
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V r . V c -Vb , V c —V 2 —Vb _ n 


Il sistema, riordinato mettendo in evidenza le incognite V A , V B , V c , diviene: 



Si è così ottenuto un sistema lineare di equazioni algebriche con queste 
caratteristiche: 


1 ) la matrice dei coefficienti è simmetrica rispetto alla diagonale princi- 

P 21 nell’equazione dell’i-esimo nodo il potenziale di questo ha come coeffi¬ 
ciente la somma degli inversi delle resistenze dei rami che partono dal nodo 

stesso * 

3 Ì sempre nella stessa equazione i coefficienti dei potenziali degli altri 
nodi sono dati dalla somma degli inversi delle resistenze dei rami che li coll - 
gani al nodo i-esimo; in particolare se non c’è collegamento duetto il coeffi¬ 
ciente è nullo; . 

4 ) i coefficienti diagonali sono sempre positivi, gli altri sono tutti negativi; 

Sì il termine noto delfi-esima equazione è dato dalla somma, fatta sui 

rami uscentìMlVesimo nodo, dei rapporti tra f.em. e resistenze dio 

singolo ramo; ciascun termine ha segno positivo o negativo a seconda che 
f.em. tenda a far entrare corrente nel nodo o meno. 

Sulla base di queste regole il sistema riordinato può essere scritto diretta¬ 
mente, senza passare attraverso il primo principio di Kirchhoff; il metodo di 

soluzione è detto metodo dei nodi. . 

Nel caso numerico che dobbiamo studiare le equazioni sono. 

3 20 Va — V b =6 V A — 1-93 V 

1- V A + 2.25 V s - 1.25 V c = -6 => V B = 0.16 V 

1.25 V* + 1.75 V c = 6 V C = 3.54V . 

Noti i potenziali dei nodi rispetto «1 nodo D sono note le correnti nei rem, del 
circuito. In particolare fi, è attraversata dalla corrente i, - 1.17 A nel verso da 
C a D. 
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Vogliamo commentare brevemente i metodi di soluzione proposti in que¬ 
sto problema e nel problema 4.12. Essi corrispondono all’applicazione dei prin¬ 
cipi di Kirchhoff, ma hanno il vantaggio pratico di una scrittura semplificata 
oltre a quello essenziale di avere come incognite delle variabili indipendenti tra 
loro. Con il metodo delle maglie occorre risolvere R — N +1 equazioni, col 
metodo dei nodi N — 1 equazioni; di volta m volta, a seconda della topologia 
del circuito, si deciderà quale metodo porge il minor numero di equazioni. 

Dal punto di vista matematico entrambi i metodi portano alla soluzione di 
un sistema lineare di equazioni algebriche; tra le note proprietà di questi 
sistemi ricordiamo esplicitamente il teorema di sovrapposizione: se con una 
data n-pla a, di termini noti si ha una certa soluzione e con una diversa n-pla 
b , si ha un’altra soluzione, m corrispondenza all’n-pla a, + b t si ha una soluzio¬ 
ne che è la somma delle soluzioni. 


4.16. Calcolare il valore della corrente che attraversa il resistore Ri nel circuito 
in figura se Vj = 100 e V 2 = 200 V e se Ri = 10, jR 2 = 20, Ri = 30, 
R 4 = 40, R s = 50 £2. 

Applichiamo il teorema di sovrapposizione: se cortocircuitiamo il generato¬ 
re V 2 il circuito diviene quello visto nel problema 4.12 e sappiamo che in tal 
caso il resistore R 3 è attraversato da una corrente di 0.17 A da sinistra verso 
destra. Se invece cortocircuitiamo il generatore Vi il circuito diviene quello 
della seconda figura, risolvibile subito con serie e paralleli di resistenze. La 
resistenza equivalente è 



e quindi la corrente erogata dal generatore vale i = V 2 /R = 3.82 A. Questa 
corrente attraversa R 3 nello stesso verso di quella dovuta al generatore V 1 . La 
corrente totale è pertanto 0.17 + 3.82 = 3.99 A. Si verifichi che si arriva allo 
stesso risultato applicando il metodo delle maghe. 


4.17. Un conduttore non ohmico, nel quale corrente e d.d.p. ai capi sono legate 
t ^ dalla relazione i = IO -3 V 3/,z , è connesso ad un generatore (V 0 = 150 V, 
R 0 = 50 £2). Calcolare la corrente erogata dal generatore e la d.d.p. ai capi 
del conduttore. 


La corrente erogata dal generatore è legata a V 0 e R 0 dalla relazione 


Vo- 

R 


±. V + h 

R 0 Ro 


(a) 


dove V è la d.d.p. ai capi del generatore e quindi del conduttore non ohmico. 
Inoltre: 


i = IO -3 V 3/2 


(b) 


La d.d.p. V risulta così determinata dall’equazione di terzo grado 


IO" 6 V 3 = 


Vo-V 
Re , 


2 


In generale, per una relazione qualunque tra i e V, l’equazione non ha una 
soluzione nota. Per questa ragione si preferisce ricorrere a una costruzione 
grafica: si cerca nel piano V, i l’intersezione tra le curve (a) e (b). La prima è 
una retta, di pendenza -1 /Ro e intercette 
i v= o = V 0 /R 0 , V I=0 = V 0 , detta rem di ca¬ 
rico; la seconda, la cui espressione varia 
da caso a caso, viene chiamata caratteri¬ 
stica volt-ampere dell’elemento conduttore 
in questione. La costruzione per il nostro 
caso numerico è riportata in figura e le 
coordinate del punto di intersezione, detto 
punto di lavoro, sono V = 100 V, i = 1 A. 

Nella pratica, la caratteristica volt¬ 
ampere di un conduttore non lineare vie¬ 
ne data, mentre la retta di carico viene determinata m base al circuito cui il 
conduttore è collegato; notiamo che la pendenza dipende solo da R 0 , mentre al 
variare di V 0 con R 0 costante la retta di carico compie una traslazione. 

La f.em. V 0 e la resistenza interna R 0 vanno intese nel senso del teorema 
di Thevenin: V 0 è la d.d.p. che compare a vuoto tra ì punti dove va connesso 
il conduttore, R 0 è la resistenza d’uscita vista da quei punti. 

Il metodo qui delineato è importante nello studio di circuiti elettrici con 
elementi non lineari (valvole a vuoto, semiconduttori) e anche di sistemi diver¬ 
si, come gli elettromagneti (vedi capitolo 7). 



r 

4.18. Nei rami di un ponte di Wheasistone sono inseriti, come mostrato in fìgu- 
' ra, tre resistati (Ri = 2.83, R 2 = 20, R 3 = 5 £2) e un conduttore non ohmi¬ 
co che obbedisce alla legge i = KV 4 . Se nello strumento non si osserva 
passaggio di corrente, mentre quella attraverso D vede i 2 = 0.02 A, qual è 
il valore di K1 

Quando non c’è corrente nello strumento, cioè quando il ponte è in equi¬ 
librio, i punti A & B sono allo stesso potenziale e R x e R 3 sono percorsi dalla 
stessa corrente così come R 2 e D ; pertanto 

—ì 2 i? 2 , l\ R 3 ~ V , 


i 2 = KV A 
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Eliminiamo V dalla seconda e terza equazione e facciamo sistema 
con la prima - 


K = 



4 = 8 ■ IO -2 


A 

V 4 



4.19.- Calcolare la resistenza offerta da una sfera cava di materiale conduttore al 
passaggio di una corrente radiale. Siano Ri = 0.5 cm e R 2 = 2 cm i raggi 
interno ed esterno e Q = 35 ■ IO -6 firn la resistività del materiale. 


Ad una corrente radiale il conduttore presenta una sezione che dipende 
dal raggio, per cui occorre usare la (4.6): il tratto di conduttore compreso tra 1 
raggi r e r + dr ha la resistenza 


dR= q 


dr _ dr 
I ** 4 jtr 2 


La resistenza totale si ottiene per integrazione: 

* = ( 1 1 ì- p Rl ~ Rl 

J 4rr \Ri R 2 ) 4 jz RiR 2 

Numericamente R = 4.18 • IO -4 Q. 


All’espressione (a) si arriva anche con un diverso procedimento Supponia¬ 
mo che tra le armature di un condensatore, mantenute ai potenziali V) e V 2 
rispettivamente, venga inserito un materiale conduttore di resistività q. In esso 
si stabilisce una corrente di densità j legata al campo elettrico E dalla (4.4). Se 
consideriamo una superficie 2 che racchiude una delle armature abbiamo: 


J E • u n dZ = p J j • u n dl 

s s 


=► 


q 

— =£>!=£> 
£ o 


V 1 -V 2 

R 


(b) 


=> RC = qEq . 

Questa formula permette di ricavare espressioni di resistenze da espressioni di 
capacità, in condizioni geometriche equivalenti. Il caso che abbiamo visto è 
quello di un condensatore sferico di capacità C-Ame 0 R 1 R 2 /(R 2 -R{) e da 
questa espressione e dalla (b) si ricava la (a). 


4.20, Due sfere conduttrici eguali sono immerse a grande profondità in acqua 
marina (q - 0.25 £lm): il loro raggio è r = 1 cm, la distanza tra i loro 
centri d = 10 m. Calcolare la corrente che passa da una sfera all’altra 
quando tra di esse ì applicata una d.d.p. V = 10 V. 

Utilizziamo la relazione (b) del problema precedente oltre ai risultati del 
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problema 2.2. Abbiamo due sfere eguali, molto distanti tra loro, con cariche q 
e — q rispettivamente, che si trovano ai potenziali: 





4.21. Un generatore elettrostatico di tipo Van de Graaf ha la testa sferica di 
raggio R = 1.5 m; la cinghia che serve a caricarlo ha una larghezza 
d = 25 cm e trasporta la carica, distribuita con densità uniforme a = 10 
C/m 2 , con una velocità ti = 20 m/s. Si calcoli il lavoro che bisogna 
spendere per far assumere alla testa, inizialmente scarica, il massimo po¬ 
tenziale V M , compatibilmente col fatto di non avere scariche nell’aria in 
condizioni ordinarie di pressione e temperatura. A regime, cioè a potenziale^ 
costante, si preleva dal generatore la massima corrente continua che può 
erogare; calcolare la potenza necessaria per mantenere tale corrente. 

La limitazione al massimo potenziale raggiungibile dalla testa sferica è 
posta dalla rigidità dielettrica dell’aria, E s = 3 • IO 6 V/m: il campo elettrico 
superficiale a 0 / £ o non può superare E s . Detta C = 4jre 0 f? la capacità della 
sfera, si ha: 

y = ± = AjtR2 ?l = ^R => V max = E S R = 4.5 • IO 6 V . 

C 4 k£qR £0 

Il lavoro necessario per portare la testa al potenziale ^max ® 

L = y CV m J = 2 xe 0 R 3 EÌ = 1.69 ■ IO 3 J . 

In condizioni di regime la massima corrente prelevabile è eguale alla cor¬ 
rente trasportata dalla cinghia; in un secondo questa porta alla testa la carica 
distribuita sulla superficie Id, dove / è lo spazio percorso dalla cinghia m un 
secondo, pari a u; quindi 
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q* = avd = 5 • IO -5 — =*> i = 5 • 10 5 A 

^ s 

P = tV M = 225 W. 


4.22. Ael circuito in figura il condensatore è carico a una d.d.p. V 0 ; all’istante 
t = 0 viene chiuso l’interruttore. Dare le leggi con cui variano nel tempo la 
carica e la d.d.p. del condensatore, la corrente che passa nel circuito e il 
lavoro speso nel resistore. Si assuma C — 1 pF, R = 1 M£2, V 0 = 100 V. 

Quando l’interruttore viene chiuso le cariche possono passare attraverso il 
resistore da un’armatura all’altra, dando origine ad una corrente; in tal caso si 
ha una progressiva diminuzione delle cariche sulle armature e della d.d.p. ai 
capi del condensatore. Convenzionalmente si assume che cariche positive passi¬ 
no dall’armatura positiva a quella negativa del condensatore. 

Nell’istante generico f del processo valgono le seguenti relazioni: 

il segno meno essendo necessario in quanto, mentre la corrente è un numero 
intrinsecamente positivo, la carica ha derivata negativa, diminuendo nel tempo. 
Ne risulta l’equazione ( 

j£_ + _!_ = 0 => —— => f- f-^r 

dt RC q RC l q j RC 

=> log—= ——■ => q-qo e » r = RC . 

qo RC 

La costante q 0 = CV 0 è il valore della carica iniziale del condensatore, al 
tempo t = 0. Dall’espressione trovata per q si ricavano quelle per V e i : 

V ^± =Vn e-‘/ RC i= -J2-=l=V<Le-‘' RC . 

v c ’ dt R R 

Sia q che V che i seguono lo stesso tipo di variazione: decrescita esponenziale 
a partire dal massimo valore, quello iniziale. La decrescita è regolata dalla 
costante di tempo z=RC: dopo f = r la grandezza in esame si è ridotta di un 
fattore l/e, dopo 2r di l/e 2 e così via. Anche se teoricamente il valore zero 
sarebbe raggiunto in un tempo infinito, il condensatore risulta in pratica scari¬ 
co dopo un tempo t dell’ordine di qualche costante di tempo: la rapidità della 
scarica dipende dal prodotto RC. 

La potenza dissipata su R e il corrispondente lavoro nel tempo dt sono: 

P ^ Rl i = Yl e - 2 ‘/ RC 

R 



dL = Pdt 
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In un intervallo di tempo finito si spende il lavoro 


L 


je ~ 2t/RC dt = -j CVi (1 - e -2,/ * c ) . 

0 


Per f- » il termine esponenziale tende a zero e si vede che complessivamente 
su R alla fine del processo è stata dissipata l’energia elettrostatica del conden- 

SM ° Numericamente RC - 10‘ • 10- - 1 s, CV.-10- C, V./R - 10- A e 
perciò 


q = lQ-*e~‘ , V = IO 2 e~' , i = IO -4 e~‘ , W = 5-10 3 J. 


4.23. Un condensato « (C = 1 pF) ha un dielettrico di resistività g — IO 10 Sìim 
Se esso è carico a una d.d.p. V 0 = IO 3 V, calcolare dopo quanto tempo la 
d.d.p. ai suoi capi vale 100 V. 

La resistività non infinita del dielettrico permette un passaggio di carica 
attraverso il condensatore. Per calcolare la resistenza di scarica utilizziamo la 
relazione (b) del problema 4.19: 

R = e •§ = 88.5 KQ ■ 

La legge di scarica secondo il problema 4.22 è 

V=V Q e-‘/ RC •*> f = RC log = 0.2 s . 

Il passaggio di cariche attraverso il dielettrico è il principale meccanismo 
con il quale si scaricano tutti i condensatori che siano prima caricati e poi 
lasciati isolati. 


4 24 Nel circuito in figura il condensatore è inizialmente sconco; all istante 
t = 0 l’interruttore viene chiuso. Dare le leggi di variazione nel tempo della 
carica e della d.d.p. del condensatore nonché della corrente che passa nel 
circuito. Calcolare inoltre il lavoro totale fatto dal generatore e quello speso 
su R. Si assuma C = 1 pF, R — 1 M£2, V 0 — 100 V. 

Alla chiusura dell’interruttore il generatore fa affluire cariche sulle armatu¬ 
re del condensatore ai cui capi compare una d.d.p.; l’equazione del circuito e. 

q (t) 

V 0 = V R + V c =Ri(t) + 1 ^- 

con i(r) = dq(t)/dt (questa volta la canea cresce). Otteniamo così: 
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dq + Q -¥±-o => dq _= - -=L . 

dt RC R q-CV 0 RC 

Integrando tra l’istante t = 0 in cui q = 0 e ristante generito t otteniamo 
log q ~ =-— e in definitiva: 

8 -CV 0 RC 


q = CV 0 ( l-e~'/* c ) , y c = -1 = y 0 (1 - e-' /HC ) , 


■ - dg _ y o ~ _ Ji. e -’i Rc 

1 dt R R 

La carica e la d.d.p. del condensatore tendono a un limite finito, raggiungibile 
in teoria dopo un tempo infinito, in pratica dopo alcune costanti di tempo; la 
corrente invece decresce esponenzialmente tendendo a zero. 

Il lavoro speso dal generatore in un tempo t è: 



Il lavoro totale fornito dal generatore nel processo di carica del condensatore è 
CVi: di questo 1/2 CVi va in energia elettrostatica e quindi la restante parte 
1/2 CVi è dissipata m R per effetto Joule, come si può verificare direttamente 
integrando l’espressione Ri 2 dt tra zero e infinito. 

Senza eseguire nessun calcolo si poteva osservare che la corrente nel cir¬ 
cuito è la stessa sia nel processo di carica che in quello di scarica per cui il 
lavoro speso su R è lo stesso nei due casi. Nella scarica L è fornito dal 
condensatore (L=W), nella carica lo stesso L è fornito dal generatore che 
quindi eroga il lavoro 2W= CVi. 

Numericamente 

q = 10 _4 (1 - e~') , y=10 2 (l-r') , i= IO" 4 e~' , 

L = IO -2 J , L* = W = -| = 5-10~ 3 J . 


4.25. All’istante t = 0 viene chiuso l’interruttore nel circuito in figura. Calcolare 
il valore massimo della d.d.p. ai capi del condensatore e la costante di 
tempo del sistema se V 0 = IO 3 V, R 0 = 5 KÌ2, C = 10 pF, R = 15 K£2. 

All’istante generico t dopo la chiusura dell’interruttore valgono nel circuito 
le seguenti relazioni: 

V 0 -R 0 i(t) = V(t)=^- 

,, A V(0 . dq(t) .... y(f) dV(t) 

lW R~ ~di R +L ~dT 
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Riordinando e prendente V(r) come funzione incognita si ottiene: 

dV ! y y o -Q 

dt R'C RqC 


dove R' è il parallelo di R e R 0 - Questa equazione si integra per separazione 
delle variabili; imponendo la condizione iniziale V = 0 per t = 0 si ha: 


y= 


R 

R + Rq 


y 0 (i - e~‘ /R,c ) 


La d d p ai capi del condensatore tende al valore RV 0 / (R + Rq) con costante 
di tempo R'C = RR 0 C/(R + R 0 ). Il risultato era facilmente prevedibile: in con¬ 
dizioni di regime il condensatore non influisce più sulla distribuzione delle 
correnti e la d.d.p. ai capi di R (e di Q è V = y 0 - ; m a i = V 0 /(K + R o) 

e perciò 


V=V 0 


d _ R y n 

R °R + R 0 r + r o 


Un altro metodo di soluzione si può avere sfruttando il teorema di 
Theveiiin; se consideriamo il condensatore staccato dal resto del cir¬ 
cuito dai suoi estremi si vede la resistenza R' = RRq/ ( R + ^o)> mentre la 
d.d.p. a vuoto è quella ai capi di R, V' = RV 0 /(R + R 0 ): il condensatore 
dunque vede un generatore di f.e.m. V' e resistenza interna R per cui la legge 
di canea è 



L’espressione numerica di V(t) è 
y(r) = 750 (1 - e -,/3 75 ' 10 ‘ J ) V : 

il valore finale di 750 V può considerarsi raggiunto dopo circa 0.15 s. 

Secondo quanto visto nel problema 4.23 il circuito studiato ora può essere 
assimilato al circuito equivalente per la carica di un condensatore con dielettri¬ 
co a resistività non infinita: ai capi del condensatore bisogna infatti immaginare 
in tal caso la presenza di una resistenza di perdita. 


4.26. 1 condensatori in figura sono carichi ai potenziali y 0 ,i = 500 V e 
y 02 = 200 V; i valori delle capacità sono Cj = 2 pF e C 2 = 4 pF, la 
resistenza vale R = 3 MSI. All’istante t - 0 viene chiuso l’interruttore. Cal¬ 
colare come variano nel tempo le cariche e i potenziali dei condensatori e 
la corrente nel circuito. Dare inoltre il valore del lavoro totale speso su R. 

Quando viene chiuso l’interruttore c’è un flusso di cariche dal punto a 
potenziale maggiore a quello a potenziale minore; la carica gì e il potenziale 
V x del condensatore Ci decrescono, l’opposto succede per q 2 e V 2 . La corrente 
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si può scrivere i = ~dqi/dt = dq 2 /dt e l’equazione del circuito in un istante 
generico è 


4l = 7?ì + 4l 


V . V 

o, l ■ -/A W » .ff o—o s 

* 1 


Se denviamo nspetto al tempo, usiamo le definizioni della corrente e 

111 di 1 „ 

definiamo — = —- + , otteniamo R —— + — i = 0 da cui integrando 

C Cj 0>2 dt c 

i = ioe -'/*c 

All’istante r = 0 la corrente vale i 0 = (Vó.i - V 02 )/R e quindi 

i = e ~'/* c = IO" 4 e -’/* A . 

R 

Nella costante di tempo compare la serie delle capacità: e in effetti per la 
corrente le due capacità appaiono in sene. 

Nota la corrente si possono determinare le canche dei condensatori: 


dq 2 

dt 


dq 2 = V 9 .. LZ ..^ e -/RC 
* R 


=> q 2 = -C (Vó i ~ Mu) e ~ ,/RC + cost . 


La costante si determina in base al fatto che per t — 0 q 2 = C 2 V 0 ,2 
e risulta _ 2 - (C t V q.i + C 2 V 0 £)\ l’espressione finale della carica q 2 è 


quindi 


C! + C 2 ' 


q 2 = (Cj V 0ì1 + C 2 V 0 , 2 ) - C(V 0 ,i - V oa )e^ RC 

Cj + c 2 


In modo analogo si potrebbe calcolare qi, ma conviene ricorrere alla conserva¬ 
zione della carica: in ogni istante deve essere <?i + <? 2 = <?o = C 5 Vó.i + C 2 VÓ .2 
per cui 

q i = (Q V 0 .i + C 2 V 0t2 ) + C(V 0 ,i - V 0 . 2 ) e~‘' RC . 

Per r—> oo le cariche tendono ai valori 


91 ■ crh 2 qo 


c 2 

qt ~c^c 2 qo 


Note le cariche, sono note le differenze di potenziale: Vj = q\/ C 5 e 
V 2 — q 2 j C 2 . Passando ai numeri 

9i = 6 • IO" 4 + 4 • 10" 4 e-' /4 C , ? 2 =12 • IO" 4 -4 • IO" 4 e"' /4 C , 
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Vi = 300 + 200 e ~ ,/4 V , V 2 = 300 - 100 e ~ ,/4 V 

qi „ = 6 • IO -4 C , i ? 2 ,o° = 12 • 10 4 C , Vj oo = V 2 , ~ = 300 V . 

Infine, il lavoro speso su R vale 

L ~^Ri 2 dt - Wljp te) | e -*!*c dt =1 C(V 0 ,i - V 0 , 2 ) 2 - 6 • IO -2 J . 
o o 

Abbiamo così ritrovato tutti i risultati del problema 2.7; in particolare 
notiamo che il lavoro speso su R è proprio la differenza tra energia elettrosta¬ 
tica iniziale e finale del sistema. 


4.27. Un condensatore (C = 10 nF) viene caricato attraverso un resistore (R = 15 
K£!) mediante un generatore (V 0 = 300 V). Una lampadina al neon L, 
avente un potenziale di innesco V 1 = 200 V e uno di disinnesco V 2 = 100 
V, è connessa in parallelo al condensatore. Assumendo che il tempo di 
scarica della lampadina sia trascurabile, determinare l’intervallo di tempo 
tra due accensioni successive. 

La lampadina si può schematizzare come un elemento di circuito avente 
resistenza infinita finché la d.d.p. ai suoi capi è minore di Vj e resistenza nulla 
non appena si raggiunge Vy A questo punto la lampadina permette il passag¬ 
gio della corrente che avviene finché la d.d.p. ai suoi capi scende al valore V 2 , 
in tali condizioni la lampadina si spegne, la sua resistenza diviene infinita e 
occorre attendere che si ristabilisca la d.d.p. V l per avere una nuova accen¬ 
sione. 

Nel circuito in figura il condensatore viene caricato dal generatore fino ad 
avere ai suoi capi la d.d.p. Vy, si innesca allora la scarica attraverso L che 
dura un tempo trascurabile rispetto al tempo di carica; quando la d.d.p. ai 
capi di C è scesa a V 2 , cessa la scarica ed ha inizio una nuova carica attraverso 
R. Sappiamo dal problema 4.24 che la legge di carica è 

V = V 0 (l - e~ t/RC ) ; 

i valori Vj e V 2 sono raggiunti ai tempi h e t 2 : 

y^VoCi-e"' 1 ^ 0 ) , V 2 = V 0 {l-e-"l RC ) , 

= e (M-«.y*c t 12 = RC log “ 104 m- s • 

V Q -Vj V Q -V 1 

# * * 

NOTA 

Studiando i circuiti RC abbiamo trovato che le variazioni nel tempo delle 
grandezze interessate sono di tipo esponenziale decrescente: 
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I 

! 

! f(t)=Ae ~‘, g(t) = B( . 

1 Nel primo caso f(t) tende a zero al crescere del tempo e A è il suo valore 

iniziale, per t = 0; nel secondo caso g(t) tende al valore B al crescere del 
tempo. La rapidità del fenomeno è governata dalla costante di tempo x: più 
piccola è r più rapida è la decrescita o la crescita della funzione, dopo un 
tempo dell’ordine di qualche x il fenomeno variabile è praticamente cessato. 

Nella figura sono riportati gli andamenti per A = B = 1 e r=l s. 



Se t è molto minore di r si può sviluppare f{t) m serie e arrestarsi al 
primo termine: 

t) ; 

analogamente g(t)= — t. 

x 

Le stesse condizioni valgono per una funzione esponenziale di una qualsia¬ 
si variabile, come f(x) = A e -hx . È importante osservare che l’argomento del¬ 
l’esponenziale deve essere adimensionale, per cui la vanabile è sempre accom¬ 
pagnata da una costante che ha le dimensioni inverse: se x è una lunghezza, K 
si misura in m -1 e così via, l/.K dà sempre la rapidità di variazione del 
fenomeno. 

* * * 


CAPITOLO 5 


MAGNETOSTATICA NEL VUOTO 


5a. Una corrente elettrica continua genera nello spazio circostante un 
campo magnetico B legato alla densità j della corrente dalla relazione 

rot B = Po j , t 5 - 1 ) 

la costante Po è detta permeabilità magnetica del vuoto. All’equazione differen¬ 
ziale (5.1) corrisponde la relazione integrale, detta teorema di Ampère, 

r c (B) = j> B*dl = p 0 * • ( 5 - 2 ) 

C 

La circuitazione di B è estesa ad una qualunque linea chiusa C concatenata 
con la corrente di intensità t La (5.2) è utile per determinare il campo B in 
casi di particolari simmetrie; in generale però, è necessario per il calcolo di B 
fare uso anche della sua proprietà di essere solenoidale, 

divB = 0 , (5-3) 

ovvero, in termini integrali, del fatto che è nullo il flusso di B attraverso una 
qualsiasi superficie chiusa: 

d>x(B) = f B*u„dX=0 . (5 4) 

v 

Le (5.1) e (5 3) sono le equazioni di Maxwell per la magnetostatica nel vuoto, 
ossia per quella parte dell’elettromagnetismo che riguarda le azioni magnetiche 
nel vuoto dovute a correnti elettriche continue. Esse sono lineari nel campo B 
e quindi è lecito applicare il principio di sovrapposizione, analogamente a 
quanto visto per l’elettrostatica (paragrafo la ). 

5b. La presenza in una regione di spazio vuoto di un campo magnetico B 
è messa in evidenza dalla forza su una carica elettrica q m moto con velocità 
v. Tale forza detta forza di Lorentz, vale 

F = ?»xB 


« 


(5.5) 
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La (5.5) può essere usata come definizione di B che risulta così dato esclusiva¬ 
mente tramite grandezze meccaniche e la nozione di carica elettrica (')■ 

La forza di Lorentz dà origine a due effetti che nel caso più generale si 
sovrappongono, ma che per adesso enunciamo separatamente. Il primo, che 
studieremo nel prossimo capitolo, consiste nel fatto che aH’intemo di un con¬ 
duttore in moto con velocità v in un campo magnetico B le cariche, a causa 
dell’azione della forza di Lorentz, tendono a ridistribuirsi dando origine a forze 
elettromotrici. Il secondo effetto, che ci interessa ora, si manifesta quando un 
conduttore m quiete, percorso da una corrente i, si trova m un campo magne¬ 
tico B : sulle cariche che costituiscono la corrente agisce la forza di Lorentz e 
l’impulso acquistato da queste si trasmette al conduttore medesimo che risulta 
essere sottoposto nel suo complesso a una forza. 

Nel caso di un circuito filiforme C tale forza ha l’espressione 

F=;JdlxB (5-6) 

c 

essendo di l’elemento infinitesimo di circuito. La (5.6) può essere pensata 
come risultante di infinite forze infinitesime, ciascuna applicata al singolo trat¬ 
tino di. 

dF = i di X B (5.7) 

Questa relazione è conosciuta come seconda formula elementare di Laplace. 


5c. Se vale la (5.3) si dimostra che il campo B può essere espresso come 
rotore di un altro campo vettoriale A, chiamato potenziale vettore ( 2 ): 

B = rotA . (5-8) 


Il potenziale vettore è legato m generale alla densità di corrente; nel caso 
particolare di un circuito filiforme si arriva all’espressione 



(5.9) 


l’integrazione è estesa a tutto il circuito; r è la distanza tra il trattino di di 
circuito e il punto m cui si calcola A. Dal potenziale vettore tramite la (5.8) si 
passa al campo B dato, sempre per un circuito filiforme, dalla legge di Biot- 
Savart: 


= M- <[ dlXr . (5.10) 

Ak J r 3 
c 


(') Per il problema legato alla misura di una canea m movimento si veda, per esempio, E M 
Purcell, Elettricità e Magnetismo, Zanichelli 1971, Parie I, pag 177 

( 2 ) Il potenziale vettore è qui introdotto esclusivamente allo scopo di familiarizzare U lettore 
con questo concetto, ne faremo uso solo m alcuni casi semplici 
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Come per la (5.6) si può pensare B come multante di infiniti contribuì! infini¬ 
tesimi, espressi dalla prima formula elementare di Laplace. 


Mettendo insieme (5.6) e (5.10) si ottiene l’espressione dell’interazione tra 
due circuiti percorsi da correnti di intensità n e i ? . La forza risentita dal 
circuito 2 sotto l’azione del campo generato dal circuito 1 è 



Si verifica (appendice paragrafo A9.) che F*.,--^, m accordo col terzo 
principio delia meccanica. 


5d. In base alle leggi date è possibile calcolare il campo magnetico prodoto 
da una spira infinitesima di area dln„, percorsa da una corrente*, inpum 
abbastanza lontani dalla spira. Si trova che il campo ha 1 andamento visto nel 
problema 1.18 con po/4.r al posto di 1/4 jt e 0 e con 

(5.13) 

dp = i<i2u„ 

al posto di p ’. cioè è eguale al campo di un ipotetico dipolo magnetico di 
momento ìp coincidente con la spira. Il verso d, u è legato al verso di 
percorrenza della corrente dalla convenzione della vite desfrog^.daiapuna 
di u si deve vedere circolare la corrente m senso antiorario. La (5 13) e detta 
teorema di equivalenza di Ampère, da essa è _possi_b.ile prevedere che la spira, 
immersa in un campo B, risente, di un,momento onentatore 

dM = dp x B (5 ' 14) 

La (5.14) si estende a una spira piana di forma qualunque, percorsa da una 
corrente i e immersa m un campo B..:J1 momento vale 

M = pxB = i2u n xB , (5 ’ 15) 


dove 2 è l’area della spira e per i versi sussite la convenzione sopra riportata. 
L’espressione (5.15) viene anche usata per un ago magnetico di momento p 

sottopostola^ n ^ e carica q> ruo tante attorno ad un asse, assume un 

momento magnetico p parallelo all’asse; il rapporto tra p e il momento angola¬ 
re L rispetto all’asse si dice rapporto giromagnetico. La sua espressione genera¬ 
le risulta 


G = 


M = g _2_ 

| L | 5 2 m 


(5.16) 


il fattore g è un numero adimensionale che dipende dalla struttura meccanica 
ed elettrica del corpo. Pertanto, per un corpo carico rotante, immerso in un 
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campo B che formi un angolo diverso da zero con l’asse di rotazione, il 
teorema del momento angolare si scrive 

~j~ = M = fiXB = — GBXL ; (5.17) 

è noto come in tal caso il corpo non si orienti con l’asse di rotazione parellelo 
a B, ma preceda attorno alla direzione di B con velocità angolare 

<o p = GB = g B (5.18) 

r ) m 


Se. Sia nel caso dell’energia magnetica, come vedremo più avanti, che 
soprattutto nello studio dei fenomeni di induzione elettromagnetica, ha interes¬ 
se considerare il flusso <£ X (B) del campo magnetico B concatenato con un 
certo circuito; 2 indica una qualunque superficie che abbia il circuito come 
contorno (B è solenoidale!). Tale flusso è in generale la somma di più contri¬ 
buti, dei quali uno è dovuto al circuito stesso (il cosiddetto autoflusso ), gli altri 
ai restanti circuiti distribuiti nello spazio. 

Il flusso 0 kì , concatenato con l’i-esimo circuito e dovuto al k-e simo circui¬ 
to, percorso dalla corrente i k , è proporzionale a quest’ultima, e viceversa 

®k, i = M ktl t k , &i, k = M lìk i, (5 19) 

Si dimostra che M ky , = M ly k ; a tale coefficiente si dà il nome di coefficiente di 
mutua induzione tra i due circuiti: esso dipende dalla forma dei due circuiti e 
dalla loro mutua distanza. 

Analogamente, l’autoflusso di un circuito è proporzionale all’intensità della 
corrente che percorre il circuito stesso- 

0= Li , (5.20) 

dove alla quantità L, dipendente anch’essa esclusivamente dalle caratteristiche 
geometriche del circuito, si dà il nome di coefficiente di autoinduzione. 

L è sempre positivo, invece M può avere segno sia positivo che negativo, 
a seconda dei versi delle correnti nei vari circuiti (anche ai flussi si attribuisce 
un verso in relazione all’orientazione della superficie su cui sono calcolati, 
orientazione a sua volta legata al verso della corrente dalla convenzione della 
vite destrogira; si assume pertanto 0 kì , positivo, e con esso M kyl , se ha verso 
concorde con l’autoflusso del circuito). 


5f. In una regione di spazio vuoto, sede di un campo magnetico B, è 
distribuita energia magnetica con densità 



(5.21) 


e pertanto in un volume finito si trova l’energia 
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i, è la corrente che percorre il k-e simo circuito e 4> k il flusso di B, concaten 
to con esso, generato da tutti i circuiti. Per un solo circuito si ha 

^ (5.24) 

W=i0 

Le relazioni (5.22) e (5.23) rispecchiano il dualismo di interpretazione già 
trovato te elettrostatica: l’energia può essere pensata legata al campo o alle 

*° rg Quanto tsfó^nel paragrafo precedente permette di suddividere la (o.23) in 
due parti, una detta energia mutua , legata alle posizioni relative dei arcuiti, 

Wi^tS, l * k ’ (5 ' 25) 

l 1 1 

e una detta autoenergia o energia intrinseca 



(5.26) 


Dall’energia magnetica W si può pensare di ricavare le forze> e -.i ®°»e n £ 
che agiscono su circuiti percorsi da corrente immersi m campi magnetici. Se c 
MuS come iremo nella maggior parte dei casi, a quei ““ 

l’intensità della corrente è mantenuta costante in tutti i arcuiti, 1 energia 
gnedca non è l’unica forma di energia presente. Occorre infatti considerare Ae 
quando un circuito si muove in un campo B possono avere origine J°r 
dettromotrid indotte, contro le quali bisogna spendere lavoro se si vuole man- 
SSe coSnte la cocente; oltre a ciò vi è ovviamente dissipazione di energia 
per effetto Joule. L’energia totale W T è perciò diversa da 
Tuttavia si dimostra che la componente nella direzione * della forza esercitata 

dal campo sul Ar-esimo circuito è 


SWr _ aw _ ; 30 k 

Qx dx lk dx 


(5.27) 


in altre parole, l’energia magnetica , pur non essendo l’energia totale e semplice¬ 
mente l’opposto di questa ; essa è cosi ancora utile per i calcoli di forze, mo¬ 
menti lavori, purché le si cambi il segno. Ad esempio, per ll , lavoro ® lem ® nta ' 
re corrispondente ad uno spostamento del fc-esimo circuito, 1 espressione 


dL = dW = i k d0 k 


(5.28) 
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Poiché le intensità sono costanti, alle dette relazioni non contribuiscono le 
parti di autoenergia, ovvero gli autoflussi, sempre che i circuiti non subiscano 
deformazioni. Cioè & k che compare nelle (5.27), (5.28) è dovuto solo agli altri 
circuiti o, meglio, essendo la parte dovuta al circuito stesso costante, essa 
scompare quando si eseguono derivazioni o differenziazioni; così, pur essendo 
W= Wj + W 2 , quando compaiono variazioni basta considerare in cui gli 
M sono variabili con la posizione, essendo W 2 costante. 

Un’importante conseguenza di (5.27) e (5.28) è che per un circuito la 
posizione di equilibrio è quella in cui la sua energia magnetica è massima. 

Nel suo complesso questa situazione a corrente costante ricorda quella 
vista per i processi elettrostatici a potenziale costante. 


5g. Le dimensioni delle nuove grandezze introdotte in questo capitolo sono: 


flusso di B 

joule 

ampere 

= volt ■ s = weber 

Wb 

campo magnetico 

weber 

m 2 

m 

tesla 

T 

potenziale vettore 

weber 

m 


Wb 

m 

momento magnetico 

ampere • m 2 

Am 2 

rapporto giromagnetico 

coulomb 

kg 


C 

kg 

coefficiente di mutua induzione 

weber 

ampere 

= ohm • s = henry 

H 

coefficiente di autoinduzione 

henry 


H 

La permeabilità magnetica del vuoto ha le dimensioni H/m e per essa è 
fissato il valore po = 4.?r • IO -7 H/m (di qui e dalla relazione c 2 =l/e 0 p. 0 
deriva il valore di eq dato nel primo capitolo). 

^Nella pratica come unità di misura di B viene spesso usato il gauss, pan a 


Ricordiamo inoltre che nei sistemi atomici il momento angolare 
viene misurato rispetto all’unità k/2jz = 1.055 ■ IO -34 Js, dove h è la co¬ 
stante di Planck, pari a 6.625 ■ IO -34 Js. Per ì momenti magnetici atomici si 
assume come unità di misura il magnetone di Bokr, 

= = 0.928 • IO" 23 Am 2 ; 

2m 2x 

e ed m sono la carica e la massa dell’elettrone. 


* * * 
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5.1. Al giogo di una bilancia è sospesa una spira rigida conduttrice rettangolare, 
larga b- 2 cm. La parte inferiore della spira è immersa in un campo 
magnetico uniforme B, ortogonale alla spira. Se in questa viene inviata una 
corrente i = 1A con verso opportuno, si osserva che per neqmhbrare la 
bilancia occorre una massa m = 40 • 10 3 g. Calcolare il modulo di B. 

Il lato AC della spira, sottoposto al campo magnetico, risente di una forza 
in quanto è percorso da corrente. La forza elementare agente sull elemento 
infinitesimo è data dalla (5.7); essa è paralle la all’a sse^z ed^anche conporde, 
visto, che _per _riottenere_ l’equilibrio ^occorre_aggiungere .la_massa.^L sull altro 
piatto della bilancia... Essendo B uniforme le forze 
elementari sui "singoli trattini sono tutte eguali e la 
forza totale è ' ' * 

¥=iBbu z tr 

Sempre applicando la (5.7) si verifica che sui 
tratti verticali di spira sottoposti al campo B agi¬ 
scono forze eguali e contrarie, con risultante nulla 
(e momento nullo). Quindi, in equilibrio. mg = iBb ovvero 

g -. m L = 196 • 10" 4 T = 196 gauss . 
ib 


5.2. Una spira rettangolare rigida, di lati AB - a - 10 cm e BC b 20 cm, ha 
una massa per unità di lunghezza m = 0.05 g/cm. Essa può ruotare senza 
attrito attorno al lato AB ed è percorsa da una corrente i = 6A nel verso 
indicato in figura. Determinare il modulo,eJ^enp_J^l can^ magnetico B, 
unif orme e paraltetrà iràsse Y, chr P roduc e__una.ro tazione. della spira verso 
il Ettore di8=~l2°~rispetto ai-piano del disegno. CalcolareJnoltce_.iLlavorp_ 
compiuto dal camp o _ sulla jpira_per_produrre.detta rotazione. 

Nelle condizioni di equilibrio, individuate dall’angolo 8 formato dal piano 
della spira col piano x,y, il modulo del momento rispetto all’asse * delle forze 
magnetiche eguaglia quello del momento, rispetto allo stesso asse, delle forze 
peso. Il primo vale, per la (5.15), 

M m = pBsen^^-— 8^j — P-BcosQ , 

dove_per.A_.YA inteso iLprodotto i2— iab. Per il secondo, 
vediamo che la massa totale è 2 (a + b)m\ il centro di mas¬ 
sa dista b/2 dall’asse e quindi il momento risultante delle 
forze peso è 

M p - mb(a + b)gs&n8 
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L’eguaglianza tra i due momenti dà per il modulo del campo 


1 4- tg0= 5,21 • 10~ 3 T . 


Per quanto riguarda il verso di B notiamo che p è diretto verso il lettore e M m 
è discorde all’asse x, visto come mota la spira; ne segue che B è concorde 
all’asse y. 

Il lavoro compiuto dal campo sulla spira si ottiene integrando il m omento: 
L = ^M m d 8 = iabB^cosddd= iabBsend = 0.13 • 10~ 3 J . 


Oppure si può utilizzare la (5.28): 


: | d 


B-Tcosl — — 8 \ - ìabB 


Jd(sen0) : 


: ìabB sen0 


5.3. Una bobina quadrata di lato l = 5 cm, costituita da N = 10 spire, è percorsa 
da una corrente i =4A nel verso indicato ed è posta in un campo uniforme 
B, parallelo al piano x,z contenente la bobina, con direzione e verso eguali 
a quelli dell’asse z. All’asse AA della bobina (asse x) è collegata un’asta BB 
(asse y) su cui può scorrere senza attrito una massa m = 20 g. Determinare 
il modulo del campo B, sapendo che affinché la bobina rimanga in equili¬ 
brio nella porzione della figura occorre spostare la massa m dall’origine di 
y — 25.5 cm, e l’errore AB se l’errore di posizionamento è Ay = 1 mm. La 
stessa bobina, senza l’asta BB e la massa m, lasciata libera di ruotare 
attorno all’asse AA, assume una nuova posizione di equilibrio. Determinare 
qual è questa nuova posizione e calcolare il valore del momento d’inerzia 
della bobina rispetto all’asse AA sapendo che il periodo delle piccole oscilla¬ 
zioni intorno alla posizione di equilibrio è T — 3.14 s. 


Il momento magnetico della bobina è 
p = Nil 2 u y 

(somma dei contributi delle singole spire) e il 
momento M m = p X B tende a portare p paral¬ 
lelo e concorde a B: stando sull’asse x positivo 
si vedrebbe l’asta BB ruotare in senso antiora¬ 
rio. Per equilibrare tale effetto la massa m si deve spostare lungo l’asse y 
positivo così che 

mgy = pB => B = = -I I - = 0.5 T. 

p Nri 

Essendo y t B proporzionali 



AB _ Ay 

B~ y 


AB = -Q- B = 2 ■ IO -3 

y 


T 
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? —^In assenza dell’asta BB e della massa, la posizione di equilibrio stabile è 
"quella in cui p è parallelo e concorde a B (bobina nel piano x,y). Per le 
piccole oscillazioni il teorema del momento angolare si scrive 



con a> 2 = (2jt/ Tf = pB// per cui 


pBT 2 Nil 2 BT 2 
4zt 2 4jr 2 


12.5 • IO -3 Kgm 2 . 


5.4. Un sottile filo di alluminio, di diametro d = 10 pm, è libero di scorrere 
senza attrito su due guide metalliche parallele e orizzontali, di resistenza 
elettrica trascurabile. Il filo può essere alimentato da un generatore di cor¬ 
rente costante ed è immerso in un campo magnetico uniforme, ortogonale al 
disegno. All’istante t = 0 si chiude il circuito di alimentazione e il filo si 
muove versò destra scorrendo sulle guide. Si constata che al tempo t = t o 
esso ha una velocità v 0 = 200 m/s, ha percorso uno spazio l = 3 mm e ha 
una temperatura superiore di 50°C a quella iniziale. Calcolare i valori di i e 
B. Le costanti fisiche del filo sono: calore specifico c = 920 J/Kg°C, densità 
5 = 2.7 ■ IO 3 Kg/m 3 , resistività Q = 2.8 ■ IO -8 Slm. Si supponga il filo ter¬ 
micamente isolato e con resistenza costante. 

Se il filo è termicamente isolato e la sua resistenza è costante, scriviamo 


' Ri 2 t 0 = mcAT . 

.-V,c L fVi 

con R = pb/Z, m = dg2>, I=ztd 2 / 4. Occorre dunque 
conoscere il tempo f 0 . La forza cui è sottoposto il filo è 
costante e vale F= ibB: il moto è uniformemente acce¬ 
lerato per cui 



/ = y at ° ’ v ° = at ° 


3 • IO -5 s 


Riprendiamo la formula (a) del bilancio energetico effettuando le sostitu- 


òcAT \ 1/2 


^ 0.96 A . 


Il campo magnetico a sua volta si ottiene da 

_ R ma SìSvq __ ^ 

ib ib ito 
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5.5. Una sbarra metallica conduttrice, prismatica a sezione rettangolare (a = 0.2 
cm, b = 1 cm) è percorsa da una corrente i = 100A ed è immersa in un 
campo magnetico uniforme B, di modulo 2T. Il verso della corrente è 
ortogonale alla direzione di B, come mostrato in figura. Calcolare modulo e 
verso del campo elettrico trasverso E H , diretto secondo l’asse y, che compare 
nella sbarra. Il numero di elettroni di conduzione per cm 3 è n = 5.86 • IO 23 . 


Nei conduttori metallici il passaggio della corrente è dovuto al moto degli 
elettroni di valenza. Sotto l’azione di un campo elettnco esterno, per esempio 
quello applicato connettendo un generatore ai capi del conduttore, si sovrappo¬ 
ne al moto disordinato un moto con velocità parallela al campo elettrico. Se il 
conduttore è immerso in un campo magnetico gli elettroni risentono 
della forza di Lorenz (5.5); cioè, per il fatto di muover¬ 
si, un elettrone di conduzione è sottoposto al campo 
elettrico 


E = - 


»XB 



E H =-E=-tiXB 


Nella situazione della figura v è diretta in senso 
contrario alla densità di corrente j. infatti convenzional¬ 
mente si attribuisce il passaggio di corrente al moto di 
fittizie cariche positive. Il campo E risulta parallelo e concorde all’asse y e la 
forza che gli elettroni nsentono è, a causa del segno negativo della loro carica, 
parallela e discorde all’asse y. Questo fatto tende a fare accumulare elettroni 
verso il lato 1 della sbarra con il che si crea un campo antagonista E H il quale 
tende a impedire un ulteriore amvo di cariche negative (proprio per repulsione 
elettrostatica). Si ha equilibrio quando 

Il campo Eh risulta così parallelo e discorde all’asse y, 
diretto dal lato 2 al lato 1. 

Il calcolo del modulo di E„ richiede il calcolo della velocità degli elettroni 
di conduzione, che si effettua in base alle considerazioni seguenti. La carica 
che per secondo e per unità di sezione attraversa il conduttore è data per 
definizione dal modulo della densità di corrente (paragrafo 4a.): essa è eguale 
a quella contenuta entro un prisma avente base unitaria e altezza v, se v è la 
velocità delle cariche (infatti in un secondo le cariche percorrono una distanza 
pari a v). Pertanto j = qv essendo p la densità di carica nel volume suddetto; 
detto n il numero di elettroni per unità di volume, e la carica dell’elettrone, 
abbiamo p — — ne e quindi 

j = —nev , Eh = —- j X B 


ne 


Il modulo vale E H = iB/neab = 1.07 • IO -3 V/m. 

Il fenomeno visto si chiama effetto Hall (trasversale). Al campo elettrico 
Eh corrisponde, tra punti sui lati 1 e 2 aventi la stessa coordinata x la forza 
elettromotrice % H - E H b = 1.07 • IO -5 V. Per quanto piccola questa f.em. dà 


luogo a correnti apprezzabili se i due punti in questione sono connessi con un 
filo metallico, che può facilmente presentare resistenza inferiore a IO -3 Q. 
Dalla misura della corrente si deduce il valore di E H e quindi il valore di B. 
Nella pratica le sonde a effetto Hall sono molto usate per la misura di campi 
magnetici. 

Notiamo che lo stabilirsi del campo Eh nel metallo sottopone il reticolo 
cristallino (positivo) a una forza parallela e concorde a Eh', se la sbarra non è 
vincolata, essa entra in movimento secondo il verso negativo dell’asse y, cioè 
esattamente secondo di X B, come previsto nella seconda formula di Laplace 
che, del resto, si può ricavare direttamente dalla forza di Lorenz. Il caso fisico 
ora illustrato mette in evidenza qual è il meccanismo che dà origine alla forza 
macroscopica risentita dal conduttore. 

Una conseguenza interessante delle formule viste è la seguente. Il campo 
Eh dipende dalla velocità delle cariche che determinano la corrente; in partico¬ 
lare il suo verso, e quindi il segno di % H , danno il verso della velocità; allora 
una misura del segno di % H permette di dedurre il segno dei portatori di 
carica nel conduttore, cioè se la corrente è dovuta a cariche positive che vanno 
nel conduttore dal polo positivo a quello negativo del generatore oppure a 
cariche negative che si muovono in verso opposto; si noti che nei due casi la 
densità di corrente j = qv ha lo stesso verso. 

Infine, dalla misura di % H in un campo magnetico B noto si può ricavare 
n = iB/eab% H , cioè il numero dei portatori di carica per unità di volume. 


5.6. Un tratto di filo conduttore, di estremi P e Q, posto nel piano x, y, è 
percorso da una corrente i ed è immerso in un campo magnetico uniforme 
B. Dimostrare che la forza agente sul filo è F — i PQ X B c ricavare la 
forza totale che agisce su un circuito chiuso piano percorso da corrente e 
posto in un campo magnetico uniforme. 

Assumiamo come asse x la congiungente i punti P e Q. Sull’elemento di 
filo di = dxu x + dyu y agisce la forza dF = idi X B: 

dF = i(dxn x + dy\i y ) X (B x n x + B y u y + B 2 u.) 

= i[B z dy\i x - B z dx\i y + (Bydx - B*d;y)u 2 ] . 

La forza totale F è data dall’integrale vettoria¬ 
le tra P e Q di dF: dei quattro termini però il 
pnmo e l’ultimo danno risultato nullo in quanto P 
e Q hanno la stessa coordinata y e il campo è uniforme. Quindi 

F = —iB z | PQ | u y + iB y | PQ | u 2 = iPQ X B ; 

la seconda eguaglianza si ricava scrivendo i vettori in forma cartesiana e ricor¬ 
dando che PQ è parallelo all’asse x. In conclusione la forza dipende esclusiva¬ 
mente dagli estremi e non dalla lunghezza e dalla forma del filo. 

Se ora si chiude il circuito con un tratto diverso di filo da Q a P, sempre 
restando nel piano x,y, si trova allo stesso modo F = iQP X B e la risultante 
delle forze magnetiche risentite dall’intero circuito chiuso è nulla. Il risultato si 
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può facilmente estendere a circuiti di forma qualunque (non piani). Ritornando 
al caso in esame, l’assenza di una forza risultante non vuol dire che non c'è 
alcuna azione magnetica. Sappiamo infatti che il circuito risente di un momen¬ 
to M = fi X B = ±ilu z X B: Ì è l’area del circuito e il segno dipende da come 
si chiude il circuito da Q a P, cioè dal verso della corrente. 


5.7. Calcolare il campo magnetico prodotto da un filo conduttore rettilineo inde¬ 
finito di sezione trascurabile percorso da una corrente i = 1A in un punto P 
distante y = 1 m dal filo. Calcolare inoltre l’energia magnetica per unità di 
lunghezza. 

Impostiamo il calcolo sulla base della prima formula di Laplace (5.11) 
adottando ì simboli indicati m figura. Il campo infinitesimo prodotto m P 
dall’elemento di filo ds = dxu x posto m Q vale 

poi ds X r Jn _ p 0 i sen Qdx 

— . ■ 1 *> ^ . ? 

Azi r 3 4;r r A 


Esso è diretto verso il lettore, ortogonalmente 
al disegno, se la corrente scorre secondo il ver¬ 
so positivo dell’asse x. Conviene espnmere x e 
r m funzione di 6 e y\ precisamente r 
sen(;r - 6) = r sen 6 = y da cui r 2 = y 2 / sen 2 0 e 
xtg(rr — d) = -xtgd = y da cui dx = ydd/sen 2 Q. 

Effettuando queste sostituzioni e integrando (ì campi elementari sono tutti 
paralleli e concordi): 




Il campo dipende esclusivamente dall’intensità di corrente e dalla distanza dal 
filo: esso ha lo stesso valore m tutti ì punti di una superficie cilindrica coassiale 
al filo cui è tangente mantenendosi nel contempo ortogonale al filo. In altre 
parole, le linee di B sono circonferenze concentriche al filo, poste in piani 
ortogonali ad esso; il verso è legato a quello della corrente dalla solita conven¬ 
zione destrogira. 

Più m generale, in un punto di coordinate (x,y,z) distante r= (y 2 + z 2 ) 1 ^ 2 
dall’asse x che coincide col filo, il modulo del campo vale 



Se si invocano considerazioni di simmetna, basate anche sull’osservazione 
delle linee di campo fatta con la limatura di ferro, il calcolo di B è immediato 
tramite il teorema di Ampère (5.2). Come linea di integrazione si prende una 
circonferenza di raggio r con centro sul filo e ortogonale a questo. Il campo B 
è costante m modulo nei punti della circonferenza e parallelo a di; perciò 
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B*dl = B 11 di = 2zvB = poi => B = ^°* 

2 Tir 


Abbiamo qui un esempio dell’utilità del teorema di Ampère m casi dotati 
di simmetria, che ci ricorda l’uso del teorema di Gauss m elettrostatica. 

Numericamente, per r=l m e i = 1 A, B = 2 ■ IO -7 T. Si potrebbe assu¬ 
mere questo caso come definizione dell’unità di misura di B: a un metro di 
distanza da un filo rettilineo indefinito percorso da una corrente di un ampere 
il campo magnetico vale 2 • IO -7 T. La definizione è però concettuale, vista 
l’impossibilità pratica di realizzare un filo rettilineo indefinito. 

Per il calcolo dell’energia magnetica usiamo le espressioni (5.21) e (5.22)- 
in una guaina cilindrica infinitesima, coassiale col filo, di altezza unitaria e 
superficie di base di = Inrdr, cioè compresa tra i raggi r e r + dr, è contenu¬ 


ta l’energia 

dWt = 


£_ 

2po 



dr 

r 


e quindi l’energia totale per unità di lunghezza 


avendo indicato con R il raggio del filo che, per quanto di sezione trascuiabile, 
è pur sempre di dimensioni finite (')■ L’energia risulta infinita- ancora una 
volta si trova un risultato assurdo m quanto il sistema, filo di lunghezza infini¬ 
ta, non ha realtà fisica; le (a) e (b) sono però importanti, come casi limiti di 


situazioni reali. 


5.8. Una spira rettangolare rigida (a = 5 cm, b = 20 cm) è posta a distanza 
y = 10 cm da un filo rettilineo indefinito percorso da una corrente i i = 10 
A. La spira e il filo appartengono allo stesso piano. Calcolare il flusso di B 
attraverso la spira e il coefficiente di mutua induzione del sistema. Se la 
spira stessa è sede di una corrente i 2 = 1.5 A calcolare l’energia mutua 
filo-spira e la forza esercitata dal filo sulla spira per i due possibili versi di 
i 2 . 


Il campo magnetico prodotto dal filo indefinito ha il modulo 

B = poi\j27ty, secondo la (a) del problema 5.7, e nel _ L _ 

semipiano in cui si trova la spira è diretto verso il 
lettore. Su una superficie infinitesima di area 
dl=bdy. scelta in base al criterio che B sia lo stes¬ 
so in tutti i suoi punti, il flusso vale 


d& = Bdl = 


Poiib 

2 31 


dy_ 

y 


(’) Rimandiamo a! problema 5 14 per il calcolo del campo B tra z 
contributo all’energia è finito 


<r 
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e in totale, attraverso la spira, abbiamo il flusso 

- Pahb , y-r a 
Ik y 

diretto verso il lettore. Per la (5.19) il coefficiente di mutua induzione del 
sistema risulta 

M = log 2±JL = 1.62 • IO" 8 H . (a) 

2 7 t y 

Il valore numerico del flusso è <P = Mi\ = 1.62 • IO -7 Wb. 

Se nella spira circola una corrente i 2 l’energia mutua si calcola dalla (5.25) 
con N — 2 e dalla (5.19): 

w Mo i ì * 2 ^ , y + a . 

W = Mi ii 2 — —log —- = i 2 <P 

2 jt y 

Il segno dipende da quello di M, cioè dal verso di i 2 (paragrafo 5e.). Se la 
corrente circola nella spira m senso antiorario, <P e l’autoflusso sono equiversi, 
M e W sono positivi; poiché, secondo la (5.28), il lavoro delle forze del campo 
tende a portare la spira dove il flusso e l’energia sono maggiori, la spira è 
attratta dal filo. Se invece i 2 circola m senso orano, M e W sono negativi, la 
spira è respinta dal filo. 

La forza si calcola da (5.27): 

P_dW_. d<P _ n 0 iii 2 ab 

dy 2 dy 2 zcyiy + a) 

essa è parallela all’asse y poiché il flusso dipende solo da y. Se la corrente è 
antioraria F è negativa, cioè discorde all’asse y, e quindi attrattiva, come 
abbiamo appena concluso; nell’altro caso, <p-+ — <p e la forza è repulsiva. I 
valori numerici sono 


W = 2.43 • IO" 7 J 


F = 2 • IO -6 N 


Il calcolo della forza può essere condotto per altra via, attraverso la se¬ 
conda formula di Laplace (5.7). Nel caso della corrente antiorana il tratto 
infinitesimo di del lato PQ è attirato dal filo m quanto di X B è rivolto verso il 
filo, mentre per RS si ha repulsione. Le forze risultanti, per i due lati paralleli 
al filo, sono Q 

V P q = Ì 2 j dlXB= -i 2 bB(y)u y , F RS = i 2 b B(y + a)u y . 

p 


Nei punti di PQ il campo vale B(y) = fi 0 ii/2icy, in quelli di RS 
B(y + a) = HQÌ l /2jt{y + a) e quindi 


F — F p Q + F R s — 


Mo*i*2gfr u 
2 3 ty(y + a) y 


Le forze sui lati PS e QR sono eguali ed opposte per cui F è la forza totale 
agente sulla spira. Se la corrente è oraria cambiano di verso i di e di conse¬ 
guenza F diviene — F. 
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5.9. Urta bobina rìgida, quadrata di lato l, formata da N — 10 spire, è posta a 
distanza x = l da un filo rettilineo indefinito percorso da una corrente 
jj = ioo A nel verso indicato in figura; bobina e filo stanno sullo stesso 
piano orizzontale. Quando la bobina è percorsa da una corrente i 2 bisogna 
applicarle una forza F= 1.96 • IO -4 N, ortogonale al filo, per impedirle di 
andare verso il filo. Calcolare il valore e il verso di i 2 . Calcolare inoltre il 
lavoro che bisogna spendere per far compiere alla bobina una traslazione 
che la porti da x t -l a x 2 = 2l rispetto al filo, con 1= 0.5 m. Se invece 
della traslazione la spira compie una rotazione di 180° rispetto al lato PQ, 
quanto vale il lavoro? 


Come si è visto nel problema 5.8, la forza cui è sottoposta la bobina vale 

f - Mo^iitzf 2 . ^ F{x = l)= _Mhh- , 

2 zt x(x + l) 

Dai dati capiamo che questa forza è attrattiva, per _ 

cui nel lato SR la corrente i 2 deve essere equiversa a f 

ii. Eguagliando l’espressione della forza al valore da- _ 

to otteniamo i 2 = 1.96A. s X R 

Il lavoro fatto dal campo per allontanare la bobi- _» 

na è 


Mo Niii 2 l 2 
2 k 


dx 

x(x + [) 


PoNhifi 2 

2 tt 


= Molisi - log * l( * 2 ±i L = W 2 [#(x 2 ) ~ <K*i)l » 

2x x 2 (xi + l ) 

essendo <P il flusso prodotto dal campo del filo attraverso la spira (problema 
5.8). Numericamente, essendo xi = l e x 2 = 2l, 

L _ MqWi*V_ to g -1 = - 5.6 • IO" 5 J . 

H lavoro che occorre spendere è quindi 5.6 • IO -5 J. 

Se invece della traslazione la spira compie la rotazione di 180° attorno al 
lato PQ, lo stato finale è diverso in quanto i 2 non è più antioraria (per chi 
guarda il disegno), ma oraria: fisicamente la spira è respinta invece di essere 
attirata. Il lavoro è sempre Ni 2 (d> 2 — dif), però adesso <P 2 ha cambiato segno 
per cui 

_ PoNiii 2 l . (*1 + 0 (*2 + Q _ 

2 ji S x t x 2 


PoUlihL 


log 6= - 35.1 • IO -5 J. 
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Supponiamo che la traslazione con Ax = l avvenga parallelamente al filo e 
che la rotazione avvenga rispetto al lato QR: cosa cambia nelle risposte? 


5.10. Due fili rettilinei indefiniti paralleli distanti d = 1 m sono percorsi in versi 
opposti dalle correnti i i = 1A, i 2 = 2A. Tra i due fili e complanare con 
essi si trova una spira quadrata, di lato a = 20 cm, percorsa dalla corrente 
i 3 . Determinare le eventuali posizioni di equilibrio della spira. 


Fissiamo il sistema di riferimento come in 

d 1 


figura e supponiamo che i 3 percorra la spira in 

L 


- H 

i 


senso orario. I lati PS e QR risentono di forze 1 

" f 


s 1 

l 2 

eguali ed opposte e vengono perciò esclusi. Il 


a 



lato PQ è percorsa da una corrente discorde a 

y 




1 1 e concorde a i 2 : dal primo filo è respinto, 

c 

) 

R 


dal secondo attirato e le forze valgono rispetti- 

X 





vamente 

r. _ Wi*3fl .. r _ Mo*2*3« .. 

fi---U v , fi---- u v 

2 7ty y 2 7t{d-y) y 

Per il lato RS succede l’opposto, è attirato dal primo filo e respinto dal 
secondo con le forze 


F 3 = 


dp l l l 2 a 
2 n(y + a) y 


F 4 = 


Pohha 


2zt{d — y~ a) 


Nelle eventuali 
nulla, cioè 


4 

posizioni di equilibrio la risultarne F=£ F, deve essere 

ì 


y y + a d — y d — y — a 

La condizione non dipende dalla corrente i 3 che circola nella spira; infatti 
per quanto riguarda il modulo, tutte e quattro le forze sono proporzionali a i 3 . 
mentre per il verso il cambiamento di quello di i 3 fa cambiare semplicemente 
verso a tutte le forze. L’equazione risolutiva è: 

y 2 {i l -i 2 )+y[i l (a-2d.) -i 2 a] + i x d{d- a) = 0 (a) 

Il discriminante è sempre maggiore di zero, così che ci sono due soluzioni 
reali. Nel nostro caso numerico 

y 2 + 2.2y - 0.8 = 0 =*- yx = 0.32 m , y 2 = - 2.52 m . 

L’equilibrio si ha con la spira tra i fili o con la spira nel semipiano di 
sinistra, oltre il filo percorso dalla corrente minore, come è semplice rendersi 
conto con ragionamenti qualitativi basati sui segni e sulle intensità delle forze. 


In particolare, se ii = Ì 2 > l a ( a ) diviene y — (d — a)/2: c’è un unica soluzione, 
con la spira posta tra i due fili ed equidistante da essi. 

Si verifichi che si arriva allo stesso risultato scnvendo l’energia mutua 
della spira W=i 3 (<Pi + # 2 ) e annullandone la derivata rispetto a y\ <P X e <P 2 
sono 1 flussi dei campi dei due fili concatenati con la spira. 

Se poi le due correnti fossero concordi, il medesimo procedimento porte¬ 
rebbe a una relazione simile alla (a), ma con il segno cambiato per i 2 . In tal 
caso però il discriminante risulta sempre negativo e non si hanno soluzioni 
fisiche. 


5.11. Due spire circolari, di raggio R — 30 cm, aventi lo stesso asse, sono poste 
in piani paralleli orizzontali, distanti 4 = 3 mm. La spira superiore è sospe¬ 
sa al giogo di una bilancia, come mostrato in figura. Se nelle spire circola 
la stessa corrente nello stesso verso, per ristabilire l’equilibrio occorre ag¬ 
giungere sull’altro piatto della bilancia una massa m = 10 2 g. Determina¬ 
re il valore della corrente. Inoltre, se la minima variazione di massa che la 
bilancia può rivelare è di IO -3 g discutere la sensibilità dello strumento e 
la precisione delle misure. 

Poiché le due spire sono piuttosto grandi e molto vicine, possiamo calcola¬ 
re con buona approssimazione la forza (attrattiva) tra di esse come se fosse¬ 
ro due tratti di fili rettilinei paralleli di lunghezza 2 zcR. In tal caso per 
una lunghezza generica l e due correnti diverse e i 2 la forza vale 
i l B 2 l = i 2 B 2 l = po l \i 2 l/2ttd: con l=2xR e h = ì 2 e in equilibrio 

., R 

1 F=p 0 i — = m 8 

^ = 001 i = 0.88 A. 
do R 

Questo strumento si chiama elettrodinamo¬ 
metro assoluto a bilancia ; esso dà la corrente 
attraverso misure meccaniche e geometriche. 

Come per gli elettrometri assoluti (problema 
I 2.15) la relazione che lega la grandezza misurata m a quella incognita 1 è 

quadratica, m = doRi^/gd, per cui la sensibilità dello strumento risulta funzio- 
1 ne della grandezza incognita: 

—= i = ki = 2.56 • l(T 5 i ■ 
di gd A 

La precisione con cui la corrente è misurabile, se Am = IO -6 Kg, si scrive 

Ai = 3 - 90 ; * 2 1 - 4.43 ■ IO” 2 A => — = 5.0 % 

ki 1 1 

1 Questo se i = 0.88 A; è facile verificare che occorre superare il valore 1.98 

A perché l’errore relativo scenda al di sotto dell’1%. Lo strumento non appare 
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adatto a misure precise di piccole correnti. A parità di geometria un possibile 
miglioramento consiste nell’usare due coppie di n spire ciascuna; la costante 
dello strumento k aumenta di un fattore n 2 e di altrettanto diminuisce Ai, con 
lo stesso Am. 


5.12. Due fili indefiniti paralleli all’asse z, distanti 21 = 20 cm, sono percorsi 
entrambi da una stessa corrente i = 100 A concorde all’asse z. Un tratto di 
filo AC, lungo a = 5 cm, è posto sull’asse x con l’estremo A distante a 
dall’origine ed è percorso da una corrente f ' = 5 A diretta da A verso C. 
Calcolare in modulo, direzione e verso la forza F sul tratto di filo AC. 


Secondo la (b) del problema 5.7 il campo prodotto 
da uno dei fili m un punto generico x del segmento AC 
vale in modulo 


2zt{x 2 + l 2 ) 1 ' 2 ' 

Vettorialmente le componenti x si elidono e il cam¬ 
po risultante, parallelo e concorde all’asse y, è 

R , v _, PoicosQ p.Q\x 

2zt(x 2 + l 2 ) l/2 „{x 2 + l 2 ) 



essendo cos 0 = x/(x 2 + l 2 ) l/2 La forza sull’elemento 
dx di AC, percorso dalla corrente i, è 


dF = i' dx X B = 


fipti'xdx 
zv(x 2 +1 2 ) 


u. 


Direzione e verso della risultante sono quelli del¬ 
l’asse z (uscente dal foglio) e il modulo si ottiene 
integrando: 

20 - - 

F _ Po il' C xdx _ figli' f d{x 2 + l 2 ) Poli' 

jt i x 2 + l 2 2n J x 2 +1 2 2 k 

a a 



Il valore numerico è 4.7 ■ 10 S N. 


5.13. Due fili rettilinei indefiniti sono disposti come in figura; le correnti hanno i 
versi indicati e le intensità i x = 10A, i 2 = 15A; i fili sono ortogonali tra 
loro e posti in due piani paralleli distanti d = 40 cm. Un ago magnetico, 
con momento ortogonale a QP, si muove lungo QP velocità uniforme v = 1 
cm/s. Supponendo che le oscillazioni dell’ago attorno alla posizione di 
equilibrio siano tanto smorzate da poter assumere che durante il moto esso 
dia esattamente la direzione di B, calcolare la velocità angolare dell’ago 
quando passa nel punto di mezzo di QP. 
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Nel punto generico del segmento QP il campo magnetico è dato dalla 
composizione dei campi dei due fili. Detta x la coordinata lungo QP misurata 
a partire da Q, 


£i = 


Mori 

2xx 


B 2 = 


Poh 

2x{d - x) 



il x 
ii d — x 


L’ago è diretto lungo il campo risultante B; per 
averne la velocità angolare deriviamo rispetto al tempo 
l’ultima relazione: 

1 de _ ia d dx 

cos 2 6 dt h (d — x) 2 dt 



Ponendo cos 2 6 - 


1 + tg 2 6 


v , otteniamo 



ii i 2 vd 

i{(d - x) 2 + lix 2 


_JhhJL- - 
d{i\ + il) 


5 14. Un cavo coassiale è costituito da un conduttore cilindrico rettilineo di 
raeeio Ri = 0.1 cm, contenuto entro una guaina conduttrice cilindrica, 
coassiale al conduttore interno, di raggi Ri = 0.55 cm e R 3 - 0.60 cm. 
Calcolare e dare il grafico del campo magnetico B in tutto lo spazio se il 
conduttore interno è percorso da una corrente i .- 4A, nei due « « « 
a) la corrente sia distribuita uniformemente solo sulla superficie del con¬ 
duttore b) la corrente sia distribuita uniformemente su tutta la sezione del 
conduttore. Si assuma che la stessa corrente percorra in senso inverso la 
guaina, uniformemente distribuita sulla sezione di questa. Calcolare inoltre, 
per unità Lunghezza, l’energia magnetica, il coefficiente di autoinduzione^ 
e la pressione risentita dal conduttore esterno, nel caso hmite R 2 R 3- Al 
fini del calcolo si consideri il sistema indefinito. 

Dividiamo lo spazio nelle quattro regioni seguenti: 

0<r^Ri , Ri^r^R 2 , R 2 ^r^R 3 , r^R 3 ; 

r è la distanza dall’asse del sistema. Per le condizioni di simmetria del proble¬ 
ma è senz’altro possibile l’applicazione del teorema di Ampère (5.2). 

Nella quarta regione, all’esterno del sistema, il campo e nullo: la corrente 
JlTw il vite . - i, « cavo appare »me «a filo non percolo da 

“"nSc seconda regione ricadiamo nel problema 5.7: non importa come sia 
distribuita la corrente nel conduttore interno, purché sia rispettata la simmetria 
cilindrica, come avviene nelle due ipotesi aj e b). Pertanto B - pai/ tir per 

i? lS =rsStf 2 - 
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Nella prima regione, se la corrente è superficiale, il campo è nullo. La 
simmetria del sistema e il teorema di Ampère porgono, per una qualunque 
circonferenza ortogonale all’asse e con centro su questo, B2xr =0 e ciò è possibile 
solo se B = 0. Se invece la corrente è uniformemente distribuita sulla sezione, 
l’applicazione del teorema di Ampère alla stessa circonferenza dà B2jtr = p 0 i r , 
dove i r è quella parte di i concatenata dalla circonferenza di raggio r. La relazione 
tra z e i r si ottiene tramite la densità di corrente: i=jjzR 2 , i r = jrn- 2 , i r = ir 2 /R 2 e 
in conclusione 


£ = 


liqir 

2jzR\ 



(a) 


Il campo magnetico è nullo sull’asse, poi cresce linearmente fino a raccordarsi, a 
r = Ri, col campo nell’intercapedine. 

Infine, nella terza regione, cioè all’interno della guaina, la corrente ha la 
densità j=i/n(R 2 - Ri), per cui quella concatenata da una circonferenza con 
raggio compreso tra R 2 e R 2 vale i-i r = i- ]n(r 2 — R 2 ) e quindi 


n _ mi RÌ~r 2 
2n r Ri-Ri 


Per r=R 2 il campo vale p Q i/2nR 2 , poi decresce fino ad annullarsi per r = R 3 . 
Nella figura è mostrata la sezione del cavo, col grafico del modulo del campo. 
Le espressioni numeriche sono. 



Il calcolo dell’energia magnetica per unità di lunghezza (vedi problema 5.7) lo 
eseguiamo applicando (5.22) nella regione in cui B =£ 0. Poiché a limitiamo al caso 
in cui la guaina ha spessore trascurabile, l’energia è somma di due parti, quella 
relativa al conduttore centrale e quella relativa all’intercapedine, IV = Wi + W 2 . 
Nelle due ipotesi fatte: 



b) 



fj£oi!ri 

i Ax 2 R 2 
o 


2tz rdr = 


fi pi 2 
16 jt 


W 2 come sopra 


L’energia magnetica totale per unità di lunghezza vale così: 
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*> ^Ir 2 ' 73 ' 10 ^ ■ 

b) W - (ì- + log (0.40 + 2.73) • 10-‘ - 3.13 ■ 10- ^ • 

I coefficienti di autoinduzione nelle due ipotesi si ottengono da (5.26): 

a ) L = — log — = 0.34 • IO" 6 — . 

’ 2x B Ri m 


t = t(T + ^t)- 0 - 39 ' 10_6 Ì ' 

La differenza tra i due casi è data dal fattore costante p Q J = 5 • IO -8 H/m, 
la cui importanza decresce al crescere del rapporto R 2 /Ri, nel nostro caso 

l’incidenza su L (ipotesi b) è del 13%. . 

Infine calcoliamo la forza per unità di lunghezza che agisce sulla guaina, 
derivando l’energia magnetica scotta m funzione di r, cioè con r al posto di R 2 , il 
risultato è lo stesso nelle due ipotesi m quanto la differenza tra le energie 
corrispondenti è una costante. 


F 


± /MS*! loo =Jf°Ìl 

dr \ 4;r ° Ri AtiR 2 


La superficie laterale per unità di lunghezza è 2 kR 2 e quindi la pressione vale 



B\R 2 ) 

2flQ 


= 0.84 • IO -2 



Come in elettrostatica, la pressione è eguale alla densità di energia. 


5.15. Entro un conduttore cilindrico di raggio R = 5 cm e praticato un foro cilindrico 
parallelo all’asse, di raggio r = 1 cm; l’asse del foro dista dall asse del 
conduttore d = 3 cm. Se il conduttore è percorso da una corrente di densità 
/ = 4 A/mm 2 ; uniforme su tutta la sezione, dare l’espressione del campo 
magnetico lungo la congiungente i due centri e in particolare nel centro del 

foro. 

Questo problema si presta ad una applicazione del pnncipio di sovrapposizio¬ 
ne. Immaginiamo che una corrente i -jttR 2 percorra tutto il conduttore, compre¬ 
so il foro, per esempio verso il lettore, e che una corrente i -}*r percorra in 
verso opposto il foro. Se sommiamo queste due correnti otteniamo il caso fisico 
proposto; d’altra parte, con la scomposizione fittizia della corrente totale miei, 
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abbiamo ridotto il problema al calcolo del campo magnetico di due correnti 
rettilinee indefinite. La pnma dà luogo al campo 

Osassi? , B « ■ . u, y^R , 

nei punti del semiasse positivo y. Sempre negli stessi punti la seconda corrente 
produce il campo 

B = jy?" • u 2 0=S y s; d - r , y>d + r 
2 K(a — y) 

B = y HoH4 d-r=Sy=Sd+r 

Il campo della pnma corrente è sempre concorde all’asse z; il campo della 
seconda è concorde all’asse z per 0 y d, si annulla per y = d, diviene discorde 
all’asse z per y > d. Per il campo nsultante abbiamo: 



0«Sy=Sd-r 
d — r^y^d + r 


»-!« ( y+ ~dzy) “• 

B=y li 0 )d\x z 


crescente 

costante 


d + rtZytZR 




“z 


crescente 


y^R 



decrescente 


Numericamente il campo cresce dal valore 0.84 ■ 10~ 2 T che ha nell’origine 
fino al valore 7.54 • 10~ 2 T, costante entro il foro, poi cresce ancora fino a 
11.30 • 10 -2 T per y = R e infine decresce fino ad annullarsi all’infinito. 

Per punti che non siano sull’asse y la composizione vettoriale dei campi è più 
difficile in quanto essi cessano di essere paralleli. In ogni caso la simmetria 
cilindrica è distrutta dalla presenza del foro. 


5.16. Due correnti rettilinee indefinite, di valore eguale ma di verso opposto, 
uniformemente distribuite con densità j entro due superficie cilindriche di 
raggio R, sono parzialmente compenetrate come mostrato in figura; la distanza 
tra i loro centri è d. Calcolare il campo magnetico nella zona di intersezione. 
Facendo poi tendere d a zero e j all’infinito in modo che il loro prodotto resti 
costante, calcolare la densità di corrente sul bordo della distribuzione (si 
confronti col problema 1.21). 
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I campi delle due correnti valgono m modulo (problema 5.14) 

1 _ 1 

Bi-—Mn , B 2 = —Ho)r 2 

e hanno le direzioni e i versi mostrati in figura. 

Le componenti orizzontali sono eguali ed op- / ' é\\ ^ i 

poste: ( 

Bi, x ~y ftoDisendi , B 2 , x = -y fto]r 2 send 2 V. g; / y' 

e dal disegno si vede che risenti = r 2 sen0 2 , 6 

mentre i segni sono opposti. Il campo risultante è verticale e vale 

B = B uy + B 2 „={ wcos0, +-j WCOS02 fWfocosfl, + r 2 cos6 2 ) 
= y^o ]d ■ 


Il campo risulta così costante nella zona di intersezio¬ 
ne, dove non c’è corrente m quanto le due distribu¬ 
zioni si elidono. 

Far tendere d a zero vuol dire portare le due 
correnti quasi a sovrapporsi così che resta corrente 
solo sul bordo; la corrente attraversa in pratica non 
più una superficie, ma una linea (il contorno della 
distribuzione) e noi vogliamo calcolare come è distri¬ 
buita lungo questa linea. Nell’ingrandimento è mo¬ 
strato un elemento di superficie attraversato dalla 
corrente (uscente dal foglio) di con densità ] per cui 
di = jdZ. La superficie ha base d e altezza ds cos8 
per cui di = } dcos6ds. Al limite per d tendente a zero 
di tende a diventare ds e la corrente di si trova ad 
attraversare ds con una densità 

= jd cos 6 = j s cos 6 . 

ds 



Si Darla in tal caso di densità lineare di corrente (dimensioni A/m). 

P Possiamo concludere che quando si mettono insieme due mezze superficie 
cilindriche, percorse da due correnti eguah, ma di verso opposto, distribuite 
ciascuna proporzionalmente al coseno dell’angolo tra il raggio vettore del punto 
corrente e l’orizzontale, il campo magnetico dentro la superficie cilindrica 
costante, con direzione verticale, e vale B - 1/2 p 0 ] s , sej, e il valore massim 
densità lineare di corrente. 


5 17 Una sottile lamina piana conduttrice indefinita, di spessore h 1 

percorsa da una corrente distribuita con densità uniforme i, parallela alla 
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lamina, di modulo 10 A/mm 2 . Calcolare il campo magnetico B prodotto da tale 
corrente. 

Prendiamo un punto generico P e consideriamo un tratto di lamina, secondo 
quanto mostrato m figura. La lamina è ortogonale al disegno, la corrente è 
entrante. Dividiamo la lamina in tante parti, di lunghezza indefinita, altezza h e 
larghezza dx, che possono essere assimilate a fili 
indefiniti percorsi dalla corrente di = jdl = jhdx. b,/'-. 

Per ognuna di queste parti ce n’è una simmetrica p/ b 

rispetto a O e pertanto il campo B in P risulta /iWV' 

parallelo alla lamina, con verso eguale a quello di / 1 \ ' 

j X OP. Nel punto simmetrico di P rispetto alla A / !, \ B 

lamina il campo B è in direzione e modulo eguale a ^7|’’ h] io ''§7j 
quello in P, ma di verso opposto. Concludiamo che le ux s a x 

linee di B sono parallele tra loro e alla lamina, 

ortogonali a j, dirette da sinistra a destra nella regione 1 e viceversa nella regione 2. 
A questo punto, viste le condizioni di simmetria, invece di eseguire l’integrazione 
diretta applichiamo il teorema di Ampère (5.2) al rettangolo di lunghezza l 
ortogonale alla lamina, mostrato m figura. I lati AD e BC sono ortogonali a B e 
non danno contributo alla circuitazione. Lungo i lati AB e CD il campo è costante e 
quindi si ha 


B • di = Bil + B 2 l = Hai = Pojlh . 

B l e B 2 sono eguali (i lati AB e CD sono equidistan¬ 
ti dalla lamina), per cui 



Bi — B 2 


Po Jh ■ 


Il risultato non dipende da P: vuol dire che da entrambe le parti della lamina il 
campo è uniforme, con il valore suddetto. È facile provare in modo analogo che 
all’interno della lamina, passando dal centro al bordo, il campo cresce lineamente 
secondo la legge 

B = Pojz con 0=£z«y . 

Il prodotto j s —jh = i/l rappresenta una densità lineare di corrente; essa torna 
utile nel caso di una lamina infinitamente sottile, percorsa da una corrente finita Q 
tende a infinito, h a zero, ma il loro prodotto resta finito e vale appunto /,). B 
subisce ora una rotazione brusca di 180° passando da una parte all’altra; 


AB = Bj - B 2 = y p 0 ] s ii x 


Nel caso numerico proposto 


B = 6.28 • 1(T 


AB = 2B = 12.56 • 10" 
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Oltre alla lamina conduttrice possono esserci altre sorgenti di B. In tal caso si 
dimostra che la discontinuità poj s permane per la componente del campo paralle a 
alla lamina; in altre parole, una superficie percorsa da corrente e fonte ai 
discontinuità per la componente tangenziale di B; la componente normale resta 
invece invariata nell’attraversamento. Con notazione vettoriale, data una lamina 
sottile percorsa da una corrente di densità lineare j s , questa è legata ai valori del 
campo magnetico da una parte e dall’altra della lamina dalla relazione 

j s = — (Bi-B 2 )Xu„ ; 0) 

Po 

u è il versore della normale alla lamina, orientata dalla regione 1 alla regione 2. La 
(a) è vera m generale, qualunque sia la forma della superficie di discontinuità e la 

direzione di B. , . 

Abbiamo incontrato un effetto di questo genere nel problema 5.14 quando si e 
considerata l’ipotesi a); si provi a calcolare la densità lineare ] s e si verifichi che 
passando attraverso la superficie cilindrica di raggio Ri c’è la discontinuità MoL 


5.18. Una spira circolare di raggio R =10 cm è percorsa da una corrente i - 10 A. 
Calcolare il campo magnetico prodotto dalla spira sul proprio asse e confronta¬ 
re il risultato con quello ottenibile dal teorema di equivalenza di Ampère (5.13). 
Verificare inoltre che la circuitazione di B lungo l’asse vale fi 0 i * che è nullo, in 
tutti i punti dell’asse, il potenziale vettore. 


Nella figura la spira è mostrata in sezione; supponiamo che la corrente appaia 
antioraria se si guarda dall’asse x positivo. Consideriamo l’elemento di di spira 
proprio nel punto m cui la corrente esce dal 
disegno; per la prima formula di Laplace 

JD .. Po 1 dl * r • 


di e r sono ortogonali tra loro e il campo infinitesimo nel punto P ha perciò 
direzione e verso come quelli indicati m figura e modulo dB = p 0 idi/4tir . Al 
variare dell’elemento di sulla spira i campi elementari si dispongono su una 
superficie conica di vertice P; essi sono tutti uguali tra loro m modulo. Il campo 
risultante è quindi diretto secondo l’asse x e concorde ad esso; il modulo e dato da 

r „ Morsene f „ _ 1 . Asenfl 

B = j dB senB = — jpp —J^-yMo* r t 

Poiché rsenB = R e x 2 + R 2 = r 2 abbiamo le varie espressioni 



PqìR 2 
2 r 5 


R 2 

(x 2 + R 2 ) 312 


— sen 3 0 
2 R 


Il modulo di B è massimo per x = 0, cioè nel centro della spira, dove vale 
p 0 i/2R, decresce al crescere di x, simmetricamente rispetto al punto O, per 
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annullarsi all’infinito. li verso è sempre lo stesso su tutto l’asse, come si prova 
ripetendo la costruzione della figura per un punto sull’asse x negativo. Se cambia il 
verso della corrente cambia il verso di B. 

L’espressione numerica del modulo in funzione di x è 

_ 6.28 • IO” 8 m __ 

•® (x 2 + 10” 2 ) 3/2 ^ ’ ^ max ~ ^ ^ ’ 

Proviamo ora ad applicare alla spira il teorema di equivalenza di 
Ampère: equipariamo cioè la spira a un dipolo magnetico posto in O, di mo¬ 
mento p = iSn x = mR 2 u x . I punti dell’asse sono in prima posizione principa¬ 
le di Gauss (problema 1.18) e in essi B =-—■ u x = u*, che coinci¬ 

de con l’espressione precedentemente trovata per x 3= R, dove vale l’approssima¬ 
zione di dipolo. 

La verifica di (5.2) lungo l’asse della spira equivale al calcolo dell’integrale 
+ # +» 

f W r2 [ àx _ p 0 iB 2 f x 

L 2 i ( x 2 +* 2 ) 3/2 2 l * v +* 2 ) i/2 

Formalmente il cammino di integrazione viene chiuso lungo una circonferenza di 
raggio infinito, dove l’integrando è nullo. 

Infine, tramite la (5.9), eseguiamo il calcolo del potenziale vettore sull’asse; 
l’integrazione è estesa alla spira, così che r è costante e 

A = -M-. | di = 0 : 

Axr J 

infatti l’integrale vettoriale di di esteso a una linea chiusa è nullo. Il ragionamento 
non vale più per punti fuon dell’asse, m quanto r non è più costante. 


5.19. Calcolare il valore del campo magnetico B nel centro di una spira rettangolare 
di lati 2a = 2 cm e 2b = 4 cm, percorsa da una corrente i = 0.5A. 

Secondo la pnma formula di Laplace il trattino di indicato nella figura produce 
nel centro della spira il campo 

_ po i di X r _ poi di sentì 

dB “ 3 - 5 U 2 , ly 

Ax r i Ax r~ _ ! 

parallelo e concorde all’asse z, diretto ver¬ 
so il lettore. Dalla figura risulta 


rsenB = a, atg( 9 — = / => dl = . ; 

\ 2) sen 2 fl 

Effettuando queste sostituzioni e integrando si ha: 
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Poiché cos6i = -cos0 2 = b/(a 2 + b 2 ) 1 ' 2 , otteniamo 

p _ Mo* b 

Bab ~T^ (a 2 + b 2 ) 112 • 

È questa l’espressione generale del campo nel piano mediano di un segmento 
dì lunghezza 2 b, percorso da corrente, calcolato m un punto distante a dal 
segmento stesso. Il lato CD produce in O un campo identico; per i lati BC e DA il 
procedimento è analogo, con il solo scambio di a con b. In definitiva 


B — 2B A b + 2B B c — ™ (a 2 + b b 2jm + 


Poi a 

xb (a 2 + h 2 ) 1/2 


Poi 

xab 


(a 2 + b 2 ) 112 


2.24 • 10” 5 T 


5.20. Una spira circolare di raggio R = 10 cm, percorsa da una corrente ii 50A, è 
disposta verticalmente. Una piccola spira quadrata, di lato d — 5 mm, percorsa 
da una corrente i 2 = 0.1 A, concorde a i u è complanare e coassiale alla spira 
più grande. Se la spira piccola è Ubera di ruotare attorno ad un asse verticale 
passante per il suo centro, rispetto al quale presenta un momento d’inerzia 
I = IO” 9 Kgm 2 , calcolare qual è il periodo delle piccole oscillazioni. Se invece 
la spira piccola, restando verticale, è disposta a 90° rispetto a quella grande e 
risente di un momento torcente di costante K — 6.10 • 10 10 Nm/rad, calcolare 
qual è la sua posizione di equilibrio. 


La spira maggiore produce nel suo centro il campo magnetico (problema 5.18) 


B = 


Moli 
2 R 


= 3.14 • 10” 4 T 


Assumiamo che il valore calcolato dia il campo su tutta l’area della spira pìc¬ 
cola. Questa è assimilabile a un dipolo di momento magnetico p-=i 2 S = 
= 2.5 • IO” 6 Am 2 , parallelo e concorde a B. Pertanto, quando viene spostata dalla 
sua posizione di equilibrio, è sottoposta a un momento di richiamo M = p X B e 
obbedisce all’equazione 


^ + p£sen6 = 0 


9=0 


l’ultimo passaggio è valido per piccole oscillazioni. La soluzione è un moto 
armonico di pulsazione co= (jtB/I) 112 e periodo 


T 


2n 

co 



1/2 

= 7.1 


s 


Nel secondo caso la spira piccola è inizialmente soggetta al momento 
M = p X B di modulo pB in quanto p e B sono ortogonali. Per uno spostamento a 
da questa posizione, che muti l’angolo da x/2 a x/2-a. il momento diviene in 
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modulo pB sen {tc/ 2-à) = pB cosa. Questo, in equilibrio, deve essere eguale al 
momento torcente 

pB cos a = Ka => ].308cosa=a . 

Per risolvere questa equazione si può ricorrere a un metodo grafico, cercando 
l’intersezione delle due curve che rappresentano i membri dell’equazione, oppure 
procedere per tentativi. Il risultato è a = 0.856 rad = 49.08°. 


5.21. Due spire circolari eguali, di raggio R = 5 cm, hanno lo stesso asse e giacciono 
in piani paralleli, distanti 2d = R. Esse sono percorse nello stesso verso da una 
corrente i = 100A. Calcolare il campo B sull’asse nel punto di mezzo O tra le 
due spire. Calcolare inoltre, mediante uno sviluppo in serie, il campo in un 
punto P distante x da O e trovare quale relazione deve sussistere tra d e R 
affinché tale campo sia costante fino al terz’ordine in x. Supponendo che la 
relazione trovata sia soddisfatta, calcolare entro quale intervallo, con centro in 
O, il campo è costante all’ 1%. 

Nel punto O le due spire producono lo stesso campo, concorde con l’asse x; 
per la relazione (a) del problema 5.18 

R. ^ 

B 0 = Bi + B 2 = Po 1 ( x 2 + fi 2 ) 3 ' 2 • 


Se x = d = R/2 

B 0 = 4tts- = 0.90 • 10~ 6 4- = 1-8 • 10~ 3 T . 

Consideriamo ora un punto sull’asse, per esempio con coordinata x positiva. Il 
campo è dato dalla somma dei campi delle due spire: 

R _ Voi R 2 r _ Poi R 2 

2 [R 2 + {d + x) 2 ] 3/2 ’ 2 2 [/? 2 +(d-x) 2 ] 3 ' 2 ' 

Sviluppiamo in serie in un intorno del punto O : 



Il calcolo esplicito delle derivate, per x = 0, porge: 

dBj_ dB 2 d 3 Bi d 3 B 2 

dx dx ’ dx 3 dx 3 
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d 2 B, d 2 B 2 (4rf 2 ~ R 2 l 

d A B\ d 4 B 2 _ (8 d A - 12 d 2 R 2 + R A )_ 

--_____ 455^0 (K* + d a ) 4 

Pertanto il campo magnetico totale vale 


B = B% + B 2 — Bq 



Ad 2 - R 2 
{R 2 + d 2 ) 2 


15 4 8rf 4 - 12d 2 R 2 + R* 

8 (R 2 + d 2 ) 4 


Se la distanza 2 d tra le spire è eguale al raggio R di queste il termine m x 2 si 
annulla e l’espressione del campo si semplifica. 


B = B 0 


144 s 4 
125 R 4 


= 0,90 • IO -6 -4- 

JK 


1-1.15 



Fino al terz’ordine m x il campo in un intorno di O si può considerare costante, con 

il valore B 0 . , 

Vogliamo infine trovare il valore x 0 tale cne 

Bp - Blx p)_ = n ni ^ L15 ^=o.01 . 

Bo R 

La soluzione è x 0 = 0.305K: ciò vuol dire che il campo è costante all’1% m un 
»n cStra in O ìnngp K, - 0.61K; è »«• P«» »•»«»» 

r„o» tot™ d, HM, «d è «da.0 

ner orodurre campi magnetici uniformi in limitate regioni di spazio. Il valore del 
camS ■lagnetìcTpuòtssere aumentato di un fattore », a parità di corrente, 
usando invece di due spire due bobine compatte ciascuna formata da n spire. 


5 22. Due bobine di Helmholtz, di raggio R = 20 cm, sono percorse dalla corrente 
i = 50A. Sull’asse delle bobine, nel punto di mezzo tra esse, si trova un ago 
magnetico di momento d’inerzia I = 25 gcm 2 e massaro = 10 g. Dete ™ ina J e J 
momento magnetico dell’ago, se il periodo dellepiccole oscdlazwni forno alla 
posizione di equilibrio è T = 2 s, e il lavoro necessario per ruotare i ago di 90 
rispetto alla posizione di equilibrio. Se si interrompe la corrente in una dette 
due spire calcolare la fona che sollecita l’ago in quell’istante e ia velocita 
dell’io dopo aver percorso 15 cm dal momento deWinterruzione. Si supponga 
l’ago di dimensioni trascurabili e si trascuri ogni attrito. 

Il campo nel punto di mezzo tra le bobine è, per la relazione (a) del problema 
5.21, 
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1 

I 

B = 0.9 • IO -6 = 2.25 • IO -4 T . 

\ Abbiamo trovato più volte che il periodo delle piccole oscillazioni è 

! 

I 

i / . \ 1/2 . 2 

! T=2;r N ^-^ = 0 - 11Am2 • 

1 L’energia dell’ago nella posizione di equilibrio è Wj = - n»B= — fiB, men¬ 

tre a 90° è W 2 = 0. Il lavoro necessario per la rotazione risulta 

| l = W 2 - Wi = pB = 2.5 • IO -5 J . 

[ La forza con cui l’ago è attirato verso la bobina percorsa da corrente quando 

i nell’altra si interrompe la corrente è data in modulo da 

T7 _dW_ dB _ noi 3 pR 2 x 

dx ~~ {x 2 + R 2 ) 5>2 

La forza è attrattiva: analogamente a quanto avviene per i dipoli elettrici, l’ago 
tende a portarsi dove il campo è più intenso. Per B si è usata l’espressione del 

I campo sull’asse di una spira circolare (problema 5.18). Posto x = d = 10 cm la forza 

vale F = 7.4 • IO -5 N. 

, Infine, se l’ago inizia a muoversi quando è a 10 cm dal centro della spira e noi 

vogliamo la sua velocità 5 cm oltre il centro, cioè dopo i 15 cm richiesti dal 
problema, basta eguagliare l’energia cinetica acquistata alla variazione di ener¬ 
gia magnetica. Poiché £(5cm) = 1.43 • 10~ 4 T, B(10cm) = 1.12 • IO -4 T e 
AT=-AW, si ha 

— mv 2 = pB(5)-pB(W) = 3Al ■ IO" 6 J =* v = 2.61 • IO -2 — . 

2 s 

Il moto dell’ago è accelerato finché esso non giunge nel centro della spira, 
dove la sua velocità è massima; poi l’ago subisce una decelerazione e si ferma 10 cm 
al di là del centro. 


5.23. Un magneti.no, di massa trascurabile e momento magnetico fi, è collegato 
mediante un filo inestensibile ad una massa m = 10 g. Inizialmente il 
magnetino si trova nel punto O, al centro di una bobina di N = 100 spire e di 
raggio R = 50 cm, che sta nel piano orizzontale passante per O. Nella bobina 
circola una corrente i = 20A e il momento magnetico del magnetino è parallelo 
e concorde a B. Determinare la forza F che agisce in O sul magnetino. Se 
togliamo la piattaforma P la massa m cade per effetto della gravità e trascina 
con sé il magnetino. Dopo un tratto d = R la velocità di m risulta v = 3 
m/s. Calcolare il valore del momento magnetico fi. 
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La forza agente sul magnetino è pdB/dx\ nel punto O il campo della spira è 
massimo per cui la sua derivata è nulla e nulla è anche la forza esercitata dalla spira 

sul magnetino. . __ 

Applichiamo al moto il principio di conservazione 3 X. 

dell’energia: 

mgx-iiB{0) = \mv 2 -pB{x) * 1 


con B ■■ 


2 (x 2 + R 2 ) 1 


e x = R . Pertanto 


UqNÌ 11 ,2 „ F0 NÌ _ L 

mg R-f l JL-—---mv f* 2 fSi 


j^LL(i-±= 

^ 2 R \ \/8 


■m (gl? 


mR(2gR- v 2 ) 

FoNt fl--V) 


: 2.46 Am 2 . 


5 24 Un magnete a sbarra, di momento d’inerzia I = 3.17 • 10 2 Kgm rispetto ad 
un assi baricentrico verticale, puà oscillare con periodo T = lOs nel campo 
magnetico terrestre. In un luogo non soggetto al campo del magnete » 
determinano, con un ago magnetico, direzione e verso /.f^J^2’a S o 
orizzontale del campo magnetico terrestre. Si avvicina grandi d magnete aU ago 
in modo che quest’ultimo sia in prima posizione principale di Gauss a distanza 
r = i m dal magnete e che la direzione della sbarra e la direzione originaria di 
equilibrio dell’ago stimo a 90°. In seguito a ciò l’ago subisce una deviazione di 
45°. Determinare il valore della componente orizzontale del campo magnetico 

terrestre. 

Il periodo di oscillazione del magnete è legato al momento magnetico del 
magnete stesso e alla componente orizzontale B n del campo magnetico terre 
dalla relazione 



PRIMA 


DOPO 
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L’awicinamento del magnete all’ago provoca la situazione mostrata in figura: 
i due campi si compongono dando luogo al campo 'risultante B secondo cui si 
dispone l’ago; B„ e B m sono legati dalla relazione 

R _ Bm. _ jro 2/f_ _1_ B„ _ p o 1 _ „ in - 7 T 

" tg0 4zt r 3 tg0 p 2 xr 3 tg0 Am 2 

essendosi utilizzata per B m l’espressione del campo generato da un dipolo 
magnetico di momento p. 

Mettendo insieme le relazioni trovate e eliminando p 

B n = * B " = °' 5 • 10_4 T = °' 5 S auss - 

Quello descritto è un metodo classico di determinazione della componente 
orizzontale del campo magnetico terrestre. 


5.25 In un punto della superfìcie terrestre nell’emisfero boreale si misurano le 
componenti verticale e orizzontale del campo magnetico terrestre. Si trova 
B r = - 0.225 gauss, B„ = 0.401 gauss. Considerando il campo terrestre come 
prodotto da un dipolo magnetico posto al centro della terra, diretto secondo 
l'asse Sud magnetico - Nord magnetico, e assumendo la terra sferica con raggio 
R — 6370 Km, si determinino l’angolo 4> tra CP e CE (vedi figura) e il momento 
magnetico del dipolo in modulo e verso. 


Ricordando quanto visto per il campo di un dipolo elettrico (problema 1.18) 
siamo portati alla conclusione che il verso del dipolo è da N m a S m : siamo infatti 
nell’emisfero in cui il campo punta verso l’interno della superficie, che è l’emisfero 
posteriore. D’altra parte sappiamo che B„/B r =1/2 tg 0 essendo 8 l’angolo tra il 
momento di dipolo e il raggio vettore r = CP. Essendo B„ e B r di segno opposto 
tg 8 è minore di zero e 8 è maggiore di 90°: si conferma che il verso deve essere da 
N m a S m . Numericamente 


tg e=-2 4=-=-3.564 => 0= 105.67° = 105° 40' 

B r 

=> (j) = 8 - = 15.67° = 15° 40' 

(£ è un punto sull’equatore magnetico, appartenente al 
mendiano magnetico passante per P). 

Per il calcolo del momento del dipolo equivalente possiamo servirci della 
relazione che dà la componente trasversa: 



Po_ psend 
4 ji R 3 


P = 


4nR 3 B„ 

Posend 


= 1.08 • IO 23 


Am 2 
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5 26. Un avvolgimento diN= IO 3 spire è disposto su una superficie tanca a sezione 
rettangolare (a = 6 cm, è = 10 cm), di raggio interno R = 15 cm (vedi figura). 
Esso è percorso da una corrente i = 3A. Dare l’espressione del campo 
magnetico B all’interno della superficie e calcolare il flusso totale concatenato 
con l’avvolgimento. Calcolare inoltre il coefficiente di autoinduzione e l ener¬ 
gia magnetica contenuta entro la superfìcie. 


Fissiamo una circonferenza generica con centro sull’asse del toro e raggio r 
tale che R<r<R + a. Considerazioni di simmetria ci fanno prevedere che il 
campo magnetico ha m ogni punto della circonferenza lo stesso modulo ed e 

tangente alla circonferenza stessa, per cui 1 appli- __ 

cazione del teorema di Ampère (5.2) dà _ j a j 

r u 0 Ni L /^T\ \ ! b | 

B • di = InrB = p 0 Ni , B = ^ | | 


Il campo non è costante entro la superficie tonca: _j_j 

varia con la distanza dall’asse, decrescendo al _1_1 

crescere di essa. Solo se a ^ R si può assumere che 
in Dratica B sia uniforme. 

P II flusso concatenato con ravvolgimento è N volte quello concatenato con una 
spira: r+ 0 

P 


nell’ipotesi che B sia costante sulla sezione a parità di r. Di qui e da (5.20) 
ics . » 

/ rr K 


I valori numerici sono 


<t> = 2.02 • IO -2 Wb , L = 0 67 ■ 10 2 H 


L’energia magnetica compresa nel volume racchiuso dalia^superficie ton^ s. 
calcola a partire da (5 21) e (5.22). Nel volume infinitesimo dx - 2nrb dr U campo 
ha il valore costante B — p 0 Ni/2jir e pertanto 



B 2 

2po 



R + a 
R 



e si verifica nel nostro caso particolare la (5.26). Alla stessa espressione dell’ener¬ 
gia si arriva attraverso (5.23): le N spire sono percorse tutte dalla stessa corrente e 
interessate dallo stesso flusso <P per cui 

W = _L = \ iN<P’ . 

2 i ^ 


Ma N<P' dà il flusso totale (a) e si riottiene la (c). L’applicazione di (5.24) avrebbe 
portato a un risultato errato dovendosi considerare N circuiti e non uno solo. 
Numericamente W = 3 • 10 J. 
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Notiamo che se i fili lungo a fossero esattamente radiali e quelli lungo b 
esattamente ortogonali al disegno, il campo B all’esterno dell’avvolgimento 
sarebbe rigorosamente nullo. In effetti le spire sono avvolte necessariamente lungo 
un’elica per cui la corrente è anche leggermente tangenziale; questo fatto porta 
all’esistenza di un campo, sia pur debole, all’esterno della superficie tonca. 
Vedremo nel problema 5.31 come si possa trattare un caso analogo a quello ora 
descritto. 


5.27. Un avvolgimento di N = 5 ■ IO 3 spire è disposto sulla superficie di un cilindro 
retto, lungo d = 50 cm e di raggio R = 5 cm, costituendo quello che si chiama 
un solenoide rettilineo. Esso è percorso da una corrente i = 2A. Dare 
l’espressione del campo magnetico nei punti dell’asse del sistema ed estendere il 
risultato al caso in cui d tenda all’infinito, calcolando pure la differenza 
percentuale del modulo di B nel centro del solenoide tra i due diversi casi. 
Ricavare inoltre il coefficiente di autoinduzione e l’energia magnetica per unità 
di lunghezza sempre nel caso limite del solenoide indefinito. 

Diciamo n = N/d il numero di spire per unità di lunghezza; se esse sono 
abbastanza fitte così da poterle pensare distribuite con continuità, sul tratto dx vi 
sono ndx spire. Il campo B nel punto P(x Q ) si calcola come il campo sull’asse di una 
spira percorsa dalla corrente mdx: 

Jr> p 0 iR 2 ndx . 

dB = 2P ’ 

esso è parallelo all’asse x e il verso dipende da quello della corrente. Si vede che 


dx 



rsend=R , x — xo = R ctg 8 => dx -- dd 

sen 8 

e il campo totale nel punto P vale 

B =— — [ senddd--^^- (cos8 1 — cos8 2 ) = JÌ2l”_ (cos0x + cos0^; 

2 1 2 2 
e. 

8i e dì sono gli angoli sotto cui sono viste dal punto P le spire terminali del 
solenoide. In funzione della distanza x dal centro del solenoide si ha 
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_ 0.5tf-x 

[(0.5 cf — x) 2 + I? 2 ] 1 


_ 0.5 d + x 

[(0.5 rf + x) 2 + i? 2 ] 1 


Nel centro del solenoide r = 0e pertanto 

d fb! 

B = Bq - ftoni + 2p.72 • 

Questo è il valore massimo del campo; esso decresce con x, simmetncamente 
rispetto a O, conservando su tutto l’asse lo stesso verso. Nei cento O delle facce 
estreme 

R ^o Kt d _r- ( c ) 

Bo ' ~ 2 (d 2 + R 2 ) l/2 

Quando d tende all’infinito il campo tende a diventare uniforme m tutto il 
solenoide assumendo il valore 

„ • (d) 

Ba> = Moni • v 

Questa espressione nella pratica dà con buona approssimazione il campo nella zona 
centrale del solenoide finito con d^R\ in tali condizioni inoltre = BJ 2. 

Nel caso numerico proposto 

= 2.51 • IO -2 T , B 0 = 0.98 B» ~ 2.46 • IO -2 T , 


5co _12 . io --2 

B x 

Calcoliamo il coefficiente di autoinduzione dal flusso concatenato; nell’unità 
di lunghezza ed essendo il campo uniforme abbiamo 

r =^ = JLHì. = Mo/ 1 2 J= 0.987 — . ( e ) 


L’energia magnetica per unità di lunghezza risulta allora 
W = — Li 2 = 1.97 — . 


5.28. Discutere, ricorrendo anche ad una rappresentazione grafica, come varia il 
campo magnetico nei punti dell’asse di un solenoide lungo d - 50 cm a seconda 
che il raggio assuma i valori R = 5, 10, 15, 20, 25 cm. 

Per ottenere risultati dipendenti solamente dalle caratteristiche geometriche 
del solenoide, consideriamo il rapporto tra il campo in un punto generico dell’asse 
distante x dal centro del solenoide e il campo del solenoide indefinito. Dalle (a) e 
(d) del problema 5.27 otteniamo 




166 


CAPITOLO 5 


B(x) _ 1 f O.Sd-x 0.5<f -t- * ] 

2 [ [(0.5d - x) 2 + R 2 ] 1/2 [(0.5 + x) 2 + i? 2 ) 1/2 j ' 

Questo rapporto in funzione di x è mostrato nella figura per i vari valori di R/d. 



Osserviamo innanzitutto che all’aumentare di R/d diminuisce la regione 
nell intorno del centro m cui il campo può essere considerato uniforme e 
diminuisce anche il valore nel centro, dato dalla (b) del problema 5.27; precisa¬ 
mente 

Boo ~~ Bq _ AB _ . 1 

B„ Beo “ [1 + (2 R/d) 2 ) 1 ' 2 ' 

Sempre all’aumentare di R/d si estende la regione all’esterno del solenoide in 
cui c’è campo magnetico apprezzabile diverso da zero; come misura dell’effetto 
assumiamo il rapporto B(x R )/B 0 con x R = 0.5 d + R. 

Infine il rapporto tra il campo magnetico B 0 . nel centro di una faccia del 
solenoide (x = d/2) e B 0 , ricavato usando le (b) e (c) del problema 5.27, varia con 
la legge 

B„ _ 1 r 1 + (2 R/d) 2 

B 0 2 [ 1 + (R/d) 2 

I valori dei rapporti considerati sono riportati in tabella: 


R/d 

0 

0.1 

0.2 

0.4 

0.5 

AB/B^ 

0 

0.02 

0.07 

0.22 

0.29 

B(x r )/B 0 

— 

0.147 

0.150 

0.163 

0.171 

Bq'/ Bq 

0.50 

0.51 

0.53 

0.59 

0.63 
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5.29. Per alcune esperienze di fisica subnucleare eseguite con Panello di accu¬ 
mulazione per elettroni e positroni Adone dei Laboratori nazionali di Fra 
scoti è stato costruito un magnete del tipo solenoide in ana. La lunghezza è 
d=2 m il raggio è R-l m. Esso è alimentato da un generatore di 
ootenza Po = 1.5 ■ IO 6 W con una corrente i = 5 ■ 10 A. Le spire sono di 
alluminio (ff = 2.8 • IO -8 £ìm) e si suppone di poter tollerare in esse una 
densità di corrente j = 8.5 AW. Nei cavi di collegamento del solenoide 
con l’alimentatore vengono dissipati P' = 0.2 ■ 10 W .Calcolare il campo 
nel centro del solenoide e la portata dell’acqua nel circuito di raffredda* 
mento delle spire se questa non deve superare di più di 20 C la propria 
temperatura iniziale. Determinare inoltre la pressione magnetica nel sole¬ 
noide nell’ipotesi che sia indefinito e U costo di esercizio orano se l energia 
elettrica costa L lire al chilowattora. 


Il campo magnetico nel centro del solenoide vale, secondo la (b) del 
problema 5.27 

Ponid = 4Mn . 1Q —3 T 

(d 2 + 4B 2 ) 1/2 

Determiniamo il numero delle spire in base ai dati sulla densit ^ ( J' C0 " e " a 
te e sulla potenza disponibile. Abbiamo per la sezione del conduttore e la 

resistenza di una spira 

» ^ _ l ItzR. ty 4 r\ 

j = _L= 5.88 • 10 _ 4 m 2 , Rs = 0-^~Q~^ - 3 ' 10 “ ' 

La resistenza totale del solenoide si ricava dalla potenza disponibile: 


Po-P' 


: 5.2 • IO -2 Q => N-- 


In conclusione il campo magnetico nel centro risulta 


. 4.44 • 10' 


■ 0.384 T 


Rispetto al campo del solenoide indefmito B^ ^o^/<i - 0.543 T 
riduzione del 29%, come torna con ì nsultati del problema 5.28 se d lR_ _ 
Nel tempo t viene dissipata nella bobina del solenoide 1 energia P 
= (Po-P')t- Se il calore prodotto deve essere ceduto all acqua del circuito d 
raffreddamento provocando un aumento di temperatura Ar=20C, occorre 

che t Pp-P' . 

mcAT^Pt => xòcàT = (B 0 - P )t => f § c at ’ 


6 è la densità dell’acqua (IO 3 Kg/m 3 ), c il suo calore specifico (4 18 ■ IO 3 
J/Kg°C), t ft è la portata (volume per unità di tempo). Numericamente 


: 15.6 • 10' 


• = 15.6 
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Per inciso, questo raffreddamento è essenziale per evitare la fusione dell’allu- 
minio. 

La pressione è eguale alla densità di energia (problema 5.14) per cui 
P = -^— Si =1.17 • IO 5 - 1.16 atm. 

Infine, per il calcolo del costo orano, si consideri che la potenza totale 
erogata è P 0 = 1.5 • IO 6 W = 1.5 • IO 3 KW cui corrisponde in un’ora di funzio¬ 
namento una dissipazione di energia di 1500 KWh e un costo di 1500 L lire. 


5.30. Una guaina cilindrica conduttrice di spessore trascurabile, lunga d = 50 cm 
e di raggio R = 10 cm, è percorsa da una corrente i = 50A in senso 
circolare: le linee di corrente sono circonferenze di raggio R, normali 
all’asse della guaina. Calcolare il campo magnetico B nel punto centrale O 
della guaina e la circuitazione di esso lungo la linea C della figura. Ripete¬ 
re il calcolo nel caso in cui le linee di corrente siano parallele all’asse 
della guaina. 


Possiamo suddividere la guaina in infini¬ 
te fettucce circolari infinitesime, di raggio R 
e spessore dx, percorse dalla corrente 

di = -~- dx = j c dx , 



jc è una densità lineare di corrente: se si traccia sulla superficie cilindrica una 
linea parallela all’asse, di lunghezza unitaria, essa è attraversata dalla corrente 
j c . Il problema diviene così identico a quello del solenoide rettilineo, per cui 
valgono le relazioni trovate nel problema 5.27, con la sostituzione’ di j c al 
posto di ni, che è la densità lineare di corrente nel solenoide. Pertanto 


B 0 = 


Mo ìcd 

( d 2 + 4 R 2 ) 1 ' 2 


= 1.17 ■ 10~ 4 


T 


Se la guaina fosse indefinita, il campo esterno sarebbe nullo mentre quello 
interno sarebbe uniforme con valore B a = p 0 j c = 1.26 • 10~ 4 T. 

Per il calcolo della circuitazione si applica direttamente il teorema di Am¬ 
père: 


T C (B) = | B • di = p 0 i = p o]c d = 6.28 • 10~ s Tm. 
c 

Nel secondo caso dividiamo invece la corrente in tante strisce infinitesime, 
parallele all asse, larghe di, ciascuna equiparabile ad un filo rettilineo percorso 
dalla corrente di = (i/2nR) dl=j,dl; j h densità lineare di corrente, è la cor¬ 
rente che attraversa un arco di lunghezza unitaria preso su una circonferenza 
di raggio R ortogonale all’asse. Senza fare alcun calcolo' possiamo prevedere 


che il campo magnetico nel centro O è nullo: infatti, se prendiamo sulla 
guaina a due a due le strisce diametralmente opposte, queste producono ovun¬ 
que sull’asse campi eguali ed opposti. Ciò non è più vero appena si esce 
dall’asse in quanto viene meno la simmetria. 

Se il conduttore cilindrico è indefinito, ricadiamo nell’ipotesi a) del proble¬ 
ma 5.14: il campo è nullo ovunque all’interno e all’esterno vale B = 
= p 0 i/2nr = poh R/r nei punti distanti r dall’asse. 

Il calcolo della circuitazione richiede alcune considerazioni supplementari. 
Nel primo caso è possibile generare una corrente come quella descritta senza 
che ci siano connessioni con un generatore (per esempio tramite il fenomeno 
dell’induzione elettromagnetica). Ciò non è possibile invece nel caso ora in 
esame: devono esserci almeno due conduttori che connettano la guaina a un 
generatore. A seconda che la linea C concateni o meno questi conduttori si 
avrà una circuitazione diversa da zero e pan a p 0 i o nulla. 


5.31. L’avvolgimento di un solenoide è necessariamente disposto secondo un’elica 
cilindrica; si supponga pertanto che, dato un solenoide indefinito, la pro¬ 
gressione effettiva della corrente sia equiparabile al sovrapporsi di una 
corrente superficiale puramente circolare e di una corrente superficiale 
puramente longitudinale. In questa ipotesi calcolare il rapporto tra il modu¬ 
lo di B in un generico punto esterno e il modulo di B all’interno in 
funzione del passo dell’elica. Se in particolare il passo vale h = 1 mm e il 
raggio del solenoide è R = 10 cm, calcolare il valore del rapporto per punti 
esterni distanti r = 10, 20, 50 cm dall’asse. 


Applichiamo il principio di sovrapposizione sfruttando i risultati trovati nel 
problema 5.30 per la guaina indefinita. Il campo all’esterno del solenoide è 
dovuto solo alla corrente longitudinale mentre quello all’interno solo alla cor¬ 
rente circolare. Ne segue che il rapporto richiesto si scrive: 


A=„ / E E 

B, 01 r po h h r 


(a) 


Si tratta ora di mettere in relazione questa espressione con il passo h 
dell’elica. Ricordiamo dal problema 5.5 che la densità di corrente è proporzio¬ 
nale alla velocità delle cariche; nel nostro caso il moto delle cariche è compo¬ 
sto da un moto circolare uniforme e da un moto rettilineo uniforme. Pertanto 
il rapporto delle densità di corrente, eguale al rapporto delle corrispondenti 
velocità, risulta pari, essendo i moti uniformi, al rapporto degli spazi percorsi 
nello stesso tempo: 


li _ vi _ h 
jc V c 2nR 

Introducendo questo risultato nella (a) otteniamo l’espressione cercata: 


B e _ h 
B t 2 tir 
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Il rapporto tra i moduli dipende esclusivamente da fattori geometrici. De¬ 
ve essere ben chiaro che questo campo esterno non è dovuto al fatto che, 
essendo il solenoide finito, le linee di campo si chiudono su se stesse all’ester¬ 
no del solenoide. Noi stiamo trattando il solenoide indefinito, le cui linee di 
campo interne sono rette parallele confinate entro il solenoide stesso. Il campo 
esterno è dovuto esclusivamente al fatto che la corrente avanza lungo il sole¬ 
noide (le linee di B„ sono circonferenze ortogonali all’asse). 

Nel caso numerico proposto h = IO -3 m e abbiamo 



Possiamo dire che nella pratica l’effetto è trascurabile; se B , è dell’ordine del 
tesla, B e è dell’ordine di qualche gauss. 

Anche il valore di B, è alterato dal moto non solo circolare delle cariche 
(cioè B, non è poni). Se j è la densità lineare di corrente, pari a rei, scriviamo 
la componente circolare come j c = ;cos <j> essendo 


(1 + tg 2 # 


[1 + Qi/lttR) 2 ] 1 


B t Poìc 


[1 + (h/hzR) 2 ] 1 


Essendo in generale h^R l’effetto è molto piccolo; con h = 1 mm e 
R = 10 cm il fattore correttivo è (1 - 2) • IO -6 , con h = 1 cm è (1 - 2) • IO -4 . 


5.32. Calcolare il potenziale vettore generato da un solenoide indefinito con n 
spire per unità di lunghezza, percorso dalla corrente i, sfruttando l’analo¬ 
gia formale tra la relazione che lega A e B e quella che lega B e j ire un 
filo indefinito percorso da una corrente uniformemente distribuita sulla 
sezione del filo. 


La relazione (5.1) rotB = p 0 J porta, in un filo indefinito percorso da cor¬ 
rente, ad un campo di modulo 


o_ P-o ir _ 1 


R è il raggio del filo (si veda il problema 5.14). Le linee di j sono rette 
parallele al filo, le linee di B sono circonferenze ortogonali al filo. 

La relazione generale tra A e B è rot A = B; inoltre, per un solenoide 
indefinito, B è uniforme sulla sezione e le sue linee sono rette parallele all’as¬ 
se. Il caso matematico è pertanto identico: la sostituzione B-rA, j—*B ci dà 
la soluzione, tenendo conto che la costante di proporzionalità è ora 1 (po~* !)• 
Le linee del potenziale vettore sono circonferenze coassiali al solenoide e il 
suo modulo vale: 
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1 r, nir 

A= — Br = fio —j- 


niR 2 _ D 
: n - r Ss R 

™ 2 r 


R indica ora il raggio del solenoide. Il potenziale vettore cresce linearmente 
all’interno del solenoide, è continuo per r = R (a differenza del ca ™P°™ ag 
tico che presenta la discontinuità p 0 ni, vedi problema 5.14), poi decresce 

proporzionalmente al fr. 


C « Due solenoidi, di eguale lunghezza l = 40 cm e di raggio n = 4 cm, r 3 2 
cm liumno ciascuno re = IO 3 spire per metro e soreo percorsi nello stesso 
Zso da due correnti eguali, pari a i = 2A, fomite da due generatori 
diversi. I solenoidi sono coassiali e il più piccolo può P ene ^ e dx un 
x della sua lunghezza all’interno dell’altro. Trascurando gli effetti di bordo 
calcolare in funzione di x l’energia magnetica del sistema, la forza di 
ZZtione tra Tsolenoidi, il lavoro delle forze del campo per risucchiare 
completamente il secondo solenoide, l’energia fornita dai Seneraton mUo 
stesso processo. Si supponga che le correnti rimangano sempre costanti. 

L’energia magnetica (vedi paragrafo 5f.) è data da 

W = — Liii + \ l 2'2 + Mh h ^ 

2 ** 

con U e U induttanze dei due solenoidi e M coefficiente d. mutua induzione. 
Li e L 2 sono dati dalla (c) del problema 5.27 e valgono 

Li = fi 0 n 2 xr 2 l = 2.53 • IO -3 H , L 2 = p 0 n 2 ^ = 0.63 • 1(T 3 H ; 

essendo caratteristici dei singoli solenoidi essi non dipendono dalla coordinata 
v Ppr il calcolo di M(x) sia B,nrì = il flusso di attraverso 

una spira del secondo solenoide (interna al primo). Il flusso totale di B, e 
“dloTtriSei, le V spire del secondo solenoide che stanno dentro il 

primo: 

secondo la definizione (5.20) e ricordando nel calcolo che «i = » 2 = n > 

M = Po n i n 2 ;rr 2* = 1-58-10 3 *H . 

Pertanto la (a) con i\ = i 2 = 2A dà: 

= (5.06 + 1.26 + 6.32x) • IO -3 J . 

Il calcolo della forza si effettua applicando la (5.27): 
p = iE. = h i 2 EM. = ^ mnjjrr! hh = 6.32 • 10" 3 N , 

/ir dx 
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indipendente da x. Il lavoro compiuto dalle forze del campo per risucchiare 
completamente il secondo solenoide a correnti costanti è dato da 


Jn _ fi 0 di r 2 _ /x 0 a)a r 2 dr 

2 (x 2 + r 2 ) 3/2 2~ (x 2 + r 2 ) 3/2 


L — Fl = fJo n i n 2 m '2hhl “ 2.52 • IO -3 J 

e si verifica subito che il lavoro è eguale alla variazione di energia magnetica: 

AW-Wf-W^j- Lp 2 + j- L 2 q + M(l) hh - -IjLji? - y L 2 ij 
= M(l)i ]i 2 = = L . 

Il sistema evolve quindi verso lo stato in cui l’energia magnetica è massi¬ 
ma: ciò è permesso dalla presenza dei generatori che provvedono a fornire il 
lavóro L per attirare il secondo solenoide e l’aumento di energia AW. Essendo 
L = AW, complessivamente i generatori erogano 

L gen = L + AW = 2AW = 5.04- IO -3 J . 

I risultati ottenuti chiariscono il significato del termine Mi x i 2 , sia la forza 
che la variazione di energia conseguente all’azione della forza sono direttamen¬ 
te legate ad esso, e più precisamente alle variazioni di M: 

F=i\i 2 -^T- > AW=t l i 2 AM . 

dx 

Quel termine descrive pertanto l’interazione mutua tra i due solenoidi ed è 
corretto chiamarlo energia mutua del sistema. 

Una situazione simile si ritrova anche m elettrostatica, per esempio nella 
configurazione studiata nel problema 2.25. 


5.34. Un disco circolare di raggio R — 15 cm possiede una carica elettrica uni¬ 
formemente distribuita con densità a = IO -5 C/m 2 . Esso viene fatto ruotare 
attorno al proprio asse in modo da compiere 200 giri al secondo. Calcolare 
il campo magnetico sull’asse del disco a distanza x = 8 cm dal centro. 

La carica che si trova sulla corona circolare com¬ 
presa tra i raggi re r+ dr vale 

dq = adii = Ittordr 

e, a causa della rotazione, è equivalente alla corrente 
che percorre una spira circolare di raggio r: 

di = ~- = -^~ dq —aordr ; 

T 2jt * 

Tea) sono periodo e velocità angolare della rotazione del disco. Il sistema è 
così assimilabile a un insieme di spire- complanari e coassiali; per la (a) del 
problema 5.18 ciascuna di queste produce nel punto P il campo magnetico 



Il campo totale si ottiene integrando (ad esempio per parti) tra zero e R: 


2x 2 + r 2 

R p 0 ao 

r 2 x 2 + r 2 i 

L (x 2 + r 2 ) 112 J 

o 2 

L (x 2 +/? 2 ) i/z J 


Nel caso specifico proposto B(x = 8 cm) = 3.8 • IO -10 T. 

Il dispositivo studiato è una schematizzazione di un esperimento condotto 
da H. Rowland nel 1878, con il quale si mise m evidenza per la prima volta 
che gli effetti magnetici prodotti da un corpo carico in moto non differiscono 
da quelli delle correnti elettriche. L’esperimento è molto difficile vista la picco¬ 
lezza dei campi m gioco. 


5.35. Un cilindro cavo, di raggio R = 4 cm, carico con densità superficiale di 
carica uniforme o= IO -6 C/m 2 , ruota attorno al proprio asse con velocità 
angolare o> — 628 rad/s. Calcolare il campo magnetico sull’asse. 

Il sistema può essere assimilato a un solenoide con corrente perfettamente 
circolare (problema 5.30). La densità lineare di corrente / c è data dal rapporto 
tra la carica superficiale per unità di lunghezza e il periodo di rotazione: 

_ _ CO 

j c ~2 jvR a —— — ooR . 

2n 

Stabilito questo, valgono tutte le relazioni viste nel problema 5.27, purché 
appunto si sostituisca ai ai? a ni. In particolare, se il cilindro è abbastanza 
lungo, si ha nel centro con buona approssimazione 

B = fiorai? = 3.16 • IO -11 T . 

Questo sarebbe il campo di un solenoide indefinito con ni — 2.5 • IO -5 
A/m, cioè percorso da una corrente molto piccola. Viceversa è interessante 
notare che ad un solenoide di raggio R — 4 cm e fattore ni = IO 3 , il che è di 
facile realizzazione, corrisponderebbe, volendo ottenere col cilindro rotante di 
raggio R un egual campo, 

a) se a) = 628 rad/s, una densità di carica a =39.8 C/m 2 , 

b) se a — IO -6 C/m 2 , una velocità angolare ai = 2.5 • IO 10 rad/s. 

Tali valori di ai e a sono chiaramente irrealizzabili; nel primo caso perché 
già con densità molto più piccole si avrebbero scariche nel dielettrico in cui si 
trova il cilindro, nel secondo addirittura perché i punti della superficie del 
cilindro avrebbero una velocità lineare superiore a quella della luce, in contra¬ 
sto con la teoria della relatività. Ma anche valori intermedi, tali però da dare 
sempre aia/? = IO 3 , portano visto il vincolo su a a valori proibitivi per a), su 
una base puramente meccanica. La ragione prima di questi fatti sta nell’enor¬ 
me differenza, anche se solo quantitativa, tra l’entità della carica elettrostatica 
che può risiedere su un corpo, da mettere poi in movimento, e della carica che 
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può circolare nei conduttori: su una sfera di raggio 1 m portata a IO 6 V c’è 
una carica libera di circa IO -4 C, in un conduttore può essere messa m movi¬ 
mento una carica di IO 9 C/m 3 , portata dagli elettroni di conduzione 
(<7 = ne = IO 28 • IO" 19 ). 


5.36. Un cilindro di raggio R = 10 cm, costituito da materiale dielettrico omoge¬ 
neo (te = 5), ruota attorno al proprio asse con velocità angolare a = IO 3 
rad/s. Esso è immerso in un campo magnetico uniforme B, di modulo 0.5 
T, parallelo e concorde a co. Calcolare in modulo, direzione e verso la 
polarizzazione P all’interno e sulla superficie del cilindro e le densità delle 
cariche di polarizzazione. 

Le cariche che compongono il dielettrico, poste in rotazione con velocità 
angolare co, cioè con velocità lineare « = co x r, sono sottoposte al campo 
elettrico 


F 

E = — = iXB = (oiXr)xB , 

q 

diretto secondo il raggio del cilindro e di 
modulo E = cori?; il verso, nel nostro caso, è 
quello indicato m figura. Pertanto 

P = e 0 (« - 1) E = £ 0 (jc - 1) (co X r) x B . 

Da questa espressione deduciamo le 
densità di canea di polarizzazione (paragrafo 3a.). Sulla superficie del cilindro 
c’è la densità 

a= P(R) = £ 0 (x - 1) coi? fi =1.11 ■ IO -9 —, . 

1X1“ 

In corrispondenza all’unità di lunghezza compare così una carica superficiale 

q a = 2ztRa= 2 zc£q(x — 1)coR 2 B = 1.11 • IO -9 — . 

m 

All’interno del cilindro la densità di carica di polanzzazione è 
£> = -divP = -£ 0 (x- l)coBdivr= -2e 0 (x- 1 )coB = -3.54 • IO -8 

m 



L’espressione numerica del modulo della polarizzazione in funzione di r è 

C 

P(r) = e 0 (x- l)a)Br= 1.77 • l(T s r ■ 

Notiamo che, a differenza di quanto avviene per la polanzzazione di origi¬ 
ne elettrostatica, è possibile col meccanismo (non elettrostatico) della forza di 
Lorentz avere in un dielettrico omogeneo una densità volumetrica di carica di 
polarizzazione diversa da zero. 


5 37 Un cilindro di materiale dielettrico è polarizzato in modo permanente, con 
una polarizzazione P = P 0 r, dove r indica il vettore normale all’asse del 
cilindro il cui modulo dà la distanza dall’asse. Se R è U raggio del cilindro 
e se esso ruota con velocità angolare co attorno al proprio asse, calcolare il 
campo magnetico all’interno del cilindro, assumendolo indefinito. Per il 
calcolo numerico si ponga P 0 = 1.77 • 10 8 C/m 3 , R = 10 cm, <o - 10 
rad/s. 

Abbiamo visto nel problema 5.36 come è possibile creare un simile tipo di 
polanzzazione. Il fatto che esistono canche all’interno e in superficie del cilin¬ 
dro distribuite uniformemente con le densità 

o=P(R) = PqR . 9 = -divP = -P 0 divT= -2P 0 

e che queste canche ruotino attorno all’asse del cilindro con velocità angolare 
<o comporta un effetto magnetico (che, se ci riferissimo di nuovo al problema 
5.36, verrebbe a sovrapporsi al campo magnetico là considerato). 

Il calcolo per la canea superficiale è immediato (problema 5.35): essa da 
origine a un campo uniforme entro il cilindro, parallelo e concorde a co, di 
modulo 

B a = Mo (oaR = MoCoPo* 2 = 2.22 • IO" 13 T . 

Per le cariche di volume, isoliamo una corteccia cilindrica di lunghezza 
unitaria, compresa tra i raggi r e r + dr. Essa contiene la carica 

dq = Qdx= -2P 0 ■ 2nrdr 

che, a causa della rotazione, equivale alla corrente per unità di lunghezza 

= = dq= -2coP 0 rdr . 

J 1 2jt 


( infatti divr = div(xu x + yu y ) = — + JQ- = 2 ì ; 

\ dx dy ] 

essa è uniforme entro il cilindro; la carica volumetrica di polarizzazione per 
unità di lunghezza vale 

q Q = qkR 2 = -2jie 0 (x- 1)coR 2 B = -q a 7 


Ne deriva il campo 

dB e = p 0 di= -2p 0 wP 0 rdr 

uniforme entro il cilindro di raggio r e nullo fuori. Il segno meno indica che il 
campo è antiparallelo a co (la carica di volume è negativa). In un punto 
generico distante r < R dall’asse il campo risultante vale 
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x 

B e (r) = J dB e = - p 0 a>P 0 (R 2 ~ r 2 ) 

r 

L’integrale va calcolato a partire da r perché la carica compresa entro il cilin¬ 
dro di raggio r non dà campo all’esterno. In totale quindi 

B(r) = B a + B e (r) = p 0 a)P 0 r 2 = 2.22 • l(T u r 2 T 

Il campo magnetico è concorde alla velocità angolare, il suo modulo cre¬ 
sce quadraticamente col raggio, 'da zero al valore 5 max = p 0 coP 0 R 2 = B a ; per 
r> R il campo è nullo. Ritroviamo la discontinuità p 0 j s - p 0 mP 0 R 2 nell’attra- 
versare uno strato superficiale di corrente (vedi problema 5.17); in effetti la 
corrente superficiale ha densità j s = 2jiRo/(2ji/w) - woR = coP 0 R 2 . 

Il caso studiato è un’applicazione semplice del risultato generale secondo 
cui gli effetti magnetici di un dielettrico polarizzato in movimento sono calcola¬ 
bili a partire dalla formula B = p 0 P X u. 


5.38. Un elettrone ruota attorno ad un protone descrìvendo con velocità costante 
un'orbita circolare; il suo momento angolare è eguale a 1 (in unità h!2n). 
Calcolare il rapporto giromagnetico e il momento magnetico dovuto al moto 
orbitale. Calcolare inoltre la frequenza di precessione dell'orbita elettronica 
se il sistema è immerso in un campo magnetico B. 


Il momento angolare per l’orbita circolare èL = rXmu = m vr u„ se u„ è 
il versore della normale al piano dell’orbita, orientato con la solita conversione 
destrogira rispetto al moto della particella. Il momento magnetico si calcola 
equiparando il moto della carica q a una corrente i= q/T= wq/2n= vq/2nr. 
Pertanto p = ittr 2 u„ = vqr/ 2u„ e il rapporto giromagnetico, definito da (5.16), 
vale 


G = ii=JL 
L 2m 

Esso non dipende da caratteristiche geometrico-cinematiche, come raggio del¬ 
l’orbita o velocità, ma solo dalla particella considerata. Nel nostro caso, poiché 
la carica dell’elettrone è negativa (q = - e), (ieL sono antiparalleli e il valore 
numerico del rapporto giromagnetico è 


G - -J—= -L 6 JL'-.. 10 ~ 1 9 , -8, 78 . 10 I° _C . 

2 m 2 • 9.11 • IO" 31 Kg 

Il momento magnetico dell'orbita vale di conseguenza, in modulo, 

p = GL = -t— — p B = 0.928 • IO -23 Am 2 . 

2 m 2n 

Vediamo da questo esempio una giustificazione della scelta del magnetone di 
Bohr come unità dei momenti magnetici elementari. 


La frequenza di precessione si ricava da (5.18): 

v= Ìk = £?=l.4-10 10 Bs" 1 
2n 2n 

Essa è indipendente dall’angolo tra p e B, purché diverso da zero. 


5.39. Una sfera conduttrice di raggio R = 10 cm e massa m - 10 Kg, carica con 
q « IO” 6 C ruota con velocità angolare co = IO 3 rad/s attorno ad un suo 
diametro. Calcolare a valore del campo magnetico nel centro, il momento 
magnetico e il rapporto giromagnetico della sfera. Se questa viene immersa 
in un campo magnetico uniforme, di modulo B' = 3T, calcolare la velocità 
angolare di precessione. 


Isoliamo sulla sfera una calotta sferica infinitesima, di area 
dS—2jtR 2 sendd6 (vedi figura e nota in fondo al capitolo primo): su di essa 
si trova la carica dq = odi che, a causa della rotazione, genera effetti magne¬ 
tici simili a quelli prodotti da una spira di raggio R sen0, percorsa da una 
corrente di intensità di = dq/T= aoRhendde. Secondo la relazione (a) de 
problema 5.18, nel centro della sfera distante r-R dai punti della spira, il 
campo magnetico vale 

dB = podi R2 ^ì~ ~ \ Po(ooRsea 2 ede . 


Il campo totale si ottiene integrando tra 0 e ir; 

71 

siccome jsen 3 0tf0 = 4/3 abbiamo 
o 

B = 1 p 0 moR = ^ IO" 7 = 6.67-IO" 10 T . 
3 



Il momento magnetico si calcola in modo analo¬ 
go: a ciascuna spira infinitesima, di area I' = nR 2 sen 2 d, percorsa dalla cor¬ 
rente di = a)oR 2 senede, corrisponde un momento magnetico dp=dil'~ 
= ao jiR a sen 3 6d6. L’integrazione è identica a quella di B: 


fi = — (ootzR* = wR 2 q = 3.33 • IO -6 Am 2 . 

3 3 

Vettorialmente B, p e co sono paralleli e concordi. Il momento angolare 
vale L = / ra con / = 2/5 mR 2 e risulta un rapporto giromagnetico 


G 


JL = ±J- = 8.33 - IO -8 
L 3 2 m 


_C 

Kg 


con un fattore g — 5/3 per tale configurazione geometrica. 

Si dimostra che il valore di B è costante entro tutta la sfera e che all e- 
stemo, per r>R, essa produce un campo magnetico eguale a quello di un 
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dipolo con momento magnetico p. Si può cioè enunciare questa proprietà: una 
corrente distribuita su una superficie sferica di raggio R in modo che la sua 
variazione sia data dalla legge di/dd=Ksend produce all’interno un campo 
magnetico uniforme di modulo B = 2p 0 K/3R e all’esterno un campo di dipolo 
ricavabile dal momento magnetico p= AnR 2 K/3. 

Il moto di precessione avviene con la velocità angolare (5.18) 

co = GB' = 0.25 ■ IO -6 — . 

s 

Il valore estremamente piccolo di co p è dovuto al rapporto sfavorevole tra 
carica e massa che si realizza in un corpo macroscopico. 


5.40. Ripetere il problema 5.39 con gli stessi dati numerici, ma supponendo che 
la carica q sia distribuita uniformemente in tutto il volume della sfera. 

Invece di un elemento di superficie consideriamo questa volta un elemento 
di volume dx = r 2 sendddd<l>dr m cui c’è la carica dq = gdx. Per il moto di 
rotazione abbiamo una corrente equivalente su una spira di raggio rsenff, 
distante r dal centro della sfera (r è variabile tra zero e R). pari a 

di = ~r - gr 2 sen8ddd<j>dr . 

T 2n 

Essa produce nel centro della sfera il campo 

, r 2 sen 2 & iiotag , , , 

dB = p, 0 di -—-=-=- rdrdósen 3 ddd 

2 r 4?r 

che integrato su tutte le variabili porge 

R 2n n 

B = J rdr ^dcj> J sen 3 ddd = -i- p 0 wgR 2 
0 0 0 

= IO" 7 —£ = IO -9 T . 

Analogamente, per il momento magnetico si considera sempre la spira 
infinitesima percorsa dalla corrente di, di area S' = jir 2 sen 2 d e si scrive 

dp = dìi' = ^ r*drd(j>sen 3 ddd 

che integrata su tutte le variabili dà 

p = -^- jroipT? 5 = -i- 0 )R 2 q = 2 ■ IO -6 Am 2 . 

Il momento angolare vale L = Ito = (2/5) mR 2 co e quindi il rapporto giro- 
magnetico assume il valore 
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La diversa disposizione geometrica delle cariche porta a un diverso fattore g 
rispetto al problema 5.39; qui in particolare g = 1- Infine 


GB' = 0.15 • 10" 




CAPITOLO 6 


INDUZIONE ELETTROMAGNETICA 


6a. Quando un conduttore si muove in un campo magnetico B gli elet¬ 
troni liberi dentro di esso risentono di un campo elettrico E -y X B, se v è la 
velocità del punto nel conduttore ove si calcola il campo (vedi paragrafo 5b.). 

La quantità 

d% = E*dl = t)XB*dl 

dà il lavoro compiuto sulla carica unitaria per lo spostamento di lungo il 
conduttore. Per un conduttore di lunghezza finita / la (6.1.) da 

<g = j E • di = | t) X B • di 

che prende il nome di tensione presente ai capi del conduttore (vedi paragrafo 
4b.). P Se, come esemplificato in figura dalla sbarretta BC, il conduttore lungo 



t-BC 
T= ABCD 


è l’unica parte mobile di un circuito chiuso r immerso in un campo magnetico, 
% è anche la circuitazione di E = t> X B estesa a P. 

'g = | E*dl = | t) X B • di , ( 6 ’ 3 ^ 

quindi è la forza elettromotrice che si manifesta, ovvero, come si dice normal- 

mente che viene indotta nel circuito . . , . „ j 

Si dimostra altresì che % è esprimibile tramite la variazione del flusso di B 

attraverso T causata dal moto; precisamente vale la legge di Faraday 

d®( B) (6.4) 

<g = -- . 


(6.4) 
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Se il circuito è conduttore e ha una resistenza complessiva R in esso 
circola una corrente i data dalla legge di Ohm: 

(6.5) 

R R dt 

Il verso della corrente, espresso dal segno messo nella (6.5), è tale che il 
flusso del campo magnetico B' da essa stessa generato si oppone alla variazio¬ 
ne di flusso primaria (legge di Lenz). 

È bene precisare che nel calcolo di #(B) bisogna tener conto anche del 
campo prodotto dalla corrente indotta. Ci si riferisce esplicitamente alla possi¬ 
bilità di trascurare gli effetti di tale campo quando si avverte, nei problemi, di 
non considerare l’autoinduzione del circuito. 


6b. Fenomeni di induzione elettromagnetica si presentano anche con cir¬ 
cuiti stazionari quando nel tempo varia invece il valore del campo magnetico 
B, cioè quando è diversa da zero 3B/9 1 . In tal caso in ogni punto m cui 
dB/dt=£Q compare un campo elettrico definito da \Yequazione di Maxwell 

rotE=~ • (6-6) 

dt 

Se si confrontano (6.1) e (6.6) si nota una diversità fondamentale tra i 
meccanismi attraverso i quali viene indotto un campo elettrico: m uno è essen¬ 
ziale la considerazione dell’esistenza di un conduttore in moto, messa analitica¬ 
mente in evidenza dalla dipendenza da v, nell’altro non c’è nulla che dipenda 
dal particolare circuito o materiale considerato (E si manifesta anche nel 
vuoto). 

Con riferimento alla figura, qualora si consideri un circuito chiuso T la 
f.em. indotta in esso si ricava da un’applicazione del teorema di Stokes: 

Ig = j> E • di = JrotE • u n dS = — j B • u n dl = —, 

V T 

1 essendo una genenca superficie che ha la linea F come contorno. Se il 
circuito è conduttore vale ancora la (6.6), con il verso della corrente i e del 
campo magnetico B, da essa prodotto indicati in figura, nei due casi di aumen¬ 
to o diminuzione del campo esterno B. 
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L’unificazione formale reaUzzata dalla (6.4), che trova una completa spie¬ 
gazione in una teoria relativistica dell’elettromagnetismo e che e assai utile nei 
problemi non deve nascondere la differenza fisica tra due ordini di fenomeni 

diverbi oui msssa in evidenza. _ _ , 

Una relazione utile, derivata dalla (6.4), è la legge di Felici: quando * nu “ 
circuito di resistenza R avviene una variazione di flusso A<P( B), viene messa 
in moto, e passa attraverso ogni sezione del circuito, una carica elettrica 


<? = 


A d>(B) 
R 


(6 7) 


L’utilità della legge di Felici risiede nel fatto che q non dipende dal modo in 
cui avvengono le variazioni del flusso, ma solo dalla differenza tra ì valori 
iniziale e finale di questo. In altre parole, mentre la (6.4) e applicabile quan o 
sia noto il moto del conduttore oppure la legge con cui B vana nel tempo, la 
(6 7) è di applicazione più generale, in quanto si rinuncia all informazione 
istantanea, la corrente, e si osserva una quantità integrale, la carica. Questa 
caratteristica è alla base delle numerose applicazioni pratiche della (6.7). 


6c. Secondo quanto visto nel paragrafo 5e. è possibile scnvere il flusso 
del campo magnetico attraverso un circuito in funzione delle vane correnti che 

percorrono T cfrcuiti che generano il campo. Detta * la ^ 

circuito fc-esimo, il flusso del campo magnetico prodotto da i k attraverso il 

circuito i-esimo è esprimibile mediante la (5.19); una var ’ az!on ® n ®' lodata 
0 i k genera nell’i-esimo circuito una f.em. indotta che m base alla (6.4) e dat 

da 


d<P, k __ M 

dT l - dt k dt 


( 6 . 8 ) 


la f em. può essere indotta da variazioni di corrente nel circuito fc-esimo e da 
variazioni di M a , cioè deformazioni dei circuiti o variazione della loro di- 

StaD Oltre a ciò, una forza controelettromotrice sorge sempre m ancir ^ ult ° 
quando varia nel tempo il flusso (5.20) del campo magnetico prodotto dalla 
corrente i k che lo percorre. Tale f.em. è data da 


„ _ d0 k __ L di L _ i dL± (6.9) 

%k ~ — dT~ k dt k dt 

con chiaro significato dei due termini. In particolare se L k è costante % k 

contrasta la variazione di intensità. . . , ... 

Per questa ragione lo stabilirsi di una corrente m un circuito induttivo, 

cioè con L * 0, richiede da parte del generatore il lavoro 

W=4lri z ; < 6 ' 10 > 

2 

il generatore fornisce cioè questa autoenergia o energia intrinseca (vedi para- 
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grafo 5f.) che si ritrova integralmente sotto forma di energia magnetica del 
campo prodotto dalla corrente. Un meccanismo analogo è quello che produce 
l’energia mutua (5.25) tra due o più circuiti. 


* * * 


6.1. Una sottile sbarra rettilinea conduttrice, lunga b = 10 cm, si muovi di moto 
traslatorio nel piano x,y con velocità parallela all’asse x, di modulo v — 4 
m/s; la normale alla sbarra forma un angolo a = 30° con l’asse x. La 
sbarra è immersa in un campo magnetico uniforme e costante di modulo 
B — 0.5 T, che non ha componente lungo l’asse y e forma con l’asse x un 
angolo fi — 45°. Calcolare la tensione che compare ai capi della sbarra in 
seguito al moto. 

In tutti i punti della sbarra in movimen¬ 
to agisce il campo elettrico uniforme 
E = dXB, parallelo e discorde all’asse y: 

E = v X B = - uBsen^Uj, 

Esso forma l'angolo a col segmento AB che 
rappresenta la sbarra. A causa di questo 
campo gli elettroni di conduzione migrano 
verso l’estremo B che si carica negativamen¬ 
te, impedendo così un ulteriore accumulo di 
elettroni. Si stabilisce un equilibrio all’inter¬ 
no della sbarra nel senso che le cariche si ridistribuiscono in modo da creare 
un campo antagonista E' eguale ed opposto a E. Il punto A risulta positivo 
rispetto a B e la tensione ai capi di AB è data da (6.2): 

A A 

E • di = | ti X B • di = uBòsen/3cosa = 0.12 V . 

B B 

Nel caso particolare in cui AB, «eB siano tutti ortogonali tra loro si ha 
% = « max = vBb = 0.20 V . 



i 



6.2. Una sottile sbarra rettilinea conduttrice, lunga R = 10 cm, è incernierata ad 
un estremo attorno al quale ruota con velocità angolare costante <o — 100 
rad/s. Essa è immersa in un campo magnetico uniforme e costante, di 
modulo B = IT, parallelo e concorde a w. Calcolare il valore e il segno 
della tensione che compare ai capi della sbarra. 


Si 

:J V X 


B • di = 0)5 \ rdr- 


o)BR 2 = 0.5 V 


eòe B 


Sia v la velocità del generico punto P della sbarra, distante r da O. Il 
campo elettrico indotto in P vale E=uxB = (coXr)xB: esso ha il modulo 
E = coBr e direzione e verso di OA. Analogamen¬ 
te a quanto visto nel problema 6.1, ciò porta ad 
un accumulo di cariche negative in O e positive in 
A nonché al campo elettrico antagonista E' = - E. 

Questa volta però i campi non sono uniformi, non 
essendolo t), bensì crescono in modulo lineamente 
con la distanza dal centro. La tensione tra A e O 
è positiva e vale, sempre secondo (6.2), 

R 

— mRP 2 
2 

° o 

Abbiamo trattato un caso simile, di origine meccanica e non magnetica, 

npI nrnhlpma 1 9.4 



6.3. Un conduttore metallico di resistenza trascurabile è piegato a U, come mo¬ 
strato in figura; ì tratti paralleli distano b — 5 cm. Su di esso può spostarsi 
senza attrito un conduttore di resistenza R = 5 Sì ortogonale ai tratti paralle¬ 
li. Se tale conduttore viene mantenuto in moto secondo il verso positivo 
dell’asse x con velocità costante di modulo v = 10 m/s e se il dispositivo è 
immerso in un campo magnetico uniforme e costante, ortogonale al circuito 
e diretto verso il lettore, di modulo B = 0.2 T, calcolare il valore della 
corrente indotta nel circuito e la potenza che occorre spendere per mantene¬ 
re in movimento il conduttore mobile. Si trascuri l’autoinduzione del cir¬ 
cuito. 


Abbiamo qui il caso di un conduttore in moto traslatorio uniforme con 
velocità, campo magnetico e conduttore ortogonali tra loro, cioè il caso studia¬ 
to nel problema 6.1. Sappiamo così che l’estremo A è positivo rispetto all’e¬ 
stremo 5 e che ai capi del conduttore compare la tensione 

% = vBb = 0.1 V . 


Siccome il conduttore AB è l’unico tratto 
mobile del circuito chiuso, in base a (6.3) % 
rappresenta la Lem. indotta nel circuito. 

La corrente vale 




Per il lettore il verso è orario, in accordo 
con la legge di Lènz: il flusso di B attraverso 

il circuito è uscente per cui quello prodotto dal campo B, della corrente indotta 
i deve essere entrante, come avviene per una corrente di verso orario. Essendo 
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% costante nel tempo in quanto il moto è uniforme e avendo trascurato ogni 
resistenza che non sia R e la forza controelettromotrice (6.9), anche )a corren¬ 
te è costante. 

Per il calcolo della potenza bisogna innanzitutto conoscere la forza F che 
agisce sul conduttore mobile. Facciamo uso della (5.6): il conduttore lungo b, 
percorso dalla corrente i, sotto l’azione del campo B risente di una forza F 
parallela all’asse x e contraria alla velocità u: 



La presenza del campo magnetico genera cioè una resistenza viscosa (pro¬ 
porzionale alla velocità) che prende comunemente il nome di resistenza di 
attrito elettromagnetico. Per mantenere il conduttore in moto con velocità co¬ 
stante u occorre applicare una forza f eguale e contraria a F, ovvero spendere 
la potenza meccanica 



La potenza meccanica P m fornita dall’esterno, che serve a mantenere la 
corrente nel circuito, è ritrovata integralmente sotto forma di potenza elettrica 
spesa per effetto Joule. Numericamente P m = P e = 2 • IO -3 W. 

Va notato che le espressioni trovate per %, i, F m funzione della velocità 
non dipendono dal tipo di moto: esse sono sempre vere, qualunque sia la 
legge con cui varia la velocità nel tempo. 

Il sistema può essere considerato un generatore di forza elettromotrice. Se 
definiamo come rendimento il rapporto tra la potenza elettrica fornita e la 
potenza meccanica necessaria a produrla, nel nostro caso esso vale 1 (trascu¬ 
rando gli attriti). 


6.4. Un sottile disco conduttore di raggio D = 10 cm ruota attorno al suo asse 
con velocità angolare m = 100 rad/s. Un estremo di un resistore (R = 5 £1) 
è collegato al centro 0 del disco, l’altro alla periferia tramite un contatto 
strisciante A. Il disco è immerso in un campo magnetico ad esso ortogonale, 
diretto verso il lettore, di modulo B = 0.2 T. Calcolare il valore della cor¬ 
rente indotta nel circuito e la potenza che occorre spendere per mantenere 
in rotazione il disco. Si trascuri l’autoinduzione del circuito ed ogni resisten¬ 
za ad eccezione di R. 


Si ripresenta il caso studiato nel problema 6.2: il tratto del disco che ad 
un certo istante coincide con OA funge da sbarra rotante. L’estremo A è 
positivo rispetto al centro O e ai capi di OA compare la tensione 
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che rappresenta la f.em. indotta nel circuito. La 
corrente indotta vale 


% BD 2 m 


> 2 • IO -2 A ; 


il suo verso è quello che nel disco va da O ad 
A. 

Sul tratto dr del raggio OA, distante r dal 
centro, agisce la forza (5.7) 


dF = zdr X B 



che si oppone alla rotazione. Il momento di questa forza rispetto a O è dato 
da 

£ 2£)2 

dM = r X dF =- rdr o> 


D 

=> M = | dM = - 
o 


bd a 

AR 


w 


(b) 


Troviamo di nuovo che la presenza del campo magnetico genera una resi¬ 
stenza di tipo viscoso (proporzionale a co), la resistenza d’attnto elettromagne- 

Per mantenere in rotazione il disco con velocità angolare costante co oc¬ 
corre applicare un momento M' eguale ed opposto a M ovvero spendere la 
potenza meccanica 


■wM' = 


B 2 D A or 


■ P e = 2 • IO" 3 W 


Anche questo sistema può essere considerato un generatore di forza elet¬ 
tromotrice. Il suo rendimento (vedi problema 6.3), se si trascurano gli attriti, e 
eguale a 1. 


6 5 Nella stessa configurazione del problema 6.3 la sbarra AB viene messa in 
moto, con velocità parallela all’asse x, tramite l’applicazione in un tempo 
trascurabile di un impulso J = 0.15u x Ns. Dare l’equazione del moto della 
sbarra e la legge di variazione nel tempo della corrente indotta nel circuito. 
La massa della sbarra vale m = 15 g. 


La forza che agisce sulla sbarra durante il moto è data dalla relazione (a) 
del problema 6.3: 


è l’equazione del moto lungo l’asse x; ponendo dx/dt=v abbiamo 
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equazione del tipo a = -Kv, caratteristica del moto in presenza di attrito 
viscoso. 

L’integrazione si esegue per separazione delle variabili: 

ÌÉl = -\llÈL d[ => v=Voe -É>*„ m R (b) 

1 v J mR 


-B-b 2 t/mR 


con Vq velocità iniziale al tempo t = 0, pari a J/m. 

La legge di variazione temporale della corrente indotta risulta di conse¬ 
guenza 

l= ^-= — V aBb e -B 1 b 1 l/mR 


La velocità e la corrente decrescono esponenzialmente nel tempo, con costante 
di tempo eguale a r = mR/B 2 b 2 = 750s. Numericamente v 0 = 10 m/s e 


u = 10 1/750 


0.02 e-' /750 A . 


Se si calcola l’energia totale dissipata per effetto Joule si ottiene 

so oc 

W =l Rl 2 dr = }ÉllÈl ( e - 2B:b2 ‘/ mR dt = ± mvì , 


eguale all’energia cinetica inizialmente impressa alla sbarra. 

La conservazione dell’energia, che abbiamo appena verificato, può invece 
essere presa come punto di partenza per la risoluzione del problema. Essendo 
in gioco due sole forme di energia, quella cinetica e quella legata alla corrente 
che circola nel circuito, nel tempo dt la diminuzione della pnma deve eguaglia¬ 
re l’aumento della seconda, deve così essere 

mvdv + Ri 2 dt = 0 . 


Ma i = vBb/R e si ricava l’equazione dv/dt= —B 2 b 2 v/mR, cioè la (a). 


6.6. Una spira conduttrice quadrata, di iato a - 10 cm, massa m = 4 g e resi- 
\ sterna R = 0.64 £2, si muove con velocità costante u 0 = 5 m/s lungo l’asse x 
v (vedi figura). Nel semipiano x > 0 esiste un campo magnetico B, uniforme e 
costante, ortogonale al disegno, di modulo B = 0.8 T, mentre nel semipiano 
x < 0 è B = 0. Si calcoli la velocità vò della spira dopo che essa è entrata 
completamente nel semipiano x > 0 e il tempo t 0 che occorre perché ciò 
avvenga, a partire dall’istante t = 0 in cui la spira entra nel campo. Si 
trascuri l’autoinduzione della spira. 

In base ai risultati del problema 6.5 quando il lato BC entra nel campo 
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magnetico risente di una forza F : 


u; i tratti dei lati AB e CD 


che si trovano nella regione x>0 invece non danno contributo. L’equazione 
del moto della spira durante la penetrazione e perciò la (a) del problema 6.5 
che scoviamo 


Integrando il pomo membro tra Do e v e il 
terzo tra zero e x abbiamo: 



v - v 0 ■ 


i- 

La velocità diminuisce linearmente in fun¬ 
zione della penetrazione x. Quando x = a, cioè 

auando la spira è entrata completamente nel campo magnetico, n lato A 
Se sedetegli stessi fenomeni visti per il lato BC . abbiamo un circuito 
con due tensioni che si bilanciano esattamente, di modo che è nulla la f. m 
indotta e quindi la corrente e infine anche la forza che agisce sulla spira. 
Questa prosegue con moto rettilineo uniforme alla velocità 

B 2 a 3 (c) 

v , = Uo __ 


L’assenza di azioni magnetiche sulla spira una volta che essa sia compieta- 
mente entrata nel semipiano x>0 può anche essere spiegata cosi: una volta 
dentro, il flusso di B attraverso la spira è costante, essendo B unifoTme(t ciò 
è vero qualunque sia il moto della spira, purché traslatorio); perciò la (6.4) da 
f.em. indotta nulla, la (6.5) corrente nulla e la (5.6) forza nulla. 

Per rispondere alla seconda domanda occorre dare esplicitamente la le D ge 
del moto; essa è ricavabile dalla (a) e d’altra parte è la (b) del problema 6.5: 

v=Vo e -s’oh/ m R (d) 

Il tempo t 0 cercato si ottiene ponendo v= vj e passando ai logaritmi: 
mR , Vq 

'“ = W 1ob V ' 

I risultati numerici sono: 

Vq — 4.75 — , i 0 = 20.5-IO" 3 s . 


Se mettiamo insieme (b) e (d) ricaviamo x(t): 
x = (vo-v)— g^C 1 « 


a 2 t/mR ^ 


Notiamo che x ha un valore limite x 0 = mRv 0 /B 2 a 2 : se a è minore di x 0 
la spira riesce a entrare completamente nel campo, se invece a è maggiore ì 
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*0 entra nel campo solo una parte. Ci si può accorgere di questo fatto già dalla 
(c) che presenta soluzioni solo se Vo> B 2 a 3 /mR. cioè se a è minore di 
mRv 0 /B 2 a 2 =x 0 . È evidente, nel caso a> jc 0 , che tutta l’energia cinetica pos¬ 
seduta dalla spira viene spesa per effetto Joule sulla resistenza prima che la 
penetrazione sia completa. Diversamente, possiamo dire che esiste una velocità 
limite vq,l = B 2 a 3 /mR al di sotto della quale la spira si arresta prima di 
entrare completamente nel campo. 



Due rotaie parallele, poste in un piano orizzontale, distanti l — 10 cm, di 
^resistenza elettrica trascurabile, sono immerse in un campo magnetico uni¬ 
forme e costante, ortogonale al piano delle rotaie, di modulo B = 0.5 T. 
Due sbarrette conduttrici AA' e BB' eguali, di massa m = 10 g, resistenza 
R = 0.1 il, possono scorrere senza attrito sulle rotaie. Ad un certo istante, 
mediante un impulso, la sbarretta BB' viene messa in moto con velocità 
u 0 = 10 m/s nella direzione x. Calcolare la legge con cui variano la velocità 
v A e tifi delle due sbarrette nel tempo e l’energia dissipata in totale per 
effetto Joule. 


Nel tratto BB' del circuito viene indotta la tensione 


B 

J E • di = Bl v B 

b 

con l’estremo B' positivo rispetto al¬ 
l’estremo B. Pertanto, già al tempo 
t— 0 quando v B vale Vq, circola cor¬ 
rente da B a B’ e da A' a A così 
che sulla sbarretta AA' agisce una 
forza ed essa entra in movimento, 
nello stesso verso di BB'. Non appe¬ 
na si muove ai suoi capi compare la 
tensione indotta 

A' 

«a = j E • di = Blv A 

A 



con A’ positivo rispetto ad A, La f.em, indotta nel circuito è data da 

B' ^ 

% = j E’di = J E • di + | E* di = <ì b -%a = BI(v b - v A ) (a) 

B A 1 


e la corrente nel circuito vale 
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Le due sbarrette sono sottoposte alle forze 


Fb = z'BB' X B : 


(v B - Va) u* , 


Fa = i A'A X B : 


(v B - v A )u x ; 


la sbarretta AA' è accelerata, BB' è decelerata. La risultante delle forze è 
nulla per cui si conserva la quantità di moto totale del sistema. 

muo = mv A + mv B => v B = Vo - Va ■ (k) 

L’equazione del moto per la sbarretta AA ' è 


dvA B 2 l z 
dt 2mR 


(v 0 -2 v A ) 


v 0 ~2v a 2mR 


Per t = 0 v A = 0 e in definitiva 


J^ (1 _ e -aW-n«) , y B = J^ (1+ ; (c) 

2 4 

v B è stata ottenuta utilizzando la (b). Una sbarretta parte con v B = Uo- 1 altra 
con v A =0, a regime esse hanno la stessa velocità v A - v B - v 0 /2. Da (a) e 
(c) abbiamo per la f.em. indotta: 

% = Blv 0 e- B2,7,/mR ■ 

Numericamente r = mR/B 2 l 2 = 0.4 s e 

^ = 5 (1 -e- 25 ') ^ , u B = 5(l + e- 25 ')f , « = 0.5 e" 25 'V . 

L’energia dissipata per effetto Joule vale 

\ e -2B^W dt = J_ mv 2=- AT =-0.25 J . 

W ì 2R 2R J 4 

o 0 

1 ^ 

Infatti l'energia cinetica iniziale è — mv5, quella finale è 


2 4»t 
2 \ 2 


1 2 
— mv§ 
4 


e la variazione è opposta a W. 


6.8. Due guide verticali parallele conduttrici, distanti b - 20 cm, possono essere 
chiuse ad un estremo da un resistore, un induttore o un condensatore. 
Lungo le guide può scivolare senza attrito, sotto l’azione del proprio peso, 
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una sbarretta conduttrice di massa m = 10 g. Il dispositivo è immerso in un 
campo magnetico uniforme e costante, di modulo 8 = 1 T, ortogonale al 
disegno. Studiare nei tre casi la legge con cui varia la velocità di caduta e 
quella con cui varia la corrente indotta. Si assuma R = 4 £2, L = IO -2 H, 
C = 100 jnF, si trascurino le resistenze dei conduttori, l’autoinduzione del 
circuito (ad eccezione di L), la resistenza dell’aria; si prenda come condizio¬ 
ne iniziale v = 0 per 1=0. 


L’equazione del moto della sbarretta è, per tutti e tre i casi, 


mg-ibB => 


se x è un asse verticale, parallelo e concorde all’accelerazione di gravità g. La 
forza magnetica è dovuta al fatto che nel circuito si genera una corrente 
indotta in quanto c’è una parte mobile in campo magnetico. La differenza tra i 
vari casi risiede nell’espressione che lega la corrente i alla tensione % = Bbv 
che compare ai capi della sbarretta 



Per il circuito resistivo 


% = Ri => Bbv = Ri , 

sostituiamo nella (a) e integriamo tenendo conto della condizione iniziale. 
dv B 2 b 2 mgR 


ngR n 

o2u2 t 1 


- B 2 b 2 t/mR\ 


La velocità della sbarretta tende al valore limite v„ = mgR/B 2 b 2 , cioè il 
moto tende a diventare uniforme, esattamente come avviene nella caduta di un 
corpo in un mezzo viscoso. Dalla (b) si vede che analogo è il comportamento 
della corrente: 


, _ m S ci _ .-SVl/mA 

Bb U > ■ 

Il valore asintotico i* corrisponde all’equilibrio tra forza magnetica e forza 
peso. 

Nel circuito induttivo compare anche la forza controelettromotnce (6.9) e 
siccome L è costante e R è nulla otteniamo 

% ~ L 1T = 0 ^ = L 17 . _ @) 
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Derivando rispetto al tempo la (a) e utilizzando la (c) si ha 

iLil + B - .— y = 0 => V — Vq cos (cot + cf>) , 

dt 2 mL 

essendo co 2 = B 2 b 2 /mL e v Q e <p costanti da determinarsi in base alle condi¬ 
zioni iniziali, v = 0 per t = 0 e dvjdt — g per t — 0. Risulta 

e (mL) 1 / 2 Bb 

v = -2- sencui = g —— sen ., u/T f 


v =t sen<wf=g fb~ sen 


La coordinata x della sbarretta si ottiene integrando la velocità, con x = 0 
per t = 0: 

g . gmL r, B & t 

Posto \q — g/a 2 possiamo dire che la sbarretta oscilla attorno alla posizione xo 

con ampiezza xo, cioè il moto si svolge tra x = 0 e x = 2xo- La corrente si 

ottiene integrando (c) ed è proporzionale allo spazio percorso (invece che alla 

velocità come nel circuito resistivo): essa vana nel tempo secondo la legge 

, Bbg mg _ 

i = i 0 (l-costui) con i 0 = -—2 ’ 

i 0 è il valore attorno al quale la corrente oscilla sinusoidalmente con ampiezza 


Infine, nel circuito capacitivo, 


J- => Bhu = 4 


dv _ i 
~dt ~C 


L’equazione (a) diviene 
dv g 


7 U < g , 


il moto è uniformemente accelerato: 

1 2 

u = al , x ~~2 0t 

L’intensità di corrente secondo (d) è proporzionale all’accelerazione e 
quindi costante: 


i = CBb 


_g _ 

CB 2 b 2 


I risultati numerici sono riassunti nella tabella: 
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velocità (m/s) 

corrente (A) 

R 

9.8(1-e - ') 

0.49(1-e - ') 

L 

0.49 sen 20 r 

0 49(1- cos 20 f) 

C 

9.81 

0.2 • IO -3 


Come nel problema 6.5 possiamo utilizzare la conservazione dell’energia 
per arrivare ai risultati; nei tre casi si scrive 

Ri 2 dt +mvdv-mgdx , Lidi + mvdv = mgdx , CVdV+ mvdv = mgdx 

L’energia potenziale gravitazionale diminuisce mentre aumenta l’energia 
cinetica e viene speso lavoro, rispettivamente, sulla resistenza, per vincere la 
forza controelettromotrice e per caricare il condensatore. Utilizzando le rela¬ 
zioni (b), (c), (d) si arriva alle equazioni risolutive con facili passaggi che 
lasciamo come esercizio; nell’ultimo caso si usi direttamente l’espressione 
Bbv = V, con V d.d.p. ai capi del condensatore e ci si serva della (d) solo per 
il calcolo della corrente. 


6.9. Nel circuito in figura L rappresenta un induttore ideale, cioè con resistenza 
nulla; la sbarretta conduttrice AB, lunga l = 10 cm e di massa m = 16 g, 
può scorrere senza attrito sopra due rotaie metalliche. Tutte le resistenze 
sono trascurabili e così pure i coefficienti di autoinduzione all’infuori di L. 
Il sistema è posto in un piano orizzontale ed è immerso in un campo 
magnetico B ortogonale al piano. Al tempo t = 0 viene impresso alla sbarret¬ 
ta un impulso J = 4 • IO -3 u* Ns e si osserva nel circuito una corrente 
variabile nel tempo secondo la legge ì = i 0 sen tot con 4 = 0.05 A e 
or = 0.625 rad/s. Calcolare il valore di L e di B. 


All’istante t = 0 la sbarretta si mette in moto con la velocità iniziale 
v 0 = J/m = 0.25 m/s; durante il moto essa è soggetta alla forza F=-iBlu x e 
l’equazione del moto risulta: 


dv iBl iqBI 

—— ---sen tot 

dt m m 

, i 0 Bl 

=> V = U 0 COS cot = —-- COS cot . 

ma 

Il modulo del campo magnetico vale quindi 



S=i^ = 0.5T 

i 0 l 


Per il calcolo di L ricorriamo alla (c) del problema 6.8, che è valida anche 
adesso, e all’espressione data per la corrente: 


di 

~dt 


vBl 

L 


Blv o 
L 


=> L=-^ = 4 = 0.4H . 
i 0 a io 

Notiamo che velocità e corrente oscillano una proporzionalmente a cosmi, 
l’altra a sen at: esse sono cioè sfasate di n/2 o, come si dice, in quadratura. 
Quando una è massima l’altra è nulla e viceversa. Nell’istante iniziale u = u 0 e 
i = 0: tutta l’energia del sistema è cinetica, 1/2 mvl\ nell’istante m cui i = io- 
v = Ò e tutta l’energia è magnetica, 1/2 Lio- Per la conservazione_dell’energia, 
valida in quanto non ci sono forze dissipative, 1/2 mv o = 1/2 Li 0 e si ritrova 
la formula per L. 


6.1.0. Una spira conduttrice quadrata di lato 1 = 20 cm, massa m = 5 g e resi- 
/' \ stenza R, giace in un piano verticale x, z ed è immersa in un campo 
'' magnetico parallelo e concorde all’asse y, il cui modulo varia con z secon¬ 
do la legge B = Kz, essendo K = 10 T/m. Al tempo t = 0 la spira viene 
lasciata cadere e si osserva che dopo un tempo t\ = 0.125s la sua accelera¬ 
zione vale a = 0.135 g, essendo g l’accelerazione di gravità. Calcolare il 
valore della resistenza R e la velocità di regime v r della sbarretta. Calcola¬ 
re, a regime, l’energia dissipata nel circuito per ogni centimetro di per¬ 
corso. 

Sul lato AB viene indotta la tensione 
a 

% z = | d X B(z)dx = vKzl , 

B 

con A positivo rispetto a B. Analogamente sul lato CD = vK{z +1)1 con 
D positivo rispetto a C. La f.em. indotta nel circuito vale 

B D 

il = | E • di = | E • di + | E» di = Kl 2 v 

A c 

. % Kl 2 v 

=> l ~ R R 

col verso indicato in figura. Le forze che agi 
scono sui lati CD e AB sono: 

K 2 l 3 

F 2 + / =iCDXB(z + 0= -+ 

K*i 3 

F 2 = iAB X B(z) = —-— vzu z 
K 

da cui risulta una forza totale 


■z*( 


t* 


COSftrf = Olio COS cot 
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F 


K 2 l A 

R 


vu 2 


proporzionale alla velocità. L’equazione del moto lungo l’asse z è 


dv K 2 l A 


dv_ = K 2 l 
dt 8 mR 


formalmente eguale a quella incontrata nel problema 6.8 per il circuito resisti¬ 
vo. La sua soluzione è 


mRg a „-K 2 l‘t/mR\ 

K 2 l 4 u ' 


(a) 


e quindi la velocità di regime è v r = mRg/K 2 l A . Per calcolare la resistenza 
sfruttiamo il dato sull’accelerazione, derivando la (a): 


ÓV _ - K 2 lU/mR 

dt 8 


-K'-l'tJmR 


V 2 I A t 

=> ———5- = 2 => R = 2 Q . 
mR 

Si sostituisce e si trova v r = 0.61 m/s; questo valore viene raggiunto quando la 
resistenza di attrito elettromagnetico eguaglia la forza peso. 

La corrente che percorre il circuito a regime è i r =Kl 2 v r /R e m un 
tempo At, pari a Az/v r , viene dissipata nel circuito l’energia 

W = Ri 2 At — Ri 2 = mgAz , 

Vr 

pari alla diminuzione di energia potenziale. Con zlz = 10~ 2 m risulta 
W=4.9 • IO -4 J. 


6.11 Una spira circolare di raggio D = 30 cm e resistenza R = 0.5 £2 si muove di 
moto traslatorio uniforme con velocità v = 0.8 m/s nella direzione x ed 
entra in una regione in cui c’è un campo magnetico uniforme e costante, di 
modulo B - 0.25 T, ortogonale al piano della spira. Supponendo che la 
velocità della spira venga mantenuta costante calcolare, in funzione della 
coordinata x che specifica di quanto la spira è entrata nella regione dove 
c’è campo magnetico, la corrente i(x) che circola nella spira, la forza F(x) 
che bisogna applicarle e il lavoro necessario per introdurla completamente 
nel campo. Si trascuri l’autoinduzione della spira. 

Con rifenmento alla figura, il settore circolare di altezza x e corda AB è 
immerso nel campo magnetico B; su ogni tratto di dell’arco AB viene indot¬ 
to un campo elettrico E = t> X B e quindi si manifesta una tensione 
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d% = E • di = t> X B * di. Detto a l’angolo formato da E con di, di cosa — dy, 
proiezione di di sulla corda AB e quindi 


d% = Edlcosa = Edy = vBdy . 
Integrando su tutto l’arco AB 

B 


%= vBdy — 2vBy 




se 2 y è la lunghezza della corda AB. Poiché 
nel resto del circuito E — 0 m quanto B = 0, 
% rappresenta la f.em. indotta nella spira. 
Ricordando che 


2 D - x _ y 


, ovvero y - [(2 D - x)xf /2 , otteniamo 


%{x)=2vB[{2D-x)x} 1 / 2 
Da questa si ricava il valore della corrente indotta 

con verso sull’arco AB da A a B. La corrente, nulla per X = 0, cresce con x 
fino a raggiungere per x = D il suo valore massimo i m3A - IvBD/R. poi dimi¬ 
nuisce annullandosi quando la spira è completamente entrata nel campo. 

Sul tratto di di AB agisce la forza dF = idi X B e su tutto l’arco 

B 

F = i [ di X B = iAB X B 


cioè indipendente dalla forma del tratto di filo AB, secondo i risultati del 
problema 5.5. Pertanto 

F = - -- (2 D -x)xu x . 

R 

Per mantenere la spira in moto uniforme deve essere applicata una forza 
f = _F e il lavoro per l’introduzione completa è 


2 D 2D 

L = jf • dx = | (2 D -x)xdx = 


16 vB 2 D- 


1.44 • IO -2 J ■ 


I risultati trovati per %, i, F dipendono solo dare non dalla particolare 
forma del circuito, per cui essi restano validi per circuiti di forma qualunque. 


6.12. Una sbarretta conduttrice, di massa m = 10 g e resistenza R - 10 Sì, è 
posta sopra due guide metalliche parallele, distanti b — 5 cm, chiuse ad 
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una estremità sui capi di un generatore di corrente costante i = 0.1 A. Il 
circuito è immerso in un campo magnetico uniforme e costante (vedi figu¬ 
ra) di madido B = 0.4 T. Se ad un certo istante la sbarretta è lasciata 
libera di muoversi calcolare la potenza erogata dal generatore in funzione 
del tempo. Si trascurino l’autoinduzione del circuito, l’attrito sulle guide e 
le resistenze dei conduttori. 

La sbarretta risente di una forza costante in quanto il generatore mantiene 
costante la corrente nel circuito (problema 5.3). Il modulo della forza è ibB, 
direzione e verso sono quelli dell’asse x. Il 
moto è uniformemente accelerato con accele¬ 
razione a = ibB/m. Quando la sbarretta ha 
percorso la distanza x su di essa è stato com¬ 
piuto il lavoro L = ibBx che si ritrova sotto 
forma di energia cinetica. Lo stesso risultato 
può essere ottenuto partendo da (5.28): il 
lavoro per uno spostamento x è 
L = iA0 - z[#(x 2 ) - #(*!)] = iBbx. 

Questo lavoro è positivo, fornito dal sistema; il circuito tende infatti ad 
assumere la configurazione m cui il flusso è massimo e per farlo, non potendo 
variare B, deve variare l’area, tramite spostamento della sbarretta. In definiti¬ 
va, sulla sbarretta viene spesa la potenza 

,2 l2 d2 

P = F • ti = ibBv = ibBat =- t . 

m 

La sorgente energetica è il generatore; a causa del movimento della sbar¬ 
retta nel circuito compare la f.em. % = Bbv che si oppone al passaggio della 
corrente e contro di essa il generatore eroga la potenza %i = ibBv. Resta poi 
da considerare la potenza Ri 2 spesa per effetto Joule. In totale 

/ h 2 R 2 \ 

P gen = i 2 ÌR+~— tj =0.1 + 4 • 10~ 4 t w . 


6.13. Si consideri lo stesso dispositivo del problema 6.12, con un generatore di 
f.em. V 0 = 1 V e resistenza interna nulla al posto del generatore di corren¬ 
te costante. Si studi il moto del conduttore mobile e l’energia totale spesa 
dal generatore. 

All istante r = 0 la corrente nel circuito è z'o = Vq/R, negli istanti successivi 
la situazione è modificata dall’appanre nel circuito della f.em. % = Bbv che si 
oppone alla corrente. Secondo la legge di Ohm 

. V 0 — Bbv 

i — —a- 

R 



(a) 
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L’equazione del moto è 

dv _ ., R 
m —— — tbo 
dt 

essendo la forza agente parallela e concorde 
all’asse x. Mettendo insieme le due relazioni 

La velocità tende al valore limite v x -V 0 /Bb\ secondo la (a) per questo 
valore della velocità la corrente si annulla. Il raggiungimento di u» rappresenta 
lo stabilizzarsi di una situazione di equilibrio in cui la f.em. indotta, che cresce 
proporzionalmente alla velocità, eguaglia la f.em. V 0 del generatore In tal 
caso nel circuito non passa più corrente e si annulla la forza magnetica che 
agisce sulla sbarretta; di conseguenza questa si muove di moto uniforme. Teo¬ 
ricamente lo stabilirsi dell’equilibrio richiede un tempo infinito; m pratica dopo 
qualche costante di tempo r= mR/B 2 b 2 la velocità assume il valore w». L an¬ 
nullarsi asintotico della corrente è evidente dall’espressione che si ricava da (a) 
sostituendovi: 

_ Vq -B’b’l/mR 

l ~R 

Numericamente v a = 50 m/s, r = 250 s e 

w = 50(1 _ e -4 , 1 = 01 e“ 4 10 ‘ 3 ' A . 



L’energia totale fornita dal generatore è divisa in energia dissipata su R, 

w, - tu,’*- f [«--jm -pgr = jr »»- 2 

« n 


e in energia spesa contro la f.em. indotta, che va m energia cinetica della 
sbarretta W 2 ; pertanto W! = W 2 e l’energia totale fornita dal generatore e 


W = m v3 = 25 J 


Che Wi e W 2 fossero eguali era prevedibile a priori. Infatti dal punto di 


urne rvi e rr 2 i-. * , . , e T a 

vista energetico questo problema è il simmetrico del problema 6.5. Là era 
presente inizialmente l’energia totale 1/2 mv 2 0 che durante^ processo veniva 
dissipata sulla resistenza: il tramite era 1a n ±oBb/ ) _ 


Ora abbiamo trattato il problema inverso: abbiamo comunicato alla sbarretta 
l’energia cinetica 1/2 mt»i e il tramite è stato ancora una corrente con la 


stessa espressione analitica della precedente. Ma a pantà di circuito la stes a 
corrente deve produrre gli stessi effetti termici e perciò c e da attendersi una 
dissipazione di energia per effetto Joule pari a 1/2 «».. « processo e reso 
possibile dalla presenza del generatore. La sostituzione di D«av 0 e solamente 
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un fatto quantitativo (in generale v «, r v 0 ), ma non altera in alcun modo il 
ragionamento. A ben guardare un caso analogo si è già presentato nei proble¬ 
mi 4.22 e 4.26 relativi alla carica e alla scarica di un condensatore attraverso 
un resistore. 


6.14. Una sbarretta di lunghezza b = 20 cm è appoggiata su due rotaie conduttri¬ 
ci connesse ad un generatore (V 0 = 6 V). La resistenza della sbarretta è 
R = 0.08 £2, tutte le altre resistenze sono trascurabili. La sbarretta è colle¬ 
gato attraverso una corda che scorre su una carrucola ad un corpo di 
massa m = 1.2 Kg. Tutto il sistema è immerso in un campo magnetico 
uniforme e costante, normale al piano delle rotaie, di modulo 8 = 1 T. 
Calcolare la velocità di regime della sbarra e, in queste condizioni, la 
corrente i che percorre il circuito, la potenza erogata dal generatore e il 
rendimento meccanico (il sistema è in pratica un motore adatto a sollevare 
delle masse). Calcolare infine per quale valore della resistenza la sbarretta 
rimane ferma. 



I valori numerici sono = 58.8 A, = 6.5 m/s. 

La potenza erogata dal generatore è Voi»: se ricaviamo V 0 dalla seconda 
delle (b) e lo moltiplichiamo per la prima otteniamo 

jPgen = RiJ + mgv a , = P e + P m = 277 + 76 = 353 W . 

Il rendimento meccanico vale 

_ mgv a , _ Bbv a> _% a> _ . 

Pgen Vola, Vo V 0 

esso è dato dal rapporto tra la f.em. indotta e la f.em. del generatore. 
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In base alla seconda delle (b) il valore R 0 della resistenza per cui i. - 0 è: 

R. = - Bb Y± = 0.20 Q . 

mg 

L’intervallo di valori ammessi per R è tra zero e R 0 , cui corrisponde per 
la velocità di regime l’intervallo tra V 0 /Bb e zero; la corrente di regime non 
dipende da R. Se R supera R 0 il sistema non raggiunge mai il regime. 


6 15 Un sottile disco conduttore di raggia D = 10 cm e massa m = 100 g è 
collegato con due contatti striscianti, uno nel centro O, l aUro sul bor ^ > 
Z un circuito costituito da un generatore (V 0 = 5 V) e da una resistenza 
% = 4 ft). Il disco è immerso in un campo magnetico ad esso orto S ona ^’ 
uniforme e costante, di modulo B = 1 T. In ^o U passaggio detta 
corrente il disco entra in rotazione. Calcolare come vana la veloetto mg - 
lare <o nel tempo e darne la relazione col momento rispetto all asse di 
rotazione delle forze agenti. Calcolare inoltre l’energia totale spesa dal 
giratore. Si trascurino l’attrito, l’autoinduzione del circuito e la resisten¬ 
za del disco. 


-zi ■sr. 

dM — iBrdr. Integrando 



(a) 


D’altra parte, la corrente non resta costante durante 



Il momento delle forze agenti è massimo per co = 0, cioè all’istante inizia¬ 
le, poi decresce linearmente al crescere di co per annullarsi quando 
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La (b) dice che per questo valore la f.em. indotta % eguaglia V 0 e perciò 
nel circuito non circola più corrente e il moto del disco diviene uniforme con 
velocità angolare di regime cu„. Incontriamo qui la stessa situazione di equili¬ 
brio vista nel problema 6.13. 

Calcoliamo adesso l’espressione della velocità angolare in funzione del 
tempo. L’equazione del moto è 


d 2 6 . dco .. BD 2 !.. BD 2 

__ = I — = M - —— V 0 -— co 

dt 2 dt 2R \ 2 



con I momento d’inerzia del disco rispetto all’asse di rotazione. Si integra per 
separazione delle variabili con la condizione iniziale cu = 0 per t - 0: 


cu 




(d) 


La costante di tempo, posto I- 1/2 mD 2 , vale r— 2mR/B 2 D 2 . Da (c) e 
(d) ricaviamo poi M in funzmne del tempo e successivamente, da (a), la 
corrente: 


- BD 2 V 0 „-B 2 D 2 t/2mR V 0 -B 2 D 2 t/mR 

2 R ' R 

Le espressioni numeriche sono: 

cu„ - IO 3 , r = 80 s , co= IO 3 (1-e~ ,/so ) — , 
s s 

M = 6.25 ■ IO" 3 e"'/ 80 Nm , i= 1.25 e"'/ 80 A . 

L’energia totale erogata dal generatore è data da quella dissipata per 
effetto Joule più quella spesa contro la f.em. indotta, che va in energia cineti¬ 
ca di rotazione. Quest’ultima è W 2 = 1/2 /cui, la prima è 

* = -P^r=y / cui . 


Pertanto l’energia totale fornita dal generatore è 
W — la 2 - — m/> 2 cui = 500 J 

Valgono tutte le considerazioni fatte alla fine del problema 6.13; il caso 
simmetrico è trattato nel problema 6.16. 


6.16. Un sottile disco conduttore di raggio D- 20 cm, momento d’inerzia 
I — 2 IO -3 Kgm 2 , è collegato ad un generatore (V 0 ) in un circuito di resi¬ 
stenza R = 10 Si. Esso è immerso in un campo magnetico ortogonale, uni¬ 
forme e costante, di modulo B = 0.5 T, e ruota con una velocità angolare 
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di regime corrispondente a v 0 = 79.6 giri al secondo. Calcolare il valore di 
V 0 . Al tempo t — 0 il generatore viene escluso dal circuito spostando l’inter¬ 
ruttore S nella posizione 2. Calcolare come variano la velocità angolare in 
funzione del tempo e la frequenza in funzione del numero di giri fatti dal 
disco. Calcolare inoltre dopo quanti giri il disco si arresta, l energia dissi¬ 
pata nel circuito e la carica totale che lo attraversa tra l’istante t = 0 e 
l’arresto. 


Come discusso nel problema 6.15, in condizioni di regime delle forze 
agenti e la corrente sono nulli per cui, dalla (b) o dalla (c), 

y 0 = bd *B l = BD 2 kvq = 5 V . 

Quando viene escluso il generatore, in base alla (c) del problema 6.15 o 
alla (b) del problema 6.4, sul disco agisce il momento 

„ B 2 D a 

M --cu 

4 R 


per cui l’equazione del moto è 


w ^ co = m o e 


— B 2 D*t/4IR 


con la condizione iniziale che per t - 0 

cu = cuo = 2rrv 0 . 

Per passare alla dipendenza dell’angolo, ri¬ 
scriviamo la prima delle (a): 



B 2 D A Q co B 2 D 4 

=> cu=cu 0 e =* v- — -v 0 

se N è il numero di giri contato a partire dall’istante t = 0 
Numencamente 


co — 500 e " 


, v- 79.6 - 5 • IO -3 N ■ 


L’arresto corrisponde a v=0 per cui N — 15920 gin. 
La corrente nel circuito vale 

% BD 2 CO B D 2 (Oq e -B 2 D A t/4IR 

Z = 2 R~~ 2 R 

e l’energia totale dissipata per effetto Joule è 


, „ J Rl 2 d( = B2 V^ e -B 2 D‘'/2IR dt = }_ /cu 2 = 250 J , 
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coincidente con l’energia cinetica posseduta dal disco nell’istante in cui è stato 
escluso il generatore. 

Infine la carica q che attraversa ogni sezione del circuito è data da 

OS co 

q = = g g- dt = -^-= 100 C . 

* J 27 ? J B £> 2 

o o 


6.17. Un disco metallico, spesso a = 1 mm, di raggio D 2 — 20 cm, può ruotare 
senza attrito attorno ad un asse ad esso ortogonale e passante per il suo 
centro, di raggio Di = 5 mm. Il sistema è immerso in un campo magnetico 
uniforme e costante, parallelo all’asse, di modulo B = 0.1 T. All’istante 
t = 0, quando ha una velocità angolare £ 0 0 = 140 rad/s, il disco viene 
cortocircuitato. Calcolare come varia la temperatura del disco nel tempo e 
la variazione totale di temperatura tra t = 0 e l’arresto. La resistività del 
metallo è Q = 2 ■ IO -7 S2m, il calore specifico c = 480.7 J/Kg°C, la densità 
ò = 7.8 • IO 3 Kg/m 3 . Si trascurino le resistenze dei collegamenti e l’autoin¬ 
duzione del circuito e si supponga il disco termicamente isolato. 

A causa della rotazione si induce nel circuito una f.em. % = Beo /2 
(Df - D 2 ); con i nostri dati Di » Dj, per cui è lecito scrivere % - BcoDl/2. 
Siamo nelle stesse condizioni del problema 6.16: la velocità angolare diminui¬ 
sce nel tempo, 

oi= (o 0 e~ BlDl,/2mR 

essendo m la massa del disco e / = 1/2 mUf il suo momento d’inerzia; inoltre 
possiamo scrivere m — ònD\a = 0.98 Kg. 

Avendo supposto che i collegamenti abbiano resistenza trascurabile, R si 
identifica con la resistenza offerta dal disco al passaggio della corrente. Ese¬ 
guiamo il calcolo col metodo visto nel problema 4.19 riferendoci alla capacità 
di un condensatore cilindrico (2.4), di lunghezza a e raggi D 1 e D 2 - 

/?=_££°- = _i_ log ^2.= 1.17 • IO" 4 Q. 

C 2jta D x 


L’energia dissipata nel circuito nel tempo dt serve unicamente a fare au¬ 
mentare la temperatura del disco secondo l’equazione 



Integrando con la condizione iniziale T — T 0 per t— 0 

r= r 0 + ^M. 

4c ' 
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La variazione finale di temperatura è T— To = Di col/ 4c. 
I valori numerici sono: 

Ar = o.4°c , r= r 0 + o.4 (i -e -3 49 ') 


6.18. Nel dispositivo in figura un disco metallico di raggio D = 20 cm è collegato 
ad un generatore (V 0 = 2 V); la resistenza complessiva del circuito è 
R = 0.024 £2. Il disco è immerso in un campo magnetico ortogonale, uni¬ 
forme e costante, di modulo B — 1 T, diretto verso il lettore. Al disco è 
sospesa tramite una corda un corpo di massa m — 0.5 Kg. Calcolare la 
velocità angolare di regime del disco e, in queste condizioni, la corrente 
che percorre il circuito, la potenza erogata dal generatore e il rendimento 
meccanico del sistema, che può essere pensato come un motore adatto a 
sollevare masse. Calcolare infine per quale valore della resistenza totale del 
circuito il disco rimane fermo. 

Ci serviamo delle relazioni (b) e (c) del problema 6.15 e del fatto che in 
condizioni di regime il momento delle forze agenti è nullo. 



per la seconda delle (a) abbiamo la potenza erogata dal generatore: 
V 0 i m = Rii + mgDcoa, ; 

una parte va spesa in effetto Joule, l’altra in potenza meccanica. 
Passando ai numeri: 

tu. = 41.2 — , i» » 49 A , 

S 


Pgen = 98W , P e = 57.6 W , P m — 40.4 W 
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Il rendimento meccanico vale 

n = = m 8^ COa > ^ _ q 4i 

V Pgcn V Q l„ Vq ' 

esso è esprimibile come rapporto tra la f.em. indotta e la f.em. del generatore 
(vedi problema 6.14). 

Infine, in base alla prima delle (a), il valore R 0 della resistenza per cui 
£U„ = 0 è 

Ro = 4^ = 0.041 Q. 

2 mg 


6.1f>. Una spira circolare, di raggio D = 15 cm e resistenza R = 3 SI, ruota con 
n velocità angolare a> = 100 rad/s attorno ad un suo diametro. Essa è immer¬ 
sa in un campo magnetico uniforme e costante, ortogonale all’asse di 
rotazione, di modulo B = 0.45 T. All’istante t= 0 la normale alla spira e 
B formano un angolo 0 O = 30°; calcolare la f.em. indotta nella spira e la 
potenza necessaria per mantenerla in rotazione, trascurando gli effetti del¬ 
l’autoinduzione. 

Il metodo di calcolo più semplice è quello basato sulla (6.4): il flusso di B 
attraverso la spira vana nel tempo in quanto, pur essendo B e l’area della 
spira costanti, cambia l’onentazione relativa. Tenuto conto della condizione 
iniziale 

0 = BjzD 2 cos{a)t + 6 0 ) => % = —= coB}tD 2 sen(cot + 0 O ) . 

dt 

La f.em. indotta varia sinusoidalmente nel tempo, con periodo T=2k/oì e 
valor massimo coBnD 2 . È questo il principio che sta alla base dei generatori 
di forza elettromotnce alternata. 

Allo stesso nsultato si giunge applicando (6.2), ma il calcolo è più laborio¬ 
so. La velocità dei vari punti della spira non è la stessa; riferendoci alla figura 
a, il punto P ha velocità diretta verso il lettore, di modulo coD cosa in quanto 
dista Dcosa dall’asse di rotazione. Guardando il dispositivo dall’alto, come m 
figura b, vediamo che nell’istante generico r, la velocità del punto P forma con 


B 


a) b) 
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il campo B l’angolo 6 = tot (tralasciando per ora la fase iniziale). Il prodotto 
uXB è così nel punto P, parallelo e concorde a w, di modulo vBstncot e 
forma l’angolo a con l’elemento di spira di. Stabilite queste relazioni geometri¬ 
che eseguiamo il calcolo della circuitazione. 2jr 


v XB • dl= co DcosaBsenmtDdacosa = coBD 2 sencot cos 2 ada, 


L’ultimo integrale vale » e perciò % = coBnDHtncof, se teniamo conto della 
fase iniziale riotteniamo l’espressione precedente. Questa seconda via un po 
più complessa, segue fedelmente il processo fisico che da origine alla f.em. 

Ìnd °Per mantenere la spira in rotazione occorre spendere lavoro contro * che 
con i suoi effetti tende ad opporsi al moto (attrito elettromagnetico). La po¬ 
tenza necessaria a ciò è 

% 2 co 2 B 2 it 2 P A sen 2 (co t + Po) 

p = ^ = __ = - - 

Possiamo verificare il nsultato calcolando il momento delle forze agenti; 
esso vale in modulo 


M = pBsen(cot + 8 0 ) = utD 2 Bsen(co + 8 0 ) = j ziD 2 Bscn(cot + 8 0 ) • 

Per vincere questo momento, che certamente si oppone al moto per la 

legge di Lenz, occorre la potenza 

v % 2 

p = Mco = — o)BztD 2 sen((ot + 8 0 ) =— 

Numericamente 

ig = 3.18sen(H)0 t + fjV , P = 3.37sen 2 (^100 r + W . 


Un sottile anello di materiale superconduttore di raggio R - 5 cm, al di 
sotto della temperatura critica, si trova in un campo magnetico * 

costante, di modulo B = IO" 3 T, parallelo al piano dell anello. Questo 
viene ruotato di 90° in modo che B risulti normale al suo piano e per fare 
ciò si spende il lavoro W - 9.82 10 5 J. Calcolare il valore della corrente 
che si stabilisce nell’anello e il coefficiente di autoinduzione di questo. 


Al di sotto della temperatura critica la resistenza di un conduttore e nulla, 
non essendoci dissipazione per effetto Joule, tutto .1 lavoro va m energia 
intrinseca della corrente: 


(a) 
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Al variare della posizione dell’anello si generano in esso una f.em. indotta 
dalla variazione del flusso primario e una forza controelettromotrice dovuta 
alla variazione della corrente nell’anello stesso. Poiché la resistenza è nulla 

di 

= 0. Moltiplichiamo entrambi i termini 


di d<P r 

% — L ——= 0 ovvero---L 

dt dt 


dt 


per dt e integriamo: 


d<p=-<p= Ldi= Li 


J 

o 


La corrente indotta genera un autoflusso esattamente eguale ed opposto al 
flusso dovuto al campo esterno. In modulo abbiamo perciò l’altra relazione 

nR 2 B = Li 


(b) 


Si fa sistema tra (a) e (b) e si ottiene 

z = _2W_ = 05A I- W -3H 
jiR 2 B ’ L 2W 


IO" 7 H 


Alla relazione (b) si può arrivare anche così: la f.em. globale nel circuito 
deve essere nulla in quanto la resistenza è nulla. Per la (6.4) deve quindi 
essere costante nel tempo il flusso magnetico: essendo nullo all’inizio. deve 
essere sempre eguale a zero Alla rotazione pertanto BnR 2 + Li = 0 e, in 
modulo, si trova la (c). 

A differenza dei casi finora trattati è questo un problema in cui gli effetti 
magnetici della corrente indotta sono essenziali per la risoluzione- il valore 
finale della corrente nell’anello superconduttore è determinato proprio da essi. 


6.21. Un magnete permanente cilindrico di sezione Z= 1 cm 2 e lunghezza 1 = 50 
cm, ha un campo magnetico interno B costante in ogni punto, mentre 
all’esterno il campo è praticamente nullo (approssimazione del magnete 
indefinito). All’istante 1 = 0 esso comincia a entrare con velocità v in una 
bobina costituita da un avvolgimento di N = 100 spire disposte su una 
superficie cilindrica di lunghezza l pari a quella del magnete. La bobina è 
chiusa su una resistenza R = 4 • IO -3 £2. Mantenendo costante la velocità 
v del magnete fintanto che esso non esce completamente dalla bobina, si 
osserva che la corrente in questa ha l’andamento riportato in figura. Cal¬ 
colare il valore del campo magnetico B del magnete, l’energia dissipata nel 
processo e la carica totale che ha attraversato ogni sezione della bobina. Si 
trascuri l’autoinduzione del circuito e ogni resistenza a eccezione di R. 

Detta x la quantità di cui è entrato il magnete, il flusso di B attraverso 
una spira è <t> x = BZ; le spire interessate sono quelle comprese nel tratto x, 
cioè Nx/l, per cui il flusso totale è 

&(x) = BZ^-x => -lp=-BZ— v- . 

I dt l 


xxxxxxxxxxx 


R 



Il flusso aumenta linearmente con x ed è massimo quando il magnete è 
completamente entrato (x =1). Diminuisce poi con la legge 


N 


<P(y) = BZ -j 0 ~ y ) 


d<P 

dt 


■ BZjV 


se y rappresenta di quanto è uscito l’estremo anteriore del magnete dalla 
bobina. Questi flussi variabili provocano la f.em. indotte sopra calcolate e 
quindi le correnti indotte, costanti nel tempo: 


; = - B ^ V - (magnete entrante) 


BZNv 

RI 


(magnete uscente) 


Dal grafico si deduce che il magnete percorre la distanza x -1 in 0.5 s per 
cui v = 1 m/s; valendo inoltre la corrente 1.6 A segue che B = 0.32 T. 

L’energia dissipata nel circuito è W = Rt 2 At con At= 1 s (vedi grafico), 

da cui W = 1.02 • IO" 2 J. nf ... ,,,, 

La canea che attraversa il circuito nei primi 0.5 s si deduce dalla (6.7). 

A <P BZN 

q = — 


R 


R 


-0.8 C 


nella seconda fase cambia il segno e q = 0.8 C; la carica complessiva risulta 
nulla, come si poteva prevedere essendo il flusso nullo all’inizio a alla fine del 


Txr/lAOPPA 


6.22. Un solenoide indefinito, di raggio R = 4 cm e con n = 10 spire per centi- 
metro, è percorso da una corrente i = 30 A. All’istante 1 = 0 la corrente 
comincia a decrescere linearmente nel tempo per annullarsi dopo 5 s. 
Calcolare il modulo del campo elettrico indotto dentro il solenoide e fuori e 
darne direzione e verso. Ricavare inoltre la relazione che lega E al poten¬ 
ziale vettore A. 

Il campo elettrico indotto è diverso da zero solo nei cinque secondi in cui 
la corrente, e dì conseguenza il campo magnetico nel solenoide, variano. La 
variazione temporale è data da 

i(t) = i„(l - at) = 30(1 - 0.2 t) A , 

B(t) = poni(t) = B 0 (l ~ at) = 3.77 • 10 _2 (1 - 0.2 t) T . 
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Consideriamo una circonferenza C con il centro sull’asse del solenoide, 
ortogonale ad esso, di raggio r<R. La (6.4) si scrive, prendendo come superfi¬ 
cie £ il cerchio C ed essendo B uniforme sulla sezione, 

I E • di = —f B • u n dZ= -7tr 2 . 

J dt j dt 


Considerazioni di simmetria ci fanno prevedere che il campo elettrico in¬ 
dotto stia nel piano di C, ortogonale a B; il suo modulo dipende solo da r e le 
sue linee di campo sono circonferenze come C con verso tale da apparire 
antiorario dalla punta di B se questo decresce nel tempo e orario se B cresce 
(si ricordi il segno meno) Il primo membro dell’eguaglianza si scrive allora 
2 nrE e perciò 

p _ r dB _ B 0 ar 

2 de 2 ' 

Per la nostra geometria o per una analoga, con B uniforme e variabile nel 
tempo, il secondo membro dà l’espressione generale del modulo del campo 
elettrico indotto, mentre il terzo si riferisce alla decrescita lineare. In questo 
caso particolare E è costante nel tempo, il suo modulo cresce da zero al valore 
massimo £ max = B 0 aR/ 2, il verso delle linee di campo appare antiorario dalla 
punta di B. 

Quando r è maggiore di R si segue lo stesso procedimento, solo che ora 
2' = jzR 2 essendo B nullo per r>R, e quindi 

£ - R 2 dB _ B 0 aR 2 
2 r dt 2 r 

Le caratteristiche vettoriali sono le stesse, il modulo decresce dal valore £ max a 
zero. 

Numericamente 

£(r < £) = 3.77 • 10~ 3 r — , £(r > R) - 6,03 ‘ 10 ~ 6 — . 

m r m 

I valori sono modesti in quanto la variazione di B nel tempo è lenta. 

Se riprendiamo i risultati del problema 5.32 vediamo come, sia dentro che 
fuori dal solenoide, il campo elettrico sia calcolabile dal potenziale vettore 
tramite la relazione 

E=-^ . 
dt 

Si tratta in effetti di una relazione valida in generale, che si ricava dalle 
equazioni rotE= -33/dt e B = rotA. 

Qualora una delle circonferenze C, con r qualunque, fosse materializzata 
da una spira di resistenza R 0 , questa sarebbe sede durante il fenomeno transi¬ 
torio della corrente indotta 



„ 2 nrE 

E • di =- 

£o 
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Nel caso specifico i= B 0 anr 2 /R 0 se r £, i = B 0 anR 2 /R 0 se r2s£, co¬ 
stanti durante la variazione (lineare) di flusso. 


6.23. Una spira circolare è interessata, nella sua zona centrale, da un flusso di 
B variabile nel tempo secondo la legge <P = <Po (1 — At) con <f 0 = 10 4 
Wb e A = IO 3 s~\ Si assuma il flusso entrante nel disegno e si consideri 
B nullo al di fuori della zona tratteggiata. La spira ha una lunghezza l e la 
sua resistenza è R 0 = 3 Sì. Tra i punti A e B, posti agli estremi di un arco 
lungo 113, pud essere collegato, nei due modi indicati in figura, un condut¬ 
tore di resistenza R = 2 SI. Calcolare nei due casi la corrente nella spira. 

La variazione temporale del flusso attraverso la spira provoca una f.em 
indotta 

d& 

| = _^ = ^$ 0 =o.lV , 
dt 



che fa circolare nella spira una corrente oraria in accordo con la legge di Lenz 
(un dispositivo per realizzare la situazione descritta potrebbe essere quello 
visto nel problema 6.22; la zona tratteggiata radicherebbe allora il solenoide) 
La f.em. indotta deriva dal campo elettrico indotto dalla variazione di B. 
Questo campo non è conservativo; e infatti la sua circuitazione estesa alla spira 
vale proprio %. Per la connessione (a) il cammino chiuso ARBA non concate¬ 
na però alcun flusso variabile e perciò la circuitazione di E lungo di esso è 
nulla: la stessa f.em. %/2 che compare tra £ e A lungo l’arco di lunghezza 1/3 
deve comparire tra £ e A lungo R. I due rami possono così considerarsi in 
parallelo a tutti gli effetti e poi m serie col resto della spira. La resistenza 
totale è in tal caso 


— R 0 R 

Ra= l Ro+ -2 - 

J Ro + R 


9 R + 2£ 0 
9£ + 3£ 0 


£o 


= 2.67 Q 


Non sarebbe lecito, sempre per la connessione della figura a, applicare lo 
stesso ragionamento al percorso chiuso A RBC A in quanto questo concatena 



212 


CAPITOLO 6 


del flusso variabile e l’integrale di linea esteso al tratto ARB del campo E non 
è eguale a quello esteso al tratto ACB: i due rami non possono essere conside¬ 
rati m parallelo. , . . 

Per la connessione (b), fatti gli opportuni cambiamenti geometnci, la via 
da seguire è la stessa: il tratto BRA è in parallelo con BCA e si ha la 
resistenza totale 





9R + 2R 0 
9R + 6R 0 


Ro 


= 2.0 


£2 . 


Nei due casi perciò la corrente nella spira vale 
i a = 3.7 • IO -2 A , i 6 = 5.0 • IO -2 A . 


Nel ramo esterno la corrente ha verso eguale a quello del ramo di spira 
con cui viene considerato m parallelo. 

Mentre nei circuiti esaminati fino ad ora, una volta fissati i punti di 
connessione tra un resistore e una rete generica, questo veniva percorso dalla 
stessa corrente, qualunque fosse la sua effettiva posizione geometnca, adesso 
la natura non conservativa del campo elettrico che provoca il passaggio di 
corrente porta al risultato opposto, un po’ sorprendente a prima vista. In 
effetti, si provi ad immaginare tracciate nel disegno le linee del campo elettnco 
indotto (circonferenze con verso orano) e ci si renderà conto che le f.em 
indotte nel caso (a) e nel caso (b) fanno passare corrente nel resistore R una 
volta da A a B e una volta da B a A. 


6.24. Un dipolo magnetico di momento p si sposta con velocità t) uniforme lungo 
l’asse (al quale p rimane parallelo e concorde) di una spira circolare di 
raggio R; inizialmente il dipolo è molto lontano dalla spira. Calcolare il 
flusso di B concatenato con la spira in funzione dell’angolo 0 sotto cui il 
contorno è visto dal dipolo durante il moto e la corrispondente f.em. indot¬ 
ta nella spira. Ammesso che il dipolo abbia un momento pan a un magne- 
tone di Bohr e una velocità v = IO 6 m/s e che il raggio della spira sia 
R — l mm, dire se l’effetto prodotto sarebbe facilmente misurabile (ci si 
riferisca per questo al valor massimo della f.em.). 

Fissiamo la posizione occupata ad un certo 
istante t dal dipolo per eseguire il calcolo del 
flusso in quell’istante: la situazione è indicata m 
figura. Essendo il campo B del dipolo solenoi- 
dale, calcoliamo il flusso attraverso una superfi¬ 
cie conveniente da un punto di vista analitico 
come, per esempio, la superficie 2 della calotta sferica con centro nel dipolo 
P, raggio r e apertura 26. Nei suoi punti il campo magnetico del dipolo ha le 
componenti 
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_ Po 2pcos 6> d _ Jfo, ^ seng 
Br ~ 4n r 3 ’ e r 3 

rispettivamente ortogonale e tangente alla superficie (vedi problema 1.18). So¬ 
lo la prima dà contributo al flusso concatenato con la spira, che vale 

( B ) _ | J£°. 2 ^ c ° S --_ 2rrr 2 sen 6d 6 = p 0 y j sen ddsen 6 

= psen 2 6 = ^- psen 3 0 
2 r 2 li 


essendo rsen6=R. Il flusso cresce dal valore zero per 6 = 0 (dipolo nel punto 
x = - CO) al valor massimo p 0 p/2R per 6 = jt/ 2 (dipolo nel centro della spira) 
per poi decrescere simmetricamente fino ad annullarsi per 6 - x (dipolo nel 

PUIlt per Iv^rìa variazione nel tempo del flusso che ci permette poi di calcola¬ 
re la f.em. indotta occorre trovare dd/dt. Essendo R--xtg6, la velocita e 
v = dx '/dt = (R /sen 2 6) d 6/dt, ovvero 


de 

dt 


■ — sen 2 0 • 
R 


L’espressione della f.em. indotta in funzione di 6 risulta pertanto 

% = usen 2 0cos0 (rusen 4 0cos0 

dt 2 R dt 2 ri¬ 


studiamone l’andamento calcolando la derivata rispetto a 6. 


d% 

dd 


pvsen 3 6 (5cos 2 0- 


Per 0 = 0 (x = — 00 ) sono nulle sia % che d%/dd\ al crescere di 0, cioè 
all’avvicinarsi del dipolo alla spira, la derivata è negativa fino a che cos'0 
resta superiore a 1/5: in questo intervallo, da 0=0 *t B = 63.5 la lem. 
decresce fino a raggiungere un mimmo, appunto per 6 - 63.5 . Dopo tale 
punto la derivata è positiva e la f.em. cresce fino a raggiungere un massimo 
p er 0=116.5° (simmetrico dell’altro estremo nspetto alla spira). Infine oltre 
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questo valore la derivata è negativa e la f.em. decresce per annullarsi a 
Ò = 180° (a- = + co). Alle posizioni angolari degli estremi di % corrispondono 
sull’asse x le posizioni x = ± R/2. Il valore assoluto massimo di 1 risulta 

«max = Hi ^ " Ì ) 4 = 3 - 45 ' 10 “ 7 P = 3 ' 2 ' 10 ' 18 V ’ 

ricordando che un magnetone di Bohr vale 9.28 • IO -24 Am 2 (paragrafo 5 g.) 
Il valore trovato è estremamente basso e non è attualmente rivelabile, nemme¬ 
no con la strumentazione più raffinata, che arriva al massimo a qualche IO -9 
V. 


\ 

6.25. v Un solenoide rettilineo è formato da Ni = 5000 spire su una lunghezza 
\ d = 50 cm; la sezione è 1=4 cm 2 . In corrispondenza alla parte centrale 
del solenoide, sulla stessa sezione, sono avvolte N 2 = 100 spire. Calcolare il 
coefficiente di mutua induzione tra i due circuiti. Se nel primo solenoide la 
corrente passa da un valore i— 12 A a zero, un galvanometro balistico 
collegato al secondo segna il passaggio di una carica elettrica 
q — 7.53 ■ 10~ 4 C. Calcolare la resistenza del secondo circuito. 

Il campo magnetico del primo solenoide può essere scritto nella zona 
centrale B = ii Q m- p. 0 Nii/d con buona approssimazione, vista la geometria 
del sistema. Questo campo genera attraverso le N 2 spire del secondo solenoide 
il flusso 


per cui il coefficiente di mutua induzione (5.19) vale 

M = po — - 5.03 • IO -4 H . 
d 

Durante il periodo in cui la corrente si riduce a zero il flusso concatenato 
col secondo solenoide varia dal valore <P lt2 = Mi al valore zero; per la (6.7) 

9 9 

Nella pratica la legge di Felici è spesso usata in modo inverso; nota R e 
misurata q, dalla variazione di flusso è possibile risalire alla conoscenza di B. 


6.26. Su un solenoide toroidale a sezione rettangolare (a = 4 cm, b — 6 cm) di 
' \ raggio interno R = 5 cm sono avvolte N = 500 spire. Lungo l’asse di sim¬ 

metria del solenoide è disposto un filo rettilineo percorso da una corrente 
variabile secondo la legge i = i 0 costui con i 0 = 50 A e a> = 2.5 • IO 3 rad/s. 


Calcolare il coefficiente di mutua induzione del sistema e la corrente indot¬ 
ta f nel solenoide, ammesso che la resistenza dell’avvolgimento sia trascu¬ 
rabile. Se il filo viene piegato in modo da formare una spira circolare 
concatenata col solenoide calcolare il nuovo valore del coefficiente di mu¬ 
tua induzione. 


Per i simboli usati nel testo riguardo al solenoide si veda la figura del 
problema 5.26; dal problema 5.8 prendiamo la relazione (a) allo scopo di 
eseguire il calcolo del coefficiente di mutua induzione tra filo e solenoide. 
Infatti per ciascuna spira la disposizione geometrica è identica a quella vista 
nel detto problema; adesso, essendoci N spire, i risultati vanno moltiplicati per 
N: 

M = léH log JLLSi - 3-53 • IO -6 H . 

2ji R 


Il flusso attraverso il solenoide, dovuto al campo pro¬ 
dotto dal filo, varia nel tempo secondo la legge 

<p = Mi = Mi 0 costui = l- 77 ' IO -4 costui Wb 

e la f.em. indotta nel solenoide vale 

d& 


dt 


■■ tuMi 0 sentuf = 0.44sentul V 




:3 

! 4 ! 

1 1 R 1 

ì ì 


l 

1 

1 

1 






Essa è sfasata di x/2, ovvero è in quadratura, rispetto 
al flusso e quindi alla corrente che circola nel filo: è nulla 
quando il flusso è massimo o mimmo, è massima o minima 
quando il flusso è nullo. Detta R 0 la resistenza del solenoide e i' la corrente in 
esso indotta, si dovrebbe scrivere % — L di'/dt = Rqi'\ se però R 0 è trascurabi- 

—« «Via la AArrpntP ìnrintt» nhherhsce a!l’< 




= — => ;>= -Mh. costui = -y 1 ; 

dt L L L L 

essa varia proporzionalmente alla corrente nel filo, però con fase opposta 
(quando essa è minima l’altra è massima e viceversa). Dalla relazione (b) del 
problema 5.26 ricaviamo che M/L vale 1/Ne pertanto 

j> = _J2_ costui = -0.1 costui A . 

N 

Notiamo esplicitamente che gli effetti di autoinduzione non sono trascura¬ 
bili, anzi giocano un ruolo fondamentale, come è del resto quasi sempre vero 
in sistemi contenenti solenoidi anche se le resistenze non sono nulle. 

Quando invece del filo rettilineo abbiamo una spira concatenata col sole¬ 
noide conviene sfruttare la simmetria di Me calcolarlo dal flusso $2 1 prodot¬ 
to dal solenoide e concatenato con la spira. Secondo la figura & 2 ,i coincide 
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col flusso attraverso una sola delle spire del solenoide, in quanto il campo 
esterno sì può considerare nullo. Utilizzando la relazione (a) del problema 5.26 
divisa per N abbiamo 




t*o Nh l0 „ ,g„„+„a 
2 n R 


risultato identico a quello del caso con il filo rettili¬ 
neo. In effetti, sia quando c’è il filo indefinito che 
immaginiamo chiuso su se stesso lungo una semicir¬ 
conferenza dì raggio infinito, sìa quando c’è la spira 
circolare finita, il flusso che il solenoide produce at¬ 
traverso il circuito concatenato è lo stesso. Quando si 
afferma che M dipende dalla geometria del sistema ci 
si riferisce alla geometrìa relativa al flusso concatenato, cioè ai punti m cui B è 
diverso da zero, che è la sola importante. 



6.27. Due solenoidi, di coefficienti di autoinduzione L x e L 2 , sono connessi in 
serie tra loro. Il coefficiente di mutua induzione tra essi è M. Calcolare il 
coefficiente di autoinduzione equivalente che essi presentano se considerati 
come un unico sistema. In particolare studiare il caso di Li = 0.5 H, 
L 2 = 0.8 H, M = 0.6 H. 


Al passaggio dì una corrente variabile attraverso il sistema sì sviluppa ai 
capì di ciascun solenoide una f.em. indotta dovuta sìa all’autoflusso che al 
flusso concatenato dall’altro solenoide, variabili entrambi con i. In totale la 
f.em. indotta vale 


di ... di di 

Li —— ±M — + L 2 — 
1 dt dt dt 


: M 


di 

dt 


■ (Li + L 2 ± 2M) 


di_ 

dt 


Il segno dipende dal verso dei flussi concatenati, ma è lo stesso per i due 
solenoidi. L’insieme sì comporta come un unico induttore con coefficiente dì 
autoinduzione 

L eq = Lj + L 2 ± 2M . 

Nel caso numerico proposto L + = 2.5 H, L _ = 0.1 H. Vediamo come a 
seconda del segno dì M si possa accentuare o ridurre notevolmente l’autoindu¬ 
zione. 

Si dimostra che in generale tra i coefficienti Li, L 2 e M sussiste la relazio¬ 
ne LjL 2 2= M 2 che usualmente viene scrìtta |M| = K(L 1 L 2 ) 1 ^ 2 con 0 =£ 1; 

a K si dà il nome di coefficiente dì accoppiamento. È facile verificare che è 
sempre L x + L 2 5= 2 (LiL 2 ) 1/2 , l’eguaglianza valendo solo se Li = L 2 . Perciò m 
tal caso sarebbe possibile annullare il comportamento induttivo se K valesse 1. 
Ciò è difficilmente realizzabile; nella pratica è sempre K< 1, Li + L 2 > 
>2K(LiLf) l/1 e non è possibile annullare L eq . 


6.28. Due spire, una con L t = 0.1 H, l’altra con L 2 = 0.SUeR 2 = 0.2 Sì, sono 
poste una vicino all’altra. Nella prima spira circola una corrente fi = 5 A. 
Si osserva che quando fi viene interrotta nella seconda spira passa una 
carica q = IO -3 C. Calcolare il coefficiente di mutua induzione tra le due 
spire. 


Possiamo utilizzare la (6.7): la variazione complessiva di flusso nella se¬ 
conda spira è dovuta alla variazione del flusso concatenato dalla prima, che 
passa da Mi u a zero, e alla variazione dell’autoflusso, che però in totale è 
nulla (i 2 vale zero all'inizio e alla fine del processo). Quindi 

q~M!±. => M=-^2l = 4 • 10“ 5 H . 

/<2 il 

Si può anche ricorrere esplicitamente alla f.em. indotte: nella seconda spi¬ 
ra abbiamo % 2 - L 2 = R 2 i 2 con % 2 = - M . Si moltiplica per dt e si 
ìntegra: 

0 0 ce 

— M j dii ~ L 2 j di 2 = i? 2 j i 2 dt => Mi\ — qR 2 ; 
i] 0 0 

il secondo integrale è nullo perché i 2 è nulla all’inizio e alla fine 
Il coefficiente di accoppiamento definito nel problema 6.27 vale 

K =-—_= 1 79 . in -4 

(l,l 2 )^ L79 10 ’ 

le due spire sono poco accoppiate. 


6.29. Nel circuito in figura all’istante t = 0 l’interruttore S viene chiuso nella 
posizione A. Una volta raggiunta la condizione di regime esso viene sposta¬ 
to in un tempo trascurabile nella posizione B. Dare l’andamento nel tempo 
della corrente attraverso l’induttore se V 0 = 100 V, Ri = 20 Sì, R 2 = 30 Sì, 
L = 5 H. Determinare inoltre nella prima connessione l’espressione dell’e¬ 
nergia spesa dal generatore e verificare che, avvenuta la chiusura nella 
posizione B, nel resistore R 2 viene dissipata tutta l’energia magnetica im¬ 
magazzinata nell’induttore. 


Nelle due diverse connessioni il circuito può schematizzarsi come nelle 
figure b e c. 
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Nel primo caso, all’istante generico t in cui la corrente ha il valore i, la 
legge di Ohm si scrive 



= R\i 


di _ dt 

Vo-Rii L 


Si integra con la condizione iniziale i = 0 per t = 0 e si ottiene 
/ = Ì± (i_ e -/WL) . 

La corrente cresce da zero al valore asintotico = V 0 /Ri con costante di 
tempo Tj = L/Rù il valore corrisponde alla corrente che circolerebbe istan¬ 
taneamente nel circuito se fosse L = 0. La presenza di un induttore impedisce 
una variazione istantanea di corrente; esso smorza lo stabilirsi del regime per¬ 
manente, in teoria impedendone il raggiungimento se non in un tempo infinito, 
in pratica facendolo raggiungere dopo qualche costante di tempo (si riguardino 
sotto questo aspetto i risultati dei problemi 6.8 e 6.9). 

L’espressione dell’energia spesa dal generatore si può ottenere dalla legge 
di Ohm moltiplicando per idt e integrando: 

V 0 idt = Lidi + Rii 2 dt => W gen = —Li» + W* : 


una parte dell’energia erogata va in energia intrinseca della corrente, un’altra 
viene dissipata per effetto Joule sulla resistenza R x . 

Nel caso numerico proposto Tj — L/Ri — 0.25 s, i» = Vo/Ri = 5A, 
i = 5(l-e -4 ') A. In pratica già dopo un secondo la corrente raggiunge il 

valore di regime. 

Quando si chiude l’interruttore nella posizione B possiamo supporre che la 
corrente vada a zero istantaneamente nel circuito comprendente il generatore: 
ciò non è invece possibile nella maglia R 2 L, a causa della presenza dell indut¬ 
tore. L’equazione del circuito, non essendoci generatori, è ora 

lJL + r 2 ì = 0 => i = i»e' fi!,/i = 5e' 6 ' A , 
dt 


data la condizione iniziale i = ia per t — 0; la corrente decresce esponenzial¬ 
mente con costante di tempo x 2 — L/R 2 — 0.17 s. L’energia dissipata su R 2 
vale 

86 ® 

Wk = j R 2 i 2 dt — R 2 i2 |e _2R2 ' /i ' * = y Ll ~ > 

0 0 

cioè proprio l'energia magnetica posseduta dall’induttore. 


\ 

6.30; 


Un solenoide toroidale a sezione quadrata di lato a = S cm, con raggio 
interno r= 5 cm, ha resistenza R = 1.692 £ì. Se lo si collega a un genera- 
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tore di resistenza interna nulla si osserva che la corrente raggiunge il 
valore di regime con una costante di tempo x = 368.7 fis. Fatta questa 
misura si lascia il solenoide aperto e lo si concatena a una spira in cui 
passa una corrente variabile nel tempo secondo il grafico in figura. Calco¬ 
lare il valore della tensione che si misura ai capi del solenoide. 


La tensione indotta è % = Mdi/dt; dal grafico risulta dì/dt = 
= Ai/At = 2 • IO 4 A/s. Resta da calcolare M che ricaviamo dal problema 
6.26: 

M = log = 6.93 • IO" 9 N H . 

2zt r 

Il numero di spire del solenoide si ricava dal dato sulla costante 

li 2 ^ j» | 

di tempo: è L = Rt e anche, problema 5.26, L - —~— log —-— = NM. 
Pertanto: 

6.93 • 10~ 9 1V 2 = Rx => N = 300 spire . 

Segue M = 2.08 • IO -6 H e % = 4.16 • IO -2 V; la tensione è costante in 
quanto la variazione di corrente nella spira è lineare nel tempo. 






CAPITOLO 7 


PROPRIETÀ MAGNETICHE 
DELLA MATERIA 


7a. I corpi materiali, posti in un campo magnetico, m generale si magne¬ 
tizzano, acquistando un momento magnetico per unità di volume detto magne¬ 
tizzazione M. La comparsa di tale momento macroscopico è attribuita all’m- 
staurarsi di un sistema di correnti atomiche, chiamate anche amperiane, la cui 
densità all’interno del corpo è legata alla magnetizzazione dalla relazione 

j 0 = rotM . (7.1) 

Sulla superficie esterna del corpo magnetizzato risulta presente una corren¬ 
te la cui densità lineare (vedi problema 5.17) è data da 

L = M X u„ ; (7.2) 

u„ è il versore della normale alla superficie, orientata verso l’esterno. Le 
equazioni (7.1-7.2) equivalgono alle (3.1) viste nella teoria dei dielettrici. Se la 
magnetizzazione è uniforme, cioè se M è costante, il rotore di M è nullo e le 
correnti sono solo superficiali; altrimenti esse sono distribuite anche all’interno 
del corpo magnetizzato. 

Il campo magnetico B in presenza di corpi magnetizzati deve pertanto 
essere calcolato a partire dalle correnti di conduzione macroscopiche che per¬ 
corrono i conduttori e dalle correnti amperiane microscopiche situate entro i 
corpi stessi; la (5.1) va scritta in modo completo come 


rotB=# o 0 c +j a ) . 

(7.3) 

Attraverso la (7.1) è possibile definire il vettore 


H = — -M , 

(7.4) 

Po 


per cui la (7.3) diviene 


rotH = j c . 

(7.5) 

In forma integrale le relazioni (7.3) e (7.5) si scrivono 


| B • di = p 0 i c + Po | M • di , 

(7.6) 

| H • di = i c . 

(7-7) . 
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Resta invece invariata, anche in presenza di corpi magnetizzati, la proprie¬ 
tà fondamentale del campo magnetico B di essere ovunque solenoidale: 

divB = 0 , <Z>x(B) = j«*u n <ir=0 , (7.8) 

rispettivamente in termini differenziali e integrali. 

La prima delle (7.8) e la (7.5), insieme con la definizione (7.4) che riscri¬ 
viamo come 

B = M o(H + M) , (7.9) 

costituiscono le equazioni di Maxwell valide per la magnetostatica in presenza 
di circuiti percorsi da corrente e di corpi magnetizzati. 

7b. Per arrivare alla soluzione delle equazioni della magnetostatica occor¬ 
re un’ulteriore relazione, che possiamo chiamare equazione di stato, la quale 
colleghi M ad H o a B. Sotto questo aspetto le sostanze materiali possono 
dividersi m tre categorie. 


1) Sostanze diamagnetiche 

La magnetizzazione risulta proporzionale al campo H secondo un fattore 
costante, detto suscettività magnetica % m , negativa e m modulo assai inferiore 
all’unità (~ IO -5 per solidi e liquidi, ~ IO -8 per i gas): 

M = x m H ; (7.10) 

questa relazione è valida in realtà per sostanze omogenee e isotrope. 

2) Sostanze paramagnetiche 

Vale ancora la (7.10); % m è però positiva, pur restando in modulo dello 
stesso ordine di grandezza visto per le sostanze diamagnetiche. Inoltre %m 
dipende dalla temperatura assoluta T secondo la legge di Curie-Langevm: 

Xm~=C ; (7.11) 

0 

q è la densità della sostanza, C è una costante, variabile da sostanza a sostan¬ 
za, detta costante di Curie. Avvertiamo però che non tutte le sostanze parama¬ 
gnetiche seguono la (7.11); per esempio il paramagnetismo di molti metalli è 
indipendente dalla temperatura. 

3) Sostanze ferromagnetiche 

Non è possibile dare per tali sostanze una relazione analitica del tipo 


(7.10), anzi in generale alcuna relazione analitica esplicita. Il legame tra M e 
H non è univoco, dipendendo essenzialmente dalla storia del materiale. Per 
ogni sostanza viene allora dato una diagramma sperimentale della funzione 
M = M(H), o di B = B(H) tramite (7.9), il cosiddetto ciclo di isteresi, che 
illustra graficamente la relazione cercata. Ad ogni modo si può scrivere formal¬ 
mente per tutte le sostanze 

B = #to(H + M) = At 0 (l + Xm)H = Mo«mH . (7.12) 

A x m si dà il nome di permeabilità magnetica relativa-, essa è costante, 
entro i limiti visti, per le sostanze diamagnetiche e paramagnetiche e in tal 
caso la (7.12) è di effettiva utilità. Invece, per i materiali ferromagnetici, x m è 
una funzione plunvoca, non esprimibile analiticamente, del campo H e la 
(7.12) non ha utilità pratica, se non in qualche caso particolare. 

7c. Abbiamo visto che sulla superficie di separazione tra due dielettrici vi 
è un eccesso di carica di polarizzazione di un certo segno m corrispondenza 
alla discontinuità del vettore P, da cui risultano le discontinuità dei vettori E e 
D date dalle formule (3.8). Analogamente, sulla superficie di separazione tra 
due diversi mezzi magnetizzati non si ha m generale una compensazione con 
risultante nulla delle correnti amperiane superficiali, m quanto il vettore M 
non è continuo nel passaggio da un mezzo all’altro. Ricordiamo dal problema 
5.17 che la presenza di uno strato superficiale di corrente comporta una di¬ 
scontinuità nella componente tangenziale di B. L’entità delle discontinuità di B 
e di H si ricava dalle equazioni di Maxwell e da (7.12) nell’ipotesi che non ci 
siano correnti superficiali di conduzione (j c = 0) e ì risultati sono: 

Bi n = B2n i *m,2-®lr = ^m.l^o . Xm.lHln ~ y -m,2H2n > Hit * Hzt ■ (7.13) 

Notiamo qui che è la presenza di superficie di discontinuità (tra mezzi 
omogenei e isotropi) che crea modificazioni nel campo H; se lo spazio fosse 
vuoto o riempito completamente da un mezzo omogeneo e isotropo. H sarebbe 
eguale nei due casi. L’introduzione di un campione di materiale magnetico m 
un campo H crea perciò un’alterazione del campo stesso, se però il campione è 
piccolo si può assumere che il campo H resti invariato. Naturalmente ciò è 
vero con ottima approssimazione per campioni paramagnetici e diamagnetici, 
mentre per un campione ferromagnetico occorre che le dimensioni siano estre¬ 
mamente ridotte. È avendo m mente questa approssimazione che va interpre¬ 
tata nei testi dei problemi la frase «si può trascurare l’effetto magnetizzante»; 
m termini pratici ciò vuol dire che come campo H da usare nella determinazio¬ 
ne di M basta prendere quello nel vuoto. 


7d. Un metodo approssimato di risoluzione delle equazioni di Maxwell m 
presenza di materiali ferromagnetici è quello del circuito magnetico. Si dà 
questo nome ad un insieme di uno o più materiali ferromagnetici, già magne¬ 
tizzati o sui quali si trovi un avvolgimento percorso da corrente, costituenti un 
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circuito chiuso o con al più qualche piccola interruzione formata da mezzi non 
ferromagnetici. Si suppone inoltre che: 

1) le linee di B siano tutte all’interno dei mezzi ferromagnetici (a parte natu¬ 
ralmente le piccole interruzioni di cui sopra), parallele tra loro e all'asse 
del circuito; si trascura così il flusso disperso e ci si limita ai casi in cui le 
dimensioni trasversali siano piccole rispetto a quelle longitudinali; 

2) la permeabilità magnetica relativa % m sia costante in ciascuno dei vari 
mezzi. 

L’espressione che permette il calcolo del flusso di B, ed eventualmente di 
B stesso, è la legge di Hopkinson 

= ^ ; (7.14) 

R 

0 è il flusso di B attraverso una generica sezione £ del circuito magnetico, N 
il numero di spire dell’avvolgimento percorso dalla corrente i, R una grandezza 
caratteristica del particolare circuito, detta riluttanza magnetica e definita dalla 
relazione 

, (7-15) 

x 

dove / è la lunghezza del circuito magnetico, a rigore diversa nei diversi punti 
della sezione. L’analogia formale con la legge di Ohm per un circuito chiuso 
Cg_*;Vz, i—*<P, resistenza—» riluttanza) permette l’estensione della (7.14) a 
rami in sene o in parallelo. 


7e. Il problema del calcolo dell’energia magnetica nel caso più generale, 
cioè in presenza di circuiti elettrici e di corpi magnetizzati, è complicato dall'e¬ 
sistenza del ferromagnetismo. Partendo da un’espressione del tipo (5.23) è 
possibile dimostrare (') che l’energia richiesta per unità di volume allo scopo di 
produrre una variazione dB del campo magnetico è 

dw = H*dB. (7.16) 


Per una variazione finita del campo magnetico dal valore zero ad un certo 
valore finale abbiamo, rispettivamente per la densità d’energia e per l’energia, 

B B 

w = j H • dB , W = jj (H*dB)dr (7.17) 

0 Or 

essendo r il volume a cui è estesa l’integrazione. 

Per ì materiali diamagnetici e paramagnetici l’uso di (7.12) dà 


H 2 

w = fiox m ~y 


B 2 

2 Boy-m 


HB 

2 


(7.18) 


(') A Rostagni, Fisica Generale, UTET 1978, Voi II, pg 290 
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W = \ l X ”‘ H2dr: 


HBdx 


In presenza di materiali ferromagnetici le integrazioni in B nelle formule 
(7.17) vanno eseguite graficamente. Inoltre per un processo ciclico l’esistenza 
del fenomeno dell’isteresi, cioè il non ripercorrere nel piano H, B o H, M la 
stessa curva a seconda che H cresca o diminuisca, comporta una perdita di 
energia che, per unità di volume del campione, è data proprio dall’area A del 
ciclo nel piano H, B: 

w x = | H • dB = pò { H • (dH + dM) = /to { H • dM . (7.20) 

odo ciclo ciclo 

Tale energia si ritrova sotto forma di calore: nel processo il campione si 
riscalda. 

Per il calcolo di forze, momenti e lavori dall’energia magnetica valgono le 
considerazioni fatte nel paragrafo 5f; per esempio, un materiale magnetizzato 
libero di muoversi in un campo B si porta dove l’energia magnetica è massima. 


7f. La maggior parte delle sostanze materiali non presenta momenti ma¬ 
gnetici atomici o molecolari diversi da zero; ciò è dovuto all’esatta compensa¬ 
zione dei momenti magnetici orbitali e di quelli legati allo spm degli elettroni. 
In tali sostanze l’unico effetto magnetico è costituito dal diamagnetismo I 
problemi 7.26 e 7.27 sono dedicati a una schematizzazione dell’interpretazione 
microscopica del fenomeno. 

Le sostanze nelle quali la suddetta compensazione non ha luogo presenta¬ 
no un momento magnetico intrinseco /i*. In quelle paramagnetiche la teoria di 
Langevin prevede che la magnetizzazione sia data dall’espressione 

M - M s L(a) = nfi*L(a) ; (7.21) 

M s è detta magnetizzazione di saturazione, n è il numero di atomi o di mole¬ 
cole per unità di volume. L(a), funzione di Langevin, verrà mostrata nella 
figura del problema 7.27; a noi basta sapere che per a « 1, L(a) =a/3 e che a 
è definita dalla relazione 


dove £=1.38- IO -23 J/K è la costante di Boltzmann, T è la temperatura 
assoluta e H a è il valore del campo H effettivamente agente sul singolo atomo 
o molecola. 

Non è invece possibile dare una spiegazione del ferromagnetismo basando¬ 
si su argomenti di fisica classica; e del resto, a rigore, occorrerebbe impiegare 
la meccanica quantistica anche per una trattazione coerente del diamagnetismo 
e del paramagnetismo. 




226 


CAPITOLO 7 


PROPRIETÀ MAGNETICHE DELLA MATERIA 


227 


7g. Le dimensioni delle nuove grandezze introdotte in questo capitolo 
sono: 


magnetizzazione M 

ampere/metro 

A/m 

campo H 

ampere/metro 

A/m 

suscettività magnetica Xm 

adimensionale 


permeabilità magnetica relativa x m 

adimensionale 


costante di Curie C 

metro 3 Kelvin/Kg 

m 3 K/Kg 

riluttanza magnetica R 

henry -1 

H -1 


Come unità del campo H viene talvolta usato l’oersted; la relazione di 
conversione è 

1 f)3 a A A 

1 oersted = —-= 79.6 — , 1 — =4 n ■ IO -3 oersted . 

4jr m m m 

Si usa anche misurare la magnetizzazione in tesla: in tal caso si intende 
che il valore in A/m è stato moltiplicato per An ■ IO -7 , cioè per no¬ 


li campo magnetico non è uniforme alPintemo del cilindro; tende a divenire 
tale al tendere di d all’infinito, con valore limite = poM — 62.8 • IO -2 T. 

Calcoliamo ora la circuitazione di B lungo le curve date, facendo ancora 
uso dei risultati del problema 5.30: 

j> B • di - no* - PoMd - 31.4 • IO -2 Tm 
n 

| B • di = -y- — 15.7 • IO -2 Tm . 

r 2 

Per H il risultato è immediato in quanto non ci sono correnti di condu¬ 
zione: 

| H • di = j> H • di = 0 

r, r 2 

Dalla definizione (7.4) o dalla (7.6) si ricava poi 

j> M • di = Md = 2.50 • IO 5 A , <j> M • di = ^ = 1.25 • IO 5 A . 

A r. 



7.1. Un cilindro di ferro , lungo d = 50 cm e di raggio R = 10 cm, è magnetizza¬ 
to uniformemente, con magnetizzazione parallela all’asse e in modulo eguale 
a M *= 5 • IO 5 A/m. Determinare come varia il campo B generato da questo 
cilindro nei punti dell’asse e in particolare dare il valore numerico nel 
centro del cilindro. Calcolare la circuitazione di B, HeM lungo una linea 
chiusa Tj che attraversa il cilindro in tutta la sua lunghezza e lungo un’al¬ 
tra linea chiusa Ti che passa nel materiale solamente per metà della sua 
lunghezza. 


7.2. Il circuito magnetico in figura è costituito da due solenoidi con N t = 200 e 
N 2 — 1000 spire , percorsi dalle correnti i 2 — 100 A e U — 50 A, e da due 
sbarre, di lunghezza h 3 = 50 cm e /14 = 20 cm, uniformemente magnetizzate 
lungo il loro asse con magnetizzazione in modulo pari a M 3 = 6 • 10 s A/m e 
M 4 = 10 s A/m. / versi dei campi magnetici entro i solenoidi e delle magne¬ 
tizzazioni entro le sbarre sono mostrati nella figura. Calcolare la circuitazio¬ 
ne di H e di B lungo la linea chiusa T. Si assuma che la presenza contem¬ 
poranea dei quattro elementi non crei perturbazioni in alcuno di essi. 


Essendo la magnetizzazione uniforme la densità di corrente amperiana è 
nulla entro il cilindro (rotM=0); la superficie laterale è invece sede di una 
corrente con densità lineare (7.2) j s = i/d — | M X u„ | = M. Di conseguenza il 
campo magnetico B generato da questo cilindro è eguale al campo generato da 
un nastro cilindrico di raggio R e altezza d percorso da una corrente di densità 
lineare j s = M. Si possono allora usare i risultati dei problemi 5.27 e 5.30: 

1) il campo in un punto P dell’asse vale 


M 

B = p 0 — (cos + cos 6 2 ) 


dì e 6 2 sono gli angoli sotto cui dal punto P sono viste 
le estremità del cilindro; 

2 ) il campo nel centro è 


Bq = p 0 M 


d 

{d 2 + 4 R 2 ) 1/2 


= 58.3 • 10 “ 2 


T. 



Indichiamo con B, e H, i campi generati da ognuno dei singoli elementi. 
Per calcolare le circuitazioni facciamo uso del principio di sovrapposizione: 

| H*dl= S, | H,*dl 
r 1 r 

^ , 

B»dl= 2. f B, *dl 

1 r — 

L’applicazione del teorema di Ampère, nelle for¬ 
me (5.2) e (7.7), dà- , 

*01 = ^ 11 ! , | H 2 • di = — N 2 h , I 

r r ! f 

j> Bi • di = moA^i , | B 2 • di = - ~(i Q N 2 i2 - 1 

r r 
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D'altra parte, per i risaltati del problema 7.1, 

<t H 3 • di = | H 4 • di = 0 , | B 3 • di = -M 0 M 3/13 , | B 4 • di = ft 0 M 4 h 4 
r r r r 

In totale, sommando i vari risultati, 

| H*dl = N 1 i 1 -N 2 i 2 =-3 • IO 4 A , 
r 

| B • di = — A 2 ì 2 — M 3 h 3 + M 4 h 4 ) = —0.39 Tm . 

r 

7.3. Ricavare i valori dei campi H e B all’interno di cavità eguali a quelle 
considerate nel problema 3.21 e praticate in un mezzo uniformemente ma¬ 
gnetizzato. 

Notiamo che in assenza di cariche libere e correnti di conduzione le equa¬ 
zioni di Maxwell per l’elettrostatica e per la magnetostatica sono identiche da 
un punto di vista matematico: precisamente, detti UeV due vettori ausiliari, 
esse si scrivono: 

div(U + V) = 0 , rot U = 0 

In elettrostatica U = E, V = P/e 0 , in magnetostauca U = H, V = M. Nel 
problema 3.21 abbiamo visto le soluzioni per 1 casi considerati; adesso, con la 
semplice trasposizione E—»H, P/e 0 —>M, otteniamo la soluzione voluta. 
Quindi: 


1) cavità parallela alle linee di B 

H C = H 

(a) 

2) cavità ortogonale alle linee di B 

H c = H + M 

(b) 

3) cavità sferica 

H-H + “ 

(c) 


se con H c indichiamo il campo nella cavità e con H il campo all’interno del 
mezzo. Se ora utilizziamo (7.9) e il fatto che nella cavità M = 0, otteniamo per 

B: 

1) B c = MoH c = MoH = B - /i 0 M (d) 

2) B c = MoH c = Mo(H + M) = B (e) 

3) B c = M oH c = Mo^H + y^=B-|-M oM . (f) 

Dalla relazione (e) si vede come una misura di B nella cavità ortogonale 
dia il valore del campo magnetico entro il mezzo magnetizzato; invece una 
misura di B nella cavità parallela dà, secondo la (d), /t 0 H e quindi serve a 
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conoscere il valore del campo H entro il mezzo magnetizzato Ricordiamo che 
gli strumenti di misura magnetici sono sensibili a B e non a H. 

Procedendo m senso inverso a quello del problema 3.21 è semplice verifi¬ 
care applicando il principio di sovrapposizione che, dato un campo magnetico 
uniforme, entro una sbarra lunga e sottile parallela alle linee di B oppure 
entro un disco ortogonale a B oppure entro una sfera il campo H vale rispetti¬ 
vamente 

M 

H, n = H est , Hin = Hest ~ M , H m — He St > 

mentre da queste e dalla (7.9) per il campo B si ha nei tre casi 

2 

B m = B est 4" U [>M , B ln = B es t , B in B cs t "1" M()M 

I risultati ottenuti possono essere formulati in modo generale, per cavità e 
per campioni di forma generica, scrivendo rispettivamente 

H c = H+yM , H,„ = Hest-AM . 

I due coefficienti, legati a caratteristiche geometriche, si chiamano fattore 
di magnetizzazione (y) e di smagnetizzazione (A) (')• Procedendo analogamente 
per il campo B si definiscono due fattori F e A e si trova I~ = 1 - y, A = 1 - A. 
Per i materiali paramagnetici e ferromagnetici y e A sono positivi, invece per 
quelli diamagnetici sono negativi. 


7.4. Una lastra indefinita, a facce piane e parallele, è posta ortogonalmente alle 
linee di un campo magnetico B, uniforme e costante, di modulo B = 1 T. 
Calcolare i valori dei campi B, H, M entro la lastra nei due casi in cui 
questa sia costituita da un materiale paramagnetico (% m = 1-0 • IO -4 ) o dia¬ 
magnetico (Xm = -0.7 • IO -4 ) e dare il fattore di smagnetizzazione X, defini¬ 
to nel problema 7.3. 

A causa della particolare geometria i campi B, H, M sono paralleli tra 
loro e ortogonali alle due superficie di discontinuità costituite dalle facce della 
lastra. All’esterno M = 0, B es , = MoH est e quindi, in modulo, H es , = 
= B e st//r 0 = 795.77 • IO 3 A/m. Le relazioni di discontinuità (7.13) danno: 

B, n = B e s t , H m = -j- Hes, 

(i campi sono esclusivamente normali). Per la magnetizzazione si ottiene da 
(7.10): 


(') Si confronti col problema 3.18 
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M = XmH in — (*». — l)Hm — Hest Hin > 
mentre l’espressione del fattore di smagnetizzazione è 

, _ est Rin 

A_ M 

In conclusione, se la lastra è paramagnetica x m è maggiore di 1, H m < /f es , 
e M è parallelo e concorde a H,„; se invece la lastra è diamagnetica x m è 
minore di ,1, e M è parallelo e discorde a H m . In entrambi i casi 

A > 0. Numericamente l’effetto è esiguo: 

a) H m = 795.69-IO 3 — , M = 79,6 — , A=+l ; 

' m m 

b) H m = 795.82-IO 3 — , M = 55,7— , A=+l 

' m m 

Notiamo, applicando per esempio (7.18), che l’energia magnetica diminui¬ 
sce rispetto al vuoto se la lastra è paramagnetica in quanto 1/2 BH m < 1/2 
BH es ù invece l’energia aumenta se la lastra è diamagnetica. Per quest’ultima 
allora la posizione ortogonale al campo magnetico esterno è di equilibrio men¬ 
tre ciò non è vero per la lastra paramagnetica che tenderebbe piuttosto a 
disporsi parallela a B. 

La configurazione vista è ideale in quanto la lastra è indefinita. Con un 
disco di dimensioni finite le conclusioni restano qualitativamente corrette, però 
la magnetizzazione non sarebbe certamente uniforme; inoltre il campo B sareb¬ 
be alterato, se pure di poco. 


7.5. Un solenoide molto lungo ha un avvolgimento con n = 10 spirelcm disposto 
su di un nucleo di ferro; il raggio del nucleo è R = 2 cm. Il solenoide è 
percorso da una corrente continua i = 1 A; in tali condizioni si assuma che 
la permeabilità relativa del ferro valga = IO 3 - Calcolare il coefficiente di 
autoinduzione per unità di lunghezza del solenoide e la densità lineare della 
corrente amperiana superficiale nel nucleo di ferro. 


Consideriamo indefiniti ai fini del calcolo solenoide e nucleo; i vettori B, 


H, M sono paralleli tra loro 
all’interno di questo. Il campo 

H = ni = IO 3 — , 
m 


: all’asse del solenoide e diversi da zero solo 
H è dato in modulo da —.— 

oo . 


come si ricava applicando (7.7) ad un rettangolo contenuto in parte entro il 
solenoide (vedi figura). Il campo B vale m modulo 


B = ii 0 x m H= 1.26 T 
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e nel volume corrispondente all’unità di lunghezza si trova immagazzinata l’e¬ 
nergia magnetica (7.19) 

W, = — HBnR 2 ~ 0.79— - 
' 2 m 

Secondo (5.26) il coefficiente di autoinduzione per unità di lunghezza ri¬ 
sulta 

L ,™1, 1 .S, H 

i 2 m 

Esprimendo H e B in funzione della corrente l’espressione di L diviene 


L = Mo 


con I=jzR 2 . Rispetto al valore in assenza del nucleo di ferro, dato dalla (e) 
del problema 5.27, c’è un aumento di un fattore x m . Si vede così utilit 
dell’introduzione del ferro: a parità del valore di L che si vuole ottenere il 
volume occupato e il numero di spire possono essere notevolmente u»fenor. 
Ad esempio volendo conservare lo stesso raggio, per ottenere nel vuoto lo 
Sesso vTore di L dovrebbe essere p 0 y.^nl = p 0 n' 2 1 e la densità di spire 

necessana risulterebbe n' = x m 1/2 n = 316 spire/cm. 

L’aumento del valore di L è dovuto fisicamente al fatto che il ferro, con 
l’orientazione concorde dei dipoli magnetici elementari, contribuisce alla. crea¬ 
zione del campo magnetico (le correnti ampenane nel ferro sommano il loro 
effetto a quello delle correnti di conduzione). Ma un elevato valore di B vuol 
dire autoflusso elevato ovvero, in base alla (5.20), coefficiente L piu gran , 
narità di corrente di conduzione che percorre la bobina. 

P Valutiamo infine l’apporto delle correnti amperiane. Poiché siamo in pre¬ 
senza di magnetizzazione uniforme, queste sono esclusivamente superficiali, da 

(7.2) segue 

/s = M = AmH = (x m -l)H = 999-10 3 A , 

rispetto alla densità lineare della corrente di conduzione 

/ = ni = IO 3 — • 

JC m 

All’effetto globale la corrente di conduzione contribuisce con una parte su 
IO 3 mentre il resto è dato dal ferro; naturalmente non dimentichiamo che e Je 
a indurre, per così dire, il processo magnetizzando il ferro. 


7 6 Un filo rettilineo indefinito di raggio trascurabile è disposto sull asse di una 
guaina cilindrica di ferro-, pure indefinita, con raggio interno 1 cm 
raggio esterno R 2 = 2 cm; il filo è percorso da una corrente i - 10 A, la 
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permeabilità relativa del ferro vale x m = IO 3 . Dare l’andamento in funzione 
di r, distanza dal filo, dei campi H, B, Me calcolare la distribuzione delle 
correnti amperiane nella guaina. 

Il campo H, calcolato a partire dal teorema di Ampère (7.7) tenendo 
conto delle condizioni di simmetria del problema, vale in modulo m tutto lo 
spazio 

R _ i _ 1-59 A 
2nr r m 

Le sue linee sono circonferenze ortogonali all’asse del sistema con verso 
legato a quello della corrente dalla solita convenzione della vite destrogira. 
Attraverso (7.12) si determina B: parallelo e concorde a H vale m modulo 

i 2 ■ IO -6 

B = M 0 -i—= -±—^- T 0 < r ^ i?i , r>R 2 ; 

2icr r 

B = V— - - T R^r^R 2 . 

2 tir r 

Sulle superficie della guaina, per r = R 2 e r = R 2 , il campo magnetico è discon¬ 
tinuo; si verifica subito l’accordo con (7.13) ricordando che qui B è esclusiva- 
mente tangenziale. 

Infine il vettore M è diverso da zero solo entro la guaina, cioè per 
R 2 < r < R 2 , dove ha direzione e verso eguali a quelli di H e B e vale in 
modulo 


M ■ 


B 

do 




(*m ~ 1)* 

2 tir 


1.59 • 10 3 A 
r m 


In figura è rappresentato l’andamento del modulo dei tre vettori in funzio¬ 
ne di r; il tratto di curva di B tra 1 e 2 cm, cioè nel ferro, va immaginato IO 3 
volte più alto rispetto alla linea tratteggiata. 


/i = M(R 1 ) = 


j 2 = M (R 2 ) = 

A queste densità diverse corrispondono però correnti eguali che scorrono 
parallelamente a i, ii concorde e i 2 discorde: 

ij = j l 2nR l = 1 2 = ] 2 2jzR 2 = (x m - 1 )i = 9.99 • IO 3 A . 

Verifichiamo che tutto ciò è in accordo con quanto visto nella prima parte 
del problema. Le due correnti superficiali e i 2 corrispondono al secondo caso 
del problema 5.30: ciascuna di esse all’interno non genera alcun campo, men¬ 
tre all’esterno dà il campo di un filo indefinito. Pertanto tra 0 e Ri l’unico 
contributo è quello della corrente di conduzione; all’interno della guaina con¬ 
tribuiscono con lo stesso segno i e ij (quest’ultima assai di più, precisamente di 
un fattore x m — 1 come visto nel problema 7.5); all’esterno del sistema gli 
effetti di ii e i 2 sono eguali ed opposti, per cui resta solo il contributo del filo. 

È evidente da quanto detto che all'mtemo della guaina la densità della 
corrente amperiana deve essere nulla: basta considerare una guaina di spessore 
infinitesimo. 



7.7. Un avvolgimento di N = 500 spire, percorse dalla corrente i = 8 A, è dispo¬ 
sto su di una superficie toroidale circolare a sezione quadrata di area E = 4 
cm 2 e lunghezza media l = 132 cm. Lo spazio interno a tale solenoide è 
completamente riempito dalla lega ferromagnetica isoperm con y. m = 60, co¬ 
stante per un largo intervallo di valore di H. Calcolare i valori dei campi B, 
H, M entro il solenoide nonché il flusso totale di B, il coefficiente L di 
autoinduzione, l’energia magnetica e il valore della corrente amperiana nel 
mezzo ferromagnetico. 



Per quanto riguarda le correnti amperiane cominciano da quelle superficia¬ 
li; in figura sono indicati ì versi di jj e j 2 , ricavati da (7.2); la direzione è 
quella dell’asse. In modulo 


Le dimensioni trasversali del solenoide sono assai inferiori rispetto a quelle 
longitudinali, per cui assumiamo B, H, M costanti sulla sezione. Per le condi¬ 
zioni di simmetria le linee di questi campi, confinate entro il solenoide, sono 
circonferenze aventi come centro il centro del sistema. Da (7.7) è allora imme¬ 
diato che 

if=—= 3.03-IO 3 — . 

I m 

Noto H, da (7.12) e (7.10) ricaviamo 

B = p 0 x m H = 22.8 ■ 10- : -T , M = XmH= (*, - 1)H= 1-79 • IO 5 ^ . 
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Il flusso totale di B attraverso il solenoide, il coefficiente di autoinduzione 
e l’energia magnetica si scrivono , 

0-NBZ- 4.56 • IO -2 Wb , L= —= 5.7 • IO -3 H , W = ^~ Li 2 - 0.18 J. 

1 2 

Una soluzione alternativa, nella forma più che nella sostanza, deriva- dal¬ 
l’applicazione della legge di Hopkmson (7.14), cioè dal trattare il solenoide 
come un circuito magnetico. Da (7.15) si ha 

1 f x m dZ Z /,\ 

in quanto suppóniamo l costante, vista la relativa piccolezza della sezione; 
perciò 

R = 4.38 • IO 7 H" 1 =* <?>' = = 9.13 • 1(T 5 Wb . 

A 


Moltiplicando 0' per N si ottiene il flusso 0 prima calcolato; dividendo invece 
0' per Z si arriva a B e quindi successivamente a H & M. Sempre da (7.14) 
usando 0-N0' = Li e W=l/2 Li 2 si traggono le utili espressioni 


N 2 (Ni) 2 R0' Ni<P' 

~R ’ W = ~2r == "2 2~ 


(b) 


che nel nostro caso danno naturalmente i valori trovati prima. 

Una trattazione più rigorosa richiederebbe di tener conto delle variazioni 
di B, H, M sulla sezione e quindi di calcolare il flusso con una integrazione. 
Eseguiamo questo calcolo per avere un’idea dell’approssimazione adottata, con 
riferimento però al secondo metodo di soluzione. Analiticamente ciò vuol dire 
che occorre eseguire l’integrazione nella (a), cioè sommare gli infiniti contributi 
infinitesimi p 0 x m dZ/l\ è come avere infiniti circuiti magnetici, ciascuno di 
raggio r, lunghezza 2nr, sezione dZ = adr, tutti in parallelo per cui l’inverso 
della riluttanza totale è la somma degli inversi delle singole riluttanze: 


R 


Ri 

( adr 

H 0 x m J -j—-p 0 x m 

Ri 


a R 2 

T* 08 «T 




Con a indichiamo il lato della sezione, pan a 2 cm, mentre con i?i e R 2 i raggi 
interno ed esterno; il raggio medio essendo R m - l/2ji — 21 cm, Ri vale 20 cm 
e R 2 22 cm. Ne segue R = 4.37 • IO 7 H~\ praticamente coincidente con il 
valore medio prima calcolato. Di qui in poi si procede come visto per il 
calcolo di 0', 0 , L, W. Quanto ad H e B ì loro moduli sono 


Vale la pena di notare come sia essenziale in (c) che x m sia costante. 
Infatti al variare di r vanano H e B; se la relazione tra di essi non fosse 
lineare x m varierebbe anch’essa col raggio e occorrerebbe inserire nell’integrale 
anche la funzione x m (r), in generale non esprimibile analiticamente. 
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Per concludere calcoliamo il notevole contributo al valore di B dato dal 
mezzo ferromagnetico. Da 

M — XmH — 

Po x m 

si ricava per il valore della corrente amperiana superficiale 


i a =j s l- MI - 


x m — 1 Bl _Bl Bl 

AJt I I _ I I - 1 / _ V 


= N(ì' - 0 


dove i' - Bl/Np 0 è il valore della corrente che sarebbe necessaria nel vuoto 
per produrre lo stesso campo B che si ha invece con 1 isoperm e con la 
corrente i. Numericamente i' = 479 A e i„ = 23.6 • IO 4 A. 

All’interno del mezzo non c’è corrente amperiana in quanto M è unifor¬ 
me. La conclusione resta valida anche se si considera che M varia m modulo 
proporzionalmente a 1/r: la ragione è la stessa vista alla fine del problema 
7.6. Si verifichi che, anche con M variabile nel modo detto, e quindi con j s 
vanabile, la corrente amperiana totale ha sempre lo stesso valore i„. 


7.8. Ripetere il problema 7.7 nel caso in cui il mezzo ferromagnetico presenti un 
taglio (interferro) con le facce ortogonali alle linee di B, di lunghezza h — 2 
cm. Si supponga trascurabile il flusso disperso e si considerino i campi 
uniformi sulla sezione. 


Trascurare il flusso disperso vuol dire supporre che il tubo di flusso di B 
coincidente col solenoide dove c’è l’isoperm conservi la stessa sezione anche 
nell’aria, ovvero che le linee di B continuino ad essere circonferenze concentri¬ 
che; tutto ciò è ammissibile purché, come nel nostro caso, h sia molto minore 
di l. Fatta questa premessa, possiamo calcolare la riluttanza del circuito ma¬ 
gnetico come somma di due parti relative al tratto nell’isoperm e al tratto di 
aria. Secondo la (a) del problema 7.7 


l h ^ h _ l h x m h __ g . 2 q 7 i 

ltoX m Z P-qZ Po %mZ 


(a) 


da confrontare con il valore 4.38 • IO 7 H -1 per lo stesso circuito senza mterfer- 
ro. Il tratto in aria, m lunghezza circa 1.5% del totale, contribuisce per il 48% 
al valore della riluttanza; in effetti vediamo nella (a) che, agli effetti della 
riluttanza, è come se fosse x m volte più lungo. Con mezzi ferromagnetici 
comuni, a permeabilità relativa assai alta, la riluttanza del mezzo può divenire 
trascurabile rispetto a quella dell’interferro. 

Essendo dunque aumentata la riluttanza, ma rimasto lo stesso il fattore 
Ni, deve essere diminuito il flusso di B e perciò B stesso. Se designamo con un 
asterisco i valori ottenuti nel caso senza interferro (problema 7.7) ora ab¬ 
biamo: 
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<P' =— 0'* =4.82 • IO" 5 Wb , <P = N<P' = 2.41 • IO" 2 Wb , 

R 

B = —— =12.1 • IO -2 T . 

I 

Questo è il valore del campo magnetico sia nell’isoperm che nelTinterferro in 
quanto B è continuo, nel nostro caso geometrico, passando da un mezzo all’al¬ 
tro. Ad una diminuzione di B corrisponde una diminuzione di H nelPisoperm: 

D D * A 

H m = ——— = —— H* = 1.60 • IO 3 — . 
li 0 x m R m 

Nell’aria il valore di H è diverso in quanto esso è discontinuo nel passaggio tra 
i due mezzi; da (7.13) abbiamo 

H esl = x m H m = — = 96.6- IO 3 - 
(io m 

Anche le altre grandezze richieste subiscono una diminuzione di un fattore 
R*/R: 

M = 0.528 M* = 9.46 - IO 4 — , L = 0.528 L* = 3.01 • IO" 3 H , 

m 

W = 0.528 W* = 9.5 • 10“ 2 J , i a = 0.528 i ’ = 12.5 • IO 4 A . 

Secondo la (b) del problema 7.7, l’energia si ripartisce tra isoperm e aria 
proporzionalmente alle rispettive riluttanze. 

Il calcolo di B e di H sulla base del teorema di Ampère è altrettanto 
semplice; le nostre condizioni di simmetria ci permettono di scrivere la (7.7) 
così: 


H a (l-h) + H est h = Ni . 

Q 

Ma H est = — e quindi, risolvendo rispetto a B , 

/io 

D 1 “ h U . NÌ 

B=-(i 0 — - — H m + (i 0 — . (b) 

Oltre a questa relazione generale tra il campo magnetico B e il campo H 
all’interno del materiale occorre averne un’altra caratteristica del materiale, da 
considerare come equazione di stato; nel nostro caso tale ruolo è sostenuto 
dalla (7.12), 

B = (ioX m H m 

Ritroviamo una situazione del tutto analoga a quella esposta nel problema 
4.17; la retta (b) corrisponde alla retta di carico e tutti i suoi punti rappresen¬ 
tano possibili stati del sistema; lo stato effettivamente assunto è dato dall’inter¬ 


sezione con la curva rappresentativa dell’equazione di stato. La soluzione cer¬ 
cata è 




Ni 

l — h + x m h 


(IpXmNi 
l— h + x m h 


(c) 


m accordo con i risultati precedenti. La soluzione (c) è valida col medesimo 
valore di y. m solo se l’equazione di stato è lineare; altrimenti bisognerebbe 
usare il valore v. m appropriato alla particolare coppia di valori H. B che 
caratterizza il punto di funzionamento. 

Riassumendo, a parità di corrente che circola nell’avvolgimento l’apertura 
di un interferro modifica il valore del campo magnetico facendolo diminuire. 
D’altra parte, anche se ciò può sembrare un inconveniente, sono queste le 
condizioni reali in cui si opera: nella pratica si vuole avere una regione di 
spazio accessibile ad esperimenti sede di un campo B. Il solenoide toroidale 
con interferro schematizza perciò correttamente gli elettromagneti di uso comu¬ 
ne. C’è però la complicazione dovuta al fatto che in generale per questi scopi 
non vengono usati materiali, come l’isoperm, con ciclo di isteresi stretto e 
lineare, approssimabile nei conti con una retta. Vedremo m seguito il metodo 
di risoluzione appropriato./ 


7.9. Un elettromagnete ha una lunghezza magnetica media complessiva l = 101 
cm in cui è compreso un interferro di spessore h = 1 cm. Esso è alimentato 
tramite N = 20 spire da un generatore di corrente continua. Il materiale 
usato nel circuito magnetico è acciaio al carbonio; le sue proprietà magneti¬ 
che sono riportate nella tabella accanto alla figura. Trascurando il flusso 
disperso determinare il valore della corrente che deve circolare nelle spire 
affinché si abbia nell’interferro un campo magnetico di modulo B = 1 T e 
quale sarebbe la corrente necessaria per generare lo stesso campo in assenza 
di interferro. 


H (Altri) 

B( T) 

389 

0.050 

796 

0.165 

1590 

0.700 

2040 

1.000 

3980 

1.400 

7960 

1.580 



Se deve essere 5 = 1 T, dalla tabella segue che il campo H entro il 
materiale ferromagnetico deve assumere il valore H m = 2040 A/m. Inserendo 
questi valori nella relazione (b) del problema 7.8, che è di validità generale 
non essendo altro che il teorema di Ampère, ed esplicitando nella corrente si 
ottiene 


Bh 


PoN 


+- 


{l~h)H m _ 


N 


500 A 
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Alternativamente si può dividere B per Poli ottenendo il valore x m 390 
della permeabilità relativa dell’acciaio al carbonio nelle condizioni di esercizio 
richieste e quindi usare la legge di Hopkinson (7 14) oppure la (c) del proble¬ 
ma 7.8. . . 

In assenza dell’interferro, cioè con tutta la lunghezza l occupata da acciaio 
al carbonio, se B deve rimanere lo stesso anche H in deve conservare il suo 
valore e il teorema di Ampère (7.7) dà subito 

„ = 103A . 

Notiamo che ora, a differenza del problema 7.8, è dato il punto di funzio¬ 
namento e perciò la soluzione è relativamente banale, pur non avendosi un’e¬ 
quazione di stato lineare. 


7.10. Nel circuito magnetico indicato in figura si vuole che il flusso totale attra¬ 
verso l’avvolgimento N x valga <P X = 2 • IO -4 Wb, mentre quello attraverso 
N 2 valga <P 2 = 3 • IO -4 Wb; inoltre il coefficiente di autoinduzione del 
sistema deve valere L = IO -3 H. Calcolare i valori di N e della corrente i 
necessari allo scopo. I dati geometrici sono l - 194 min, l\ = 300 rara, 
l 2 = 200 mm, 2=1 cm 2 ; x m vale 250 mentre N x = N 2 = 50. 


rami in parallelo devono essere minori di quello nel ramo sorgente. Se diciamo 
B, B\, B 2 tali valori, che assumiamo uniformi lungo ì rami interessati, possia¬ 
mo scrivere B = B X + B 2 da cui segue, per la (7.12). H = H x + H 2 . La (7.7), 
applicata ai circuiti chiusi l + l x e l +1 2 , dà 

HI + H x l x = Ni , HI + H 2 l 2 = Ni . 


Queste, usando appunto H = H x + H 2 , sono due equazioni nelle incognite H x e 
H 2 le cui soluzioni sono: 


H x 


NiU 


Hi 


Nil x 


l(h + h) + hh ’ * l(h + h) + hk 

Ma per H x e H 2 sussistono anche le relazioni 


(b) 


M _ B x _ <P X 

tt x -„ < 

PO Xm P0X m N X Z 

Sommando le due (b) ed eguagliando 
ha 


= ^2 

2 PO Xm P0XmH 2 Z 
il risultato alla somma delle due (c) 


(c) 

si 


M = 


1 

PO^m E 


/ 4- 


i x i 2 

h + h 


N 



I due rami di lunghezza l x e l 2 e riluttanza R x e R 2 sono in parallelo tra 
loro e connessi in serie alla sorgente caratterizzata dal valore Ni, posta sul 
ramo di lunghezza / e riluttanza R*. La riluttanza totale è perciò 


che è l’espressione trovata in precedenza. A questa accostiamo la relazione per 
l’autoflusso <P — Li che scriviamo 


R = R* + 


R X R 2 
Ri + 


1 

Po^mZ 


l + 


hh 
h + h 


= IO 7 H -1 


(a) 


Il flusso <P' che attraversa ogni sezione dell’avvolgimento N è dato dalla som¬ 
ma dei flussi nei due rami in parallelo: 

+ ®' 2 = |i + ^=10- 5 Wb . J r 


Applichiamo adesso la (7.14) ottenendo 
Ni = R0' = 100 A 

D’altra parte, secondo la (b) del problema 7.7 
N = ( LR) l/2 =100 => i = 1 A 

Se vogliamo invece servirci del teorema di Ampère occorre prima qualche 
considerazione sull’andamento dei campi lungo il circuito magnetico, la cui 
sezione si suppone costante. Il campo B non può avere lo stesso modulo 
ovunque, proprio a causa del fatto che il suo flusso si conserva; ì valori nei 



N 


Èi+2i 

N x Ni 


= Li 


e in definitiva abbiamo due equazioni nelle incognite N e i. 

Ricordiamo di nuovo che i due metodi non sono indipendenti: infatti la 
legge di Hopkinson è una diretta conseguenza del teorema di Ampère e della 
solenoidalità di B. Va scelto di caso in caso, praticamente, se è più convenien¬ 
te un metodo o l’altro. 


7.11. La schematizzazione di un magnete ad H è mostrata in figura. Il circuito 
magnetico è del tipo visto nel problema 7.10, però simmetrico e con inter- 
ferro nel tratto centrale di modo che l’avvolgimento in cui circola la cor¬ 
rente i è diviso in due parti. Le dimensioni sono mostrate in figura, la 
sezione è E = 1 m 2 . Si vuole disporre nell’interferro di un campo magneti¬ 
co di modulo B = 1.5 T; dalla curva di magnetizzazione del materiale 
ferromagnetico usato si vede che per ottenere questo valore occorre un 
campo H = 857 A/m. Calcolare il valore di Ni necessario allo scopo e 
l’energia magnetica totale. 
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Q50 4 00 


saia» Issai : 
— L. . 

A D 


Nelle condizioni di esercizio richieste Ic^r.lTUL..c 

= = 1393 . ; ; 

Mo# , G50 4 00 

La riluttanza del tratto AB vale i S^tìH ! 

, L_ L- . j 

_ i le:_ a ' o 

Rab ~ ———=r (l- h+ x m h) 

secondo la (a) del problema 7.8. La riluttanza totale si ottiene aggiungendo 
quella dei due tratti BCDA e BC'D'A m parallelo, calcolata come nel proble¬ 
ma 7.10: 


l — h + H m h + • 


-*v-—— il 4 T T I 

Ho \ il + 12 J 

Numericamente, se 1 = 2 m, h = 0.5 m, h = l 2 = 4 m, R = 4.0 • IO 5 H _I . La 
parte in ferro ha una riluttanza che è ~ 0.5% di quella del tratto in aria: è 
cioè l’mterferro che condiziona a tutti gli effetti la soluzione. Da (7.14) conclu¬ 
diamo 

Ni = R<P = RBI = 6.0 • IO 5 A . 

Anche la risoluzione col teorema di Ampère è facilitata dalla simmetria 
del sistema. Usando gli stessi simboli del problema 7.10 possiamo scrivere per 
la circuitazione del campo H lungo uno dei cammini tratteggiati 


H ana h + H(l - h) + H 1 l l = Ni . 
Siccome H l = H /2 e /f ana = B/p 0 si ottiene 


— + /ff/-/i+4-ì =6.0 • IO 5 A . 
Ho V 2 


L’energia magnetica si ricava dalla (b) del problema 7 . 7 : 
W = = 450.0- IO 3 J . 


Nell’interferro di volume x = Ih è immagazzinata la parte (7.19) 

W a — r= 447.6 • IO 3 J « 0.995 W . 

2 Ho 

Osserviamo che in questo problema, a differenza di quelli precedenti, 
l’entità dell’interferro è tale da non rendere più valida l’ipotesi che B sia 
uniforme nell’aria e che il tubo di flusso abbia sezione costante passando dal 
mezzo ferromagnetico all’aria. I risultati numerici devono perciò essere consi¬ 
derati come utili indicazioni degli ordini di grandezza. 
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7.12. Il ciclo di isteresi della lega Alnico 5 (1) è mostrato in figura insieme all’e¬ 
lettromagnete a C di cui esso costituisce il nucleo. La lunghezza media del 
circuito magnetico è l = 110 cm lo spessore dell’interferro è h = 10 cm; le 
spire dell’avvolgimento sono N = 80. Si supponga di portare la corrente da 
zero fino ad un valore assai alto per cui l’Alnico vada in saturazione e di 
ridurla poi fino al valore di regime i = 600 A. Calcolare il valore di B 
nell’interferro a regime, a seconda che il percorso venga eseguito facendo 
scorrere la corrente in un verso o nell’altro. Calcolare inoltre la corrente 
che corrisponde al punto S del ciclo di isteresi. 



Il problema non è, nella forma, diverso da 7.8 da cui prendiamo la (b): 

B±JL/f +Mo ^L=-12.56-IO" 6 (W-M-)T . (a) 

h h 

Questa volta però non disponiamo di un’equazione di stato analitica B = B(H), 
bensì abbiamo il ciclo di isteresi dell’Alnico. La soluzione va perciò ricercata 
per via grafica, dall’intersezione di (a) con il ciclo. È qui che entra in gioco la 
storia del materiale: infatti tutti i punti interni al ciclo possono essere stati del 
sistema a seconda del trattamento subito dal materiale. Solo se questo viene 
portato alternativamente alla saturazione positiva o negativa (per così dire) il 
punto rappresentativo dei possibili stati del sistema descrive la curva contorno; 
secondo il testo noi siamo appunto in questa situazione. Inserendo in (a) i 
valori dati per N e i si ha 

B = - 12.56 • IO -6 H + 0.60 T 

Per tracciare questa retta calcoliamo le intercette che risultano B = 0.60 T e 
H = 48 • IO 3 A/m; dall’intersezione col ciclo di isteresi si hanno le due solu¬ 
zioni 

B a = 0.88 T , H a = -22.4 • IO 3 — , 

Br = 0.23 T , He — 29.4 • IO 3 — . 

m 

(') In percentuale 51% ferro, 14% nichel, 24% cobalto, 8% alluminio, 3% rame. 
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La prima è stata raggiunta portando prima H ad un elevato valore positivo, la 
seconda viceversa. Il valore trovato per B è in ogni caso quello comune a tutto 
il circuito (Alnico e aria); invece la soluzione per H è quella valida all'interno 
del materiale. NeU’interferro H = B/jU 0 e pertanto 

H A es ’ = 7.01 • IO 5 — , H c est = 1.83 - IO 5 — . 

m m 

Vediamo un’importante differenza tra le due soluzioni. Nella prima (punto A ) 
all’interno del materiale B e H sono discordi; si dice m tal caso che quest’ulti¬ 
mo ha azione smagnetizzante (se raggiungesse il valore H CO£t = -28 • IO 3 A/m 
del punto di intersezione ciclo — asse H, detto campo coercitivo, il campo 
magnetico sarebbe nullo). Nella seconda (punto C) si ha invece concordanza di 
verso; quest’ultima è poi sempre assicurata per definizione nell’interferro. 

Al variare della corrente nell’avvolgimento la retta di carico (a) si sposta 
rimanendo parallela a se stessa m quanto il coefficiente angolare dipende 
esclusivamente dai parametri geometrici del circuito magnetico. Se invece, per 
esempio, lo spessore h dell’mterferro diminuisce, la retta ruota aumentando m 
valore assoluto la propria pendenza; a parità in pratica di campo H poiché 
h «/, maggiore è il valore del campo magnetico raggiunto. Al limite per h = 0 
la retta diviene parallela all’asse B con equazione H = Ni/l; il corrispondente 
valore di B, dato dall’ordinata del punto di intersezione tra retta e ciclo di 
isteresi, è il valore massimo ottenibile con quel valore di H. Questo caso non 
ha però interesse pratico m quanto lo scopo è di avere una regione di spazio 
accessibile sede di un campo magnetico ('). 

Particolare interesse ha il caso i = 0: la retta (a) adesso passa per l’origine 
(retta r della figura). Pur m assenza di corrente nell’Alnico sussiste un campo 
magnetico: il materiale è diventato un magnete permanente. I valori di H e B 
hanno segno opposto, cioè entro un magnete permanente le linee di B e di H 
hanno verso opposto, sempre. Questa è una conseguenza di (7.7): essendo 
i = 0 la circuitazione di H deve essere nulla; siccome B conserva sempre il 
proprio verso e nell’interferro H e B sono concordi,' entro il mezzo devono 
essere discordi. Da f H • di = 0 segue inoltre che il campo H di un magnete 
permanente è conservativo. Se poi si riducesse a zero lo spessore dell’interfer- 
ro andrebbe a zero il valore di H, come segue sempre da (7.7); pertanto in un 
magnete permanente può sussistere un campo H solo se d sono superfide di 
discontinuità, cioè interferri. Con H = 0, il campo magnetico è B = p 0 M e il 
suo valore, dato dall’intersezione del ciclo di isteresi con l’asse B, è detto 
campo magnetico residuo. 

Notiamo come l’Alnico sia particolarmente adatto alla costruzione di ma¬ 
gneti permanenti a causa dell’elevato valore del campo coerdtivo: 28 • IO 3 
A/m contro, per esempio, 64 A/m nel ferro dolce. In termini grafia ciò si 
traduce m deli stretti o deli larghi: più largo è il ddo, migliore è il magnete 


(') Il richiamo fatto più volte sulPutihtà degli interferri è pertinente agli elettromagneti, ì 
ctrcutti magnetici chiust sono tnvece essenziali per altre applicazioni, ad esempio trasformatori o 
memone magnetiche 


permanente. Infatti, a meno di non sottoporlo deliberatamente a un forte 
campo H, è diffidle trovare casualmente un campo H tale da smagnetizzarlo. 

Per quanto riguarda la seconda domanda basta porre nella (a) ì valori 
H — 64 • IO 3 A/m e B = 1.4 T, corrispondenti al punto S, e risolvere in Ni: 

Ni = — + (Z - h)H= 1.75 • IO 5 A 
P o 

da cui i ~ 2190 A. Questo sarebbe il valore della corrente necessaria per porta¬ 
re il nucleo dell’elettromagnete in saturazione. 


7.13. Il magnete della figura è costituito da una sbarra prismatica magnetizzata, 
di sezione X, = 50 cm 2 e altezza h = 40 cm, e da due ancore di ferro 
dolce, di sezione X 2 = 25 cm 2 , che delimitano un interferro di spessore 
l 2 = 5 cm. La sbarra è stata magnetizzata in modo permanente portando la 
corrente di un opportuno avvolgimento ad un valore assai elevato e poi 
riducendola a zero; il ciclo di isteresi è mostrato in figura. Calcolare il 
campo magnetico nell’interferro; si supponga assai elevata la permeabilità 
relativa del ferro dolce e si trascuri il flusso disperso. 




Dal testo capiamo che possiamo trascurare il contributo delle ancore di 
ferro dolce al valore totale della circuitazione di H: m esse il campo H ha un 
valore molto piccolo essendo assai elevata la permeabilità relativa. Detto H j il 
valore nella sbarra e H 2 quello nell’interferro la (7.7) si scrive 


Hih + H2I2 — 0 

Inoltre H 2 = B 2 /p 0 e, P er la costanza del flusso di B, B x Ii = B 2 Li- la varia¬ 
zione di sezione implica doè un diverso valore di B nella sbarra e nell’mterfer- 
ro. In conclusione 


Hi/i + 


B i£i 
p 0^2 


l 2 = 0 => B x = — Po 


hSi 
US 1 




Il ciclo di isteresi è però dato come M = M(H) per cui ricorriamo a (7 9): 


M = 


II 

Po 


H , 


1 + 


hZ 2 

US 1 


Hi' 


-5 Hi — 
m 
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Dall’intersezione di questa resta con il ciclo di isteresi si arriva alla soluzione, 
data dal punto A o dal suo simmetrico rispetto alPorigine. Numericamente 

M a = 1.6 • IO 5 — , H a = -3.2 ■ IO 4 — , 

m m 

B 2 = B 1 ^-h o (H 1 + M) a £-=0.32T . 

2*2 *•‘2 


7.14. Un materiale ferromagnetico ha un campo magnetico residuo B r —± 0.5 T 
mentre il campo coercitivo vale H c — + 50 • IO 3 A/m. I tratti, del ciclo di 
isteresi che uniscono questi punti possono essere approssimati con archi di 
circonferenza, se H è espresso in unità IO 3 A/m e B in IO -2 T (vedi 
figura). Calcolare il campo magnetico di un magnete permanente fatto con 
questo materiale se la forma è quella di un anello toroidale di raggio medio 
R = 2 cm con interferro spesso h — 5 mm. Si trascuri il flusso disperso. 


Il teorema di Ampère si traduce nella solita rela¬ 
zione 

B = —Po ~~r~~ H = — f3H . (a) 

n 

Non c’è bisogno di ricorrere alla soluzione grafica 
perché conosciamo la forma analitica del ciclo di iste¬ 
resi, almeno nella parte che ci interessa: 

H 2 + B 2 = a 2 = 50 2 . (b) 



Il sistema delle due relazioni (a) e (b) ammette le soluzioni 


H =+■ 


(1 + /3 2 ) 1 


B = +■ 


Nelle unità usuali l’espressione numerica di (a), con l = 2ztR, è 
B = -3.03 • IO -5 H. Se però misuriamo H m IO 3 A/m e B in IO -2 T, questa 
diventa B = —3.03 H, ovvero /S = 3.03, mentre a = 50. I valori cercati per H e 
B sono quindi: 

H = + 15.7 - IO 3 — , B = ± 47.5 • IO " 2 T . 
m 


7.15. Un elettromagnete (l = 30 cm, N = 400) ha un interferro spesso h = 3 mm 
in cui è possibile far ruotare con velocità angolare <o = 100 rad/s una 
bobinetta di N' = 10 spire, con sezione quadrata di area E = 4 mm 2 ; l’asse 
della bobina è ortogonale alle linee di B. Tale bobina è chiusa su un 
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circuito esterno, di resistenza totale R = 4 £1, in cui si trova uno strumento 
tarato in modo da dare il valore massimo J max della corrente che l’attraver¬ 
sa. Agendo sul circuito di alimentazione dell’avvolgimento si fa aumentare 
progressivamente la corrente e si osserva che a partire dal valore i* = 39 
A, cui corrisponde nella bobina /max — 1-8 • 10 3 A, il valore di J max 
descrive una retta all’aumentare di i. Calcolare il valore della magnetizza¬ 
zione di saturazione M s del materiale ferromagnetico usato. Si trascurino il 
flusso disperso e l’autoinduzione e la resistenza della bobina. 

Il dispositivo con la bobina rotante serve per misurare il campo magnetico 
neH’interferro attraverso il fenomeno dell’induzione elettromagnetica. Il flusso 
di B attraverso la bobina varia nel tempo secondo la legge <t> = BN'Ecoscot 
per cui nel circuito di misura circola la corrente (6.5) 


1 d& _ ooBN'l 
R dt R 


sen at = / max sen coi 


Il valore del campo magnetico è dato quindi da 

ry __ RIm;' : \ 

aiN’Z 

Sussiste poi sempre la relazione (b) del problema 7.8: 


B= -p 0 


H+ po 


Nel nostro caso particolare siamo interessati a quella parte del ciclo di isteresi 
che dà la relazione tra B e H quando il materiale ha raggiunto la saturazione. 
Si è allora fuori dal ciclo propriamente detto e si descrive un tratto rettilineo 
la cui equazione è 

B = po(H+M s ) , (c) 

con M s magnetizzazione di saturazione del materiale, costante. L’intersezione 
tra le rette (b) e (c) dà lo stato in cui si trova il sistema: 


B = Po 


Ni /-, 
/ + / 


Dalle misure eseguite sappiamo che cominciamo a trovarci nella zona della 
saturazione con i* = 39 A nell’avvolgimento, ovvero /* max = 1.8 • IO -3 A nella 
bobina. Dalla (a) ricaviamo il corrispondente campo magnetico B* = 1.80 T e 
dalle (d), noti i* e B*, prima la magnetizzazione di saturazione e poi il campo 
H: 

M s - .— (—- Ni*\ - 1.39 • IO 6 — , H* = 3.81 • IO 4 — . 

1 l-h \ po ) m m 
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Nel piano H, B a partire dal punto H*, B* il punto rappresentativo dello 
stato del sistema descrive, al crescere di H e cioè di i, la retta (c) 

£ = /i 0 tf+ 1.752 T , 

la cui pendenza è data dalla permeabilità assoluta del vuoto, avendo questa un 
valore assai piccolo si vede come l’aumento di B sia molto lento. Una volta 
raggiunta la saturazione AB = p 0 AH - IO -6 AH: a grandi AH corrispondono 
piccoli AB. Fisicamente, il mezzo ferromagnetico, essendo saturato, non può 
più aumentare il proprio contributo al valore del campo magnetico; ogni ulte¬ 
riore crescita di B viene a dipendere da una corrispondente crescita della 
corrente di conduzione. Ciò pone un limite al massimo campo magnetico rag¬ 
giungibile con un elettromagnete convenzionale: giunti alla saturazione un so¬ 
stanziale aumento di B richiederebbe correnti, e quindi potenze, enormi Nel 
nostro caso la prima delle (d) dà AB = 1.68 • IO -3 Ai e per raddoppiare il 
valore di B*, raggiunto con soli 39 A, occorrerebbe una corrente di 1110 A. 


7.16. Il permalloy è un materiale ferromagnetico avente ciclo di isteresi con 
buona approssimazione rettangolare (vedi figura). Il valore di H m è 160 
A/m, quello di B m è 0.1 T. Un anello toroidale di permalloy, magnetizzato 
fino alla saturazione con un opportuno campo H portato poi a zero, viene 
successivamente sottoposto ad un campo H il cui modulo varia secondo la 
legge H = Hosenmt. Calcolare l’innalzamento di temperatura in un secondo 
dovuto all’isteresi di questo campione nell’ipotesi che H e valga 80 o 160 o 
240 A/m e che la frequenza sia v = 50 Hz. Il calore specifico del permal¬ 
loy è c = 400 J/Kg°C, la densità è Q = 8 • IO 3 Kg/m 3 . Si supponga il 
sistema isolato termicamente. 


Supponiamo che il campione si trovi nello stato indicato dal punto A\ in 
mancanza di altre informazioni potrebbe anche essere nel punto simmetrico di 
A rispetto all’origine, ma ciò non cambierebbe i risultati. Dal ciclo di isteresi è 
evidente che per smagnetizzare il campione e fargli percor¬ 
rere il ciclo occorre un campo H il cui valore massimo sia 8 

superiore o al più eguale a H m . Per H 0 < H m il punto -;g— 

rappresentativo dello stato magnetico del sistema percorre 
una parte del tratto orizzontale B = B m e non si ha dissipa- -»m *Hm Jt 
zione di energia m quanto B non varia. Perciò per H 0 = 80 
A/m non si ha alcuna variazione di temperatura. Per _ Bm 

Hq = 160 A/m il campione percorre il ciclo di isteresi la 
cui area dà l’energia perduta per ciclo e per unità di volu¬ 
me del materiale, energia che si ritrova sotto forma di calore (vedi paragrafo 
7e.) In un secondo il ciclo viene percorso v volte e quindi 


£ 


"Hn 



-Bm 


Il calore specifico per unità di volume del permalloy è cp e l’aumento di 
temperatura al secondo risulta 
w 

A =-= io 3 gradi/s 

ce 

Per valori di Hq maggiore di H m , com’è il caso Ho = 240 A/m, non cambia 
nulla: oltre al ciclo di isteresi vengono percorsi tratti in cui i processi sono 
reversibili e non comportano dissipazione d’energia. 


7.17. Lo spazio interno di un solenoide toroidale (N - 2000, Z- 20 cm 2 , l 1 
m ) i riempito completamente da un materiale paramagnetico, il cloruro 
di gadolinio, di densità p = 2.4 • IO 3 Kg/m 3 e costante di Cune 
C = 3.34 ■ IO -4 m 3 K/Kg. Agendo sul circuito di alimentazione del solenoi¬ 
de si fa aumentare lentamente la corrente dal valore zero al valore i = 200 
A, mantenendo tutto il sistema alla stessa temperatura. A seconda che 
questa sia T x = 3 K o T 2 = 300 K calcolare quanto lavoro W M si compie 
per magnetizzare il materiale e il valore della magnetizzazione del cloruro 
di gadolinio. 

Da (7.9) e (7.16) messe insieme deriva che l’aumento infinitesimo di ener¬ 
gia magnetica legato ad un aumento di B si scrive, per unità di volume, 

dw = HdB = Po HdH + p 0 HdM = dw 0 + dw M 

Il primo termine della somma ha la stessa struttura del termine energetico 
dello spazio vuoto e corrisponde ad un aumento di energia magnetica che non 
è legato alla presenza di un materiale; il secondo invece rappresenta il lavoro 
compiuto per aumentare la magnetizzazione. 

Il lavoro totale di magnetizzazione, m base a (7.17), vale 
M M 

W M = | | p 0 tidMdx= p 0 x | HdM . 

0 T 0 , 

L’integrazione sulle coordinate risulta immediata per le condizioni di uniformi¬ 
tà dei campi entro il solenoide. L’uso di (7.10-7.11) ci porta alla conclusione: 

H 2 CH 2 

WM — PoXXm 2 ^OtQ 

Numericamente r= 3 = 2 • IO" 3 m 3 , H = Ni/l = 4 • IO 5 A/m per cui 

Wm = j w M ( 3) = 53.7 J , W m (300) = 53.7 • IO" 2 J . 


W= 4H m B m v= 3.2 • IO 3 -4- 

ms 


L’energia necessaria alla creazione del campo H è invece la stessa alle due 
temperature e vale 
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W 0 = p 0 t -- = 201 J . 

A temperatura ambiente W 0 » W M : l’effetto paramagnetico ordinano è assai 
debole; però, a bassissime temperature, quando l’orientamento dei dipoli ele¬ 
mentari è molto meno disturbato dall’agitazione termica, i due termini W 0 e 
W M divengono confrontabili 

La magnetizzazione vale, nei due casi, 

M(3) = Xm O)H= 0.267 #=1.07 • IO 5 — , 

m 


M (300) = xm(300)tf= 2.67 • 1 (T 3 H = 1.07 - IO 3 — . 

m 

Mentre a temperatura ordinaria la permeabilità relativa x m = 1 + Xm è eguale 
all’unità entro alcune parti su mille, a 3 K essa vale 1.267. Ripetendo qui le 
considerazioni fatte nel problema 7.5, a 300 K il contributo a B del mezzo è 
molto piccolo, certamente trascurabile; invece a 3 K aspetto ad un contributo 
1 della corrente di conduzione il cloruro di gadolinio dà un contributo 0.267, 
dello stesso ordine di grandezza. Siamo però lontani dai valori raggiunti con ì 
materiali ferromagnetici. 


7.18. Una spira circolare di raggio R = 4 cm è percorsa da una corrente i = 500 
A. Sull’asse della spira, a distanza x = R dal suo centro, si trova una 
particella paramagnetica sferica di raggio r = 4 min. Si constata che per 
portare tale particella a distanza infinita occorre spendere un lavoro 
L = 2.47 • IO -9 J. Calcolare la suscettività magnetica della particella. Si 
supponga che i campi siano uniformi entro la sfera e si trascuri la pertur¬ 
bazione del campo magnetico che la particella crea nello spazio ad essa 
esterno nonché l’effetto smagnetizzante all’interno. Dare inoltre l’espressio¬ 
ne della forza risentita dalla particella e discuterla. 

Calcoliamo innanzitutto l’espressione dell’energia della particella: se consi¬ 
deriamo i campi uniformi entro la sferetta, l’energia magnetica contenuta in 
essa è 


W=r = y XfÌQ (i + Xm )H 2 


essendosi usate le (7.18) e (7.12). Si tenga conto però che in assenza della 
particella nello spazio lasciato libero c’è pur sempre campo magnetico la cui 
energia si scrive 


W 0 = 


r B 2 
2jUo 




I valori di H nei due casi sarebbero a rigore diversi, ma se possiamo trascurare 
l’effetto smagnetizzante li assumiamo eguali. L’energia magnetica della particel¬ 
la risulta 

W M =W-W 0 = ^- rp oXm H 2 , (a) 


identica all’energia di magnetizzazione calcolata nel problema 7.17; e in effetti 
W M serve a creare una magnetizzazione diversa da zero in una certa regione-di 
spazio. Scrivendo H = B/p 0 & utilizzando la (a) del problema 5.18 abbiamo 


W w (x) = [i oXm 


vi 2 R 4 

8(* 2 + R 2 ) 3 


(b) 


con x distanza della particella dal centro della spira. Al diminuire di x W M 
aumenta: ciò vuol dire che la particella tende a portarsi vicino alla spira. Per 
portarla all’infinito occorre quindi spendere il lavoro 


L = W M (x) - W M ( eo) = W M {x) 


4 3 

Dalla (b) ricaviamo ponendo x = R e r = — tir 


Xm 


8 (x 2 + R 2 ?W M _ 2 6 R 2 L _ 3 Q . 1Q —3 
ft 0 n 2 /? 4 fio ti 2 


La forza che agisce sulla particella si ricava dalla (a) derivando rispetto a 
x: 


„ dH 


Guardiamo la struttura di questa formula: Xm H è la magnetizzazione, cioè il 
momento magnetico per unità di volume, così che r Xm H rappresenta il mo¬ 
mento magnetico fi della particella, vettorialmente parallelo e concorde all’asse 
x. Se portiamo p 0 sotto il segno di derivata, F= pdB/dx; B è anch’esso 
parallelo e concorde all’asse x nei punti dell’asse per cui il suo modulo coinci¬ 
de con B x e la derivata rispetto ai è anche il modulo del gradiente di B x . In 
definita 


F= p * grad B x 

esattamente come visto nel problema 2.26 per la forza agente su un dipolo 
elettrico posto in un campo elettrico non uniforme. Si intende che la formula 
ha validità generale se al posto di F si sostituisce F x . 


7.19. In figura è schematizzato l’apparato di Gouy per la misura della suscettivi¬ 
tà magnetica. Una sbarretta di materiale paramagnetico, cilindrica con 
raggio R = 2.5 mm, è sospesa al braccio di una bilancia; l’estremo libero 
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sta tra i poli di un elettromagnete che fornisce un campo magnetico unifor¬ 
me orizzontale, Valtro estremo è fuori dell’influenza del campo. Se B assu¬ 
me il valore di 1 T la massa apparente della sbarretta aumenta di m = 1.5 
g. Calcolare % m . 

Vediamo innanzitutto perché la sbarretta è attirata dentro il campo. Per 
uno spostamento Ax verso il basso in una regione cilindrica di volume 
rcR 2 Ax - IAx il vuoto viene sostituito da materiale paramagnetico. La varia¬ 
zione di energia magnetica, calcolata come nel problema 7.18, è 

W M = W - W 0 = y rpoXmH 2 = y IAxp. 0 x m H 2 . 

Poiché Xm è positiva l’energia aumenta con 
la progressiva introduzione della sbarretta: 
ovvero questa è attirata dentro l’interferro, 
dovendo un sistema di questo tipo evolvere 
verso stati in cui l’energia magnetica è massi¬ 
ma. Di qui l’apparente aumento di massa; 
per un materiale diamagnetico invece 
X m <0, la forza è repulsiva e la massa in 
apparenza diminuisce. Essendo H uniforme la 

__ 1 _ rr2 

F -" _ Z-Po XmH , 

Ax 2 



eguale in condizioni di equilibno a mg per cui 

y =2u 0 g -%— = 1.88 • IO -3 

Ip 0 H 2 B 2 I 


Il fatto che le foize del campo compiano un lavoro sulla sbarretta e che 
contemporaneamente l’energia magnetica aumenti deriva dalla circostanza che 
l’energia magnetica non è l’energia totale del sistema: nel bilancio energetico 
totale occorre considerare anche il lavoro speso dal generatore che mantiene 
costante la corrente nell’avvolgimento. L’introduzione di un corpo materiale in 
un interferro causa in generale una variazione dL del coefficiente di autoindu¬ 
zione del circuito di alimentazione. Se la corrente rimane costante c’è una 
variazione di energia magnetica esprimibile come 

dW mag = dU- lA=-j- dL . (a) 


D’altra parte una variazione dL induce nel circuito di alimentazione in base a 
(6.9) una f.em. indotta % = -i dL/dt contro cui, per mantenere costante la 
corrente, il generatore deve compiere ih lavoro 

riLgen = — %idt = i 2 dL . 0>) 

Le (a) e (b) permettono di stabilire che per un materiale paramagnetico e 
ferromagnetico l’introduzione corrisponde a dL positivo; nel processo il gene¬ 
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ratore fornisce una certa energia di cui metà va in aumento dell’energia ma¬ 
gnetica e metà corrisponde al lavoro meccanico speso neH’avvicinamento del 
materiale. Invece l’estrazione comporta dL < 0 e il generatore assorbe energia, 
con le stesse modalità. Con un materiale diamagnetico succede esattamente 
l’opposto. 

In ogni caso, da una parte dL gm = 2dW mag , dall’altra la variazione di 
energia totale si scrìve dW tm = dW mag - dL gen dovendosi tener conto dì quanto 
speso dal generatore. Mettendo insieme: 

dty mag dW tot 

La forza in una certa direzione, per esempio x, data da F x — —dW tot /dx 
risulta così F x = BW mag /dx. Nel caso dell’interazione tra circuiti e corpi ma¬ 
gnetizzati è dunque provata l’affermazione generale fatta nel paragrafo 5f. sulla 
possibilità dell’uso dell’energia magnetica al posto di quella totale per i calcoli 
di forze (e momenti e lavori). Capiamo inoltre perché ì sistemi evolvano verso 
gli stati in cui l’energia magnetica è massima. Si confronti quanto ora visto con 
l’ultima parte del problema 2.10. 


7.20. Entro un ristretto intervallo dell’asse di un solenoide rettilineo centrato su 
uno degli estremi 0' il campo magnetico varia, con buona approssimazio¬ 
ne, linearmente con la distanza x da 0 ', secondo una legge del tipo 
B 0 = or + fi; a è data da dB 0 /dx ed è negativa, se i versi sono quelli 
indicati in figura ('). Ponendo un campione di materiale magnetico in 0' e 
sospendendolo opportunamente a un dinamometro, si nota che quando pas¬ 
sa corrente nel solenoide oltre al peso agisce un’altra forza F, diretta 
secondo l’asse, proporzionale alla massa del campione, concorde o discorde 
al peso a seconda del tipo di campione. Per esempio, se a = - 4.8 T/m e 
fi = 0.5 T, un campione di grafite risente una forza repulsiva pari a 
8.6 • IO -2 N/Kg mentre un campione di platino risente di una forza attrat¬ 
tiva pari a -2.6 • IO -2 N/Kg. Calcolare per le dette sostanze la suscettività 
magnetica specifica xJ&- 

Il procedimento da seguire è simile a quello visto nel problema 7 18; da 
un punto di vista sperimentale il dispositivo attuale è certamente più adatto 
alla misura della suscettività. Assumiamo ancora che il campo H 
non venga modificato dalla presenza del campione e scriviamo 
l’energia di questo secondo la (a) del problema 7.18: 

W M = Y r MoXm# 2 =2~ % mB ° ’ 

in quanto p 0 H = B 0 . La forza subita dal campione nella direzio¬ 
ne dell’asse x, che è poi tutta la forza dipendendo B 0 e di 



(') Si veda a conferma di ciò la figura del problema 5 28 
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conseguenza W M solo da x nei punti dell’asse, si ricava al solito come 

r _dW M _ r „ dB 0 _ f _F_XmB 0 dB 0 

F -;- Xm&O —j ^ J- 3 > 

dx Ho dx m ptio dx 

che è la forza per unità di massa. La suscettività specifica risulta quindi 





visto che il secondo membro è calcolato nel punto O' (x = 0). In definitiva 
grafite y.Jg = -4.50 • IO -8 m 3 /Kg , diamagnetico 

platino xjg = 1.36 • IO -8 m 3 /Kg , paramagnetico 


Moltiplicando per le rispettive densità si ottiene il valore di y. m . 


7.21. Nel circuito del problema 7.7 (Ni = 4 ■ IO 3 A, l = 132 cm, E = 4 cm 2 , 
x m = 60 costante) si supponga di sottrarre una parte del materiale ferroma¬ 
gnetico in modo da lasciare un interferro spesso h = 2 cm. Calcolare il 
lavoro necessario per l’asporto, il lavoro svolto dal generatore per mantene¬ 
re costante la corrente, la forza con cui si attraggono le facce Vinterferro. 


Quando il circuito magnetico è completo (Ri = 4.38 • IO 7 H 1 ) in esso è 
immagazzinata l’energia 

W x = — . = 0.182 J 

2 R.\ 

(si veda il problema 7.7); invece, con l’mterferro (R 2 = 8.29 • IO 7 H _I ) l’ener¬ 
gia vale 



(M ) 2 

Ri 


= 0.095 J 


(si veda il problema 7.8). Poiché l’energia magnetica diminuisce, per fare avve¬ 
nire il processo occorre eseguire lavoro dall’esterno contro le forze del campo; 
in valore assoluto 

L = W 1 -W 1 = 0.087 J 

Sappiamo dal problema 7.19 che il lavoro esterno compiuto sul sistema e la 
diminuzione di energia magnetica ricompaiono come energia assorbita dal ge¬ 
neratore e che questa è pan al doppio di A W mag per cui 

L gen = 2L = 0.174 J 
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Il calcolo della forza con cui si attraggono le facce deiPmterferro si impo¬ 
sta per via energetica. L’energia magnetica del sistema con interferro è 
W= (Ni) 2 /IR e, per una variazione dx della distanza tra le facce, essa vana di 
dW= ~[(Ni) 2 /2R 2 ] dR; pertanto la forza di attrazione è 

F = (*¥\ = (M) 2 (dR\ 

\ dx )x=h IR 2 \ dx ) x =h 

La riluttanza è data dalla (a) del problema 7.8; per eseguire la derivata noi 
immaginiamo di aumentare la distanza tra le facce di dx: segue che sia l che h 
aumentano di dx per cui la differenza tra lunghezza del circuito magnetico e 
spessore deH'mterferro resta costante. In altre parole l’espressione da usare è 

l~h + x m x ^ dR _ 1 

p 0 x m l dx p Q Z 

Si noti che R aumenta e quindi W diminuisce con x; il sistema tende allora 
verso stati m cui x diminuisce, ovvero la forza è effettivamente attrattiva. Il 
suo modulo è 


f= M. 

2 R 2 


ftpXmNl 

l — h + x m h 


Dalla (c) del problema 7.8 vediamo che il termine tra parentesi è proprio il 
campo magnetico (neH'interferro e nel mezzo) e m conclusione 

B 2 _ 

F = ~2^ E • (a > 
Alla stessa espressione si arriva scrivendo l’energia secondo (7.19): 

B 2 ,, B 2 „ 


Z(l-h)+- 


e utilizzando per B l’espressione 


Mo 

l — h + x m . 


si ottiene 


W(x) = (up^ n; Ni)" ^ y-. _ dW _ _ B~ g 

2/XgX m / h + x m x dx 2j uq 

Dalla (a) che, seppure dedotta in questo caso particolare, ha validità gene¬ 
rale definiamo la pressione magnetica 


Alla (b) eravamo giunti anche nel problema 5.12; qui abbiamo ritrovato lo 
stesso risultato con una situazione fisica diversa. La pressione magnetica coinci¬ 
de con la densità di energia associata al campo magnetico, m completa analo¬ 
gia con quanto visto m elettrostatica (problemi 1.22 e 2.11) dove la pressione 
elettrostatica coincideva con la densità di energia associata al campo elettrico 
Del resto, che la densità di energia si identifichi con una pressione è un fatto 
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generale: ricordiamo ad esempio nella meccanica dei fluidi i concetti di pres¬ 
sione cinetica e pressione piezometrica, associati rispettivamente alla densità di 
energia cinetica e potenziale. 

I risultati numerici sono 

F= 2.32 N , p = 5.80 • IO 3 = 5.72 • IO -2 atm . 

nr 


7.22. Il nucleo ferromagnetico dì un elettromagnete ha sezione E = 4;r cm 2 e 
lunghezza media L = 35 cm. Il circuito magnetico può essere chiuso da 
un’ancora dello stesso materiale con eguale sezione E e lunghezza media 
l = 15 cm. Se lo spessore di ciascuno degli interferii è h = 0.2 cm e se il 
numero di spire dell’avvolgimento è N = 400, calcolare la minima corrente 
necessaria per attirare l’ancora annullando gli interferii nonché la forza 
che bisogna applicare all’ancora per aprire dì nuovo il circuito magnetico 
(il sistema è disposto verticalmente). La densità del materiale è 
q = 7.8 • IO 3 Kg/m 3 ; un tratto della curva di magnetizzazione è riportato 
nella tabella seguente. 

H(AJm) 

45 
75 
114 
165 
230 
300 
470 
770 
1400 

Per mantenere l’ancora in equilibrio occorre che la forza magnetica attrat¬ 
tiva bilanci il peso dell’ancora stessa. La forza si ricava dalla (c) del problema 
7.21, 

F=21 = -^- 

2p,Q no 

e quindi il valore del campo magnetico è 

B _ te®.y /2 _ (j*Eì!Ly 2 . . o.i2 t . 

Per produrre questo campo occorre una corrente 

i = — \hlJL + (/*-/,*)#] 

N |_ Po 



PROPRIETÀ MAGNETICHE DELLA MATERIA 


255 


come si deduce dalla (b) del problema 7.8, con /* = L + / + 2h e h* = 2 h. Il 
valore del campo H corrispondente a B = 0.12 T viene ricavato dalla curva di 
magnetizzazione con un’interpolazione lineare tra il punto (Hi = 45, B x = 0.05) 
e il punto ( H 2 = 75, B 2 = 0.2): 

H 2 - i _ H - Hi 
B 2 -Bi B - Bi 

con B = 0.12 e H incognito; risulta H = 59 A/m e quindi 



2hB 

do 


+ (L + l)H 


1.03 A 


Per attirare l’ancora la corrente deve essere superiore a 1.03 A. 
Una volta che il circuito magnetico si è chiuso il campo H vale 


H = 


Ni 

L + l 


= 824 


A 

m 


Il campo magnetico corrispondente si ricava dalla curva di magnetizzazione con 
un'altra interpolazione tra (Hi = 770, B\ = 1.4) e (H 2 = 1400, B 2 = 1.6) e si 
trova B = 1.42 T. La forza magnetica attrattiva vale perciò 

p = JLjE. = 2016 N . 

Il peso dell’ancora è mg = gElg = 14.4 N e in definitiva la forza minima da 
applicare deve essere di poco superiore a 2000 N: per esempio si potrebbe 
appendere una massa di circa 200 Kg per staccare l’ancora. 

In linea di principio il sistema visto schematizza il funzionamento di un 
relè, costituito tipicamente da un elettromagnete che, se percorso da una cor¬ 
rente superiore a un certo minimo (corrente di eccitazione), attira un’ancora di 
ferro dolce a sua volta connessa con opportuni congegni meccanici (p.e. inter¬ 
ruttori). Nella pratica si raggiungono sensibilità molto maggiori di quella del 
nostro caso, nel senso che bastano forze modeste per staccare l’ancora. 


7.23. Un solenoide molto lungo, con sezione E = 4 cm 2 e n = 20 spire! cm, è 
alimentato da un generatore con f.em. V a ; la resistenza complessiva del 
circuito è R = 3 Sì. Parzialmente all’interno dei solenoide si trova una 
sbarra di ferro dolce con la stessa sezione, di permeabilità magnetica relati¬ 
va x m = IO 3 . Si supponga di far spostare la sbarra con velocità costante 
v = 40 cm/s verso l’interno o verso l’esterno del solenoide. Calcolare, nei 
due casi, quanto deve valere V 0 per mantenere nel circuito una corrente 
costante i = 20 A e quanto vale la forza che bisogna applicare dall’esterno 
alla sbarra. Discutere inoltre il bilancio energetico del sistema. Si usi l’ap¬ 
prossimazione del solenoide indefinito. 
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Consideriamo il sistema come due solenoidi; uno in aria e l’altro con 
nucleo di ferro; lo spostamento della sbarra causa una vanazione del coeffi¬ 
ciente di autoinduzione e quindi, per (6.9), una f.em. indotta il cui segno 
dipende dal verso del moto. Facendo uso della (b) del problema 7.5 scriviamo: 

L = fx 0 n 2 Sx + p 0 n 2 x m Z(l - x) 


se * è la parte del solenoide in aria e / è la lunghezza totale. La f.em. indotta 
vale % = — i dL/dt\ diciamo dx/dt= v se la sbarra esce dal solenoide (primo 
caso) e dx/dt = —v se invece la sbarra entra (secondo caso). Abbiamo 

< ig I = -ip 0 n 2 Xv(l - x m ) = i/i 0 n 2 Ivx m > 0 , 

%2= ~iPon 2 Zv(-l + X m ) = -Iflo^IVXm < 0 , 

m accordo con la legge di Lenz. La legge di Ohm del circuito è V 0 + % = Ri e 
nei due casi si ottiene. 



V 0 ,i = (R~ ii 0 n 2 Xvx m )i = 44 V 


V 0 , 2 = (R + p 0 n 2 Xv Xm )i = 76 V . 

La comparsa della f.em. indotta dallo spostamento della sbarra corrisponde a 
una variazione della resistenza apparente del circuito ovvero a un diverso 
valore della f.em. necessaria per mantenere costante il valore della corrente 
(diverso dal valore statico Ri = 60 V). 

Calcoliamo la forza dall'energia magnetica espressa da (6.10): 

dL = — l j- Mo n 2 Z Xm dx , 


rr mag = 

dx 


Mo n 2 XXn 


Sulla sbarra agisce pertanto una forza costante che tende a risucchiarla verso 
Tinterno comunicandole un moto uniformemente accelerato. Se si vuole che il 

moto della sbarra sia uniforme bisogna applicare dall’esterno la forza 
2 

^est = -F= -y- Pon 2 XXm = 400 N 


Dipende poi dalle condizioni iniziali se il moto è verso l’interno o verso l’ester¬ 
no del solenoide. 

Il calcolo del bilancio energetico ricalca situazioni già viste. La potenza 
necessaria per far passare la corrente i = 20 A attraverso la resistenza R = 3 Q 
è P R = Ri 2 = 1200 W. Quando la sbarra esce il generatore eroga una poten¬ 
za F 0 ,i i = 880 W; l’energia magnetica diminuisce fornendo una potenza 
~dW mz Jdt = (i 2 /2) n 0 n 2 Xx m v che vale 160 W; ì restanti 160 W vengono dal 
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lavoro esterno compiuto sulla sbarra con una potenza F cst v. Quindi l’energia 
magnetica diminuice, le forze del campo fanno un lavoro negativo (eguale alla 
diminuzione di energia) e il generatore, in corrispondenza può erogare meno 
energia. Quando invece la sbarra esce il generatore fornisce la potenza 
V 0> 2 1 = 1520 W di cui 1200 W sono spesi sulla resistenza, 160 vanno in aumen¬ 
to dell’energia magnetica per unità di tempo e 160 in lavoro, sempre per unità 
di tempo, compiuto per fare uscire la sbarra (eguale all’aumento di energia 
magnetica). 


7.24. Un elettrone (massa m = 9.1 • IO -31 Kg, carica e = -1.6 • IO -19 C) si 
muove su di un’orbita circolare di raggio r = 0.5 • IO -8 cm con un mo¬ 
mento angolare in modulo pari a J = h/2rc= 10.55 • IO -35 Js. Ortogonal¬ 
mente al piano dell’orbita viene generato un campo magnetico B uniforme, 
il cui modulo per 1=0 « nullo, per 0 <t<T cresce fino al valore B = 0.5 
T, per t^T resta costante. Il verso di B è uguale a quello di J. Calcolare 
quanto varia nel processo il momento magnetico orbitale dell’elettrone e 
dimostrare che il raggio dell’orbita resta costante. 


Nel problema 5.37 abbiamo calcolato l’espressione del momento magnetico 
legato ad un’orbita elettronica come quella descritta: precisamente 



^2^ = ^ = °- 93 - 1(r 


(si veda il paragrafo 5.g). Vettorialmente la situazione è mostrata in figura: 



Durante l’intervallo di tempo 0 < t < T il sistema è interessato da una variazio¬ 
ne di campo magnetico e diviene perciò sede di un fenomeno di induzione 
elettromagnetica. Abbiamo già studiato un caso identico nel problema 6 22 dai 
cui risultati deduciamo che sull’elettrone agisce un campo elettrico, tangente 
all’orbita, di modulo E = -(r/2) dB/dt e verso opposto alla velocità. Infatti, 
in tal caso, la forza eE agente sull’elettrone, che ha carica negativa, risulta 
parallela e concorde alla velocità provocandone un aumento; ciò è equivalente 
ad un aumento della corrente sull’orbita ovvero, siccome questa corrente per 
convenzione scorre in verso opposto al moto dell’elettrone, ad un aumento del 
flusso contrario a quello generato da B, proprio come vuole la legge di Lenz. 

Per il calcolo quantitativo, proiettiamo sulla tangente la legge di Newton: 
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la variazione totale della velocità, positiva visto il segno di e, risulta: 

B 


Av= - 


er 
2 m 


| dB 
o 


er 
2 m 


B 


Dalla (a) ricaviamo 
er 

T 


A)i- 


Av- 


e 2 r 2 

Am 


B 


(c) 


Questa relazione, valida anche vettonalmente, dice che un aumento di B pro¬ 
voca un aumento di p: la variazione di momento magnetico, che possiamo 
chiamare momento magnetico indotto p„ è opposta a B; si verifica che si 
giunge alle stesse conclusioni anche con un campo B di verso opposto (’). 

In analogia a quanto fatto nei dielettrici (paragrafo 3c.) si può definire 
una polarizzabilità magnetica P tramite la relazione p, = p B/p 0 ; le sue dimen¬ 
sioni sono i m 3 . Per l’orbita elettronica circolare essa vale 




Am 


(d) 


Introduciamo ora i dati numerici m (c) e in (d): 

p, = Ap= -0.88 • IO -29 Am 2 , P - = - 2.21 • IO -35 m 3 . 

B 

Rispetto al valore 0.93 • IO -23 Am 2 del momento magnetico preesistente la 
variazione è dell’ordine di una parte su un milione, cioè estremamente piccola. 
Il corrispondente aumento di velocità dell’elettrone, ricavato da (b), è di 2.2 
m/s su una velocità v = J/mr = 23 ■ IO 6 m/s. La perturbazione persiste finché 
resta presente il campo B, varia proporzionalmente a questo e scompare con 
esso. 

Dimostriamo ora che durante il processo il raggio dell’orbita rimane co¬ 
stante, come si è implicitamente ammesso nel calcolo precedente. In un istante 
generico la forza centripeta è mv 2 jr\ la variazione infinitesima dovuta al cam¬ 
po elettrico indotto, se il raggio è costante, vale 2 mvdv/r e risulta pan a 
-evdB in quanto dv= —erdB/2. L’aumento di forza centripeta necessario per 
rimanere sulla stessa orbita, pur con una diversa velocità, è dunque fornito 
dalla variazione della forza di Lorentz che agisce sull’elettrone (si verifichi che 
questa è diretta verso il centro dell’orbita). Si può così concludere che effetti¬ 
vamente il raggio resta costante. È da notare come nella dimostrazione si 
faccia uso solo di argomenti dinamici generali, senza riferirsi ad alcun tipo 
particolare di forza che tiene legato l’elettrone. 

Questi fenomeni costituiscono la spiegazione schematica del diamagneti- 
smo; si vede da una parte perché la suscettività sia negativa (la magnetizzazio¬ 
ne è opposta a B in quanto risultante dei momenti magnetici atomici indotti, 
opposti a B) e dall'altra come l’effetto sia in generale trascurabile quantitativa- 


(') Se J forma un angolo 6 rispetto a B si dimostra che J, e quindi tutta l'orbita, precede 
intorno a B con velocità angolare Sì p = eS/2m (precessione di Larmor) Il momento magnetico p, 
associato a questo moto, tenuto conto di tutte le possibili inclinazioni dell’orbita rispetto a B, 
risulta p, = -e 2 r 2 B/6m, poco diverso dalla (c) Si veda A Rostagm, Fisica Generale, UTET 
1978, Voi II, cap V, § 16 e appendice K 


mente. Si capisce poi come il diamagnetismo sia un fenomeno del tutto gene¬ 
rale; in quelle sostanze, e sono la maggior parte, nelle quali i momenti magne¬ 
tici orbitali e quelli legati allo spin degli elettroni si compensano esattamente, 
il diamagnetismo è l’unico effetto magnetico; nei casi relativamente rari di 
sostanze con momento magnetico diverso da zero in assenza di campo esterno, 
esso è mascherato da altri fenomeni più vistosi. 


7.25. L’argento possiede n = 2.77 • IO 34 elettroni per cm 3 ; tramite i risultati del 
problema 7.24 calcolarne la suscettività magnetica. Calcolare inoltre la 
forza che un grammo di argento subirebbe se posto nel dispositivo del 
problema 7.20; la densità dell’argento è Q — 10.5 • IO 3 Kg/m 3 . 

Il calcolo da eseguire è puramente qualitativo; infatti non ci si può aspet¬ 
tare il valore misurato di Xm da una formula che non contiene alcuna informa¬ 
zione sulla struttura dell’atomo di argento. Ad ogni modo, assumendo che 
tutte le orbite siano circolari, abbiano lo stesso raggio r = 0.5 • IO -8 cm e 
siano ortogonali al campo B, calcoliamo la magnetizzazione come somma di 
tutti i momenti magnetici orbitali indotti contenuti nell’unità di volume, utiliz¬ 
zando ì simboli e le formule (c) e (d) del problema 7.24- 

,, o B ne 2 r 2 

M = np, - np ----- B 

Po 4 m 

Resta da decidere che valore usare per B: infatti non siamo in presenza di una 
ipotetica orbita isolata, ma ci troviamo nell’interno di un materiale la cui 
presenza modifica il campo magnetico. Analogamente al procedimento seguito 
nella deduzione dell’equazione di Clausius-Mossotti (3.12), usiamo per B il 
valore nel centro di una cavità sferica praticata nel mezzo che, dal problema 
7.3, sappiamo essere B m - 2/3 p 0 M\ B m , valore del campo nel mezzo, a sua 
volta è legato alla magnetizzazione dalla relazione B m = p 0 (H m + M). Riassu¬ 
mendo: 


? 

I 


M = UÈ ( jg 




M ■■ 


nP 


np 

3 


2 PqM) =nP (H m + - M 


H„ 


Xm Hrr, 


Numericamente e in modulo 


nP = p Q 


Am 


6.2 • 1(T 


Pertanto, con ottima approssimazione, 

Xm = nP=-po -^=- 6 . 2 - 10 - 
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Nelle tabelle si trova per l’argento Xm — —2.6 • IO - ; l’accordo, visto il model¬ 
lo semplicistico adottato, è quasi sorprendente. L’importanza del risultato risie¬ 
de nel fatto che evidentemente le basi per la descrizione del diamagnetismo 
sono appropriate in quanto si riproducono qualitativamente gli effetti osservati 
e quantitativamente i corretti ordini di grandezza. 

Per il calcolo della forza per unità di massa che un campione di argento 
risente nel dispositivo del problema 7.20, ricordiamo che H 0 = 3.98 • IO 5 A/m 
e dB/dx = 4.8 T/m. La forza per unità di volume è pari a quella che agisce su 
un dipolo magnetico con momento magnetico pari alla magnetizzazione: 


, ,, dB „ dB N 

f ^ M — = Xm H 0 Isp¬ 


essendosi usato il risultato del problema 7.18. Per unità di massa 

f , N 

/' = J-= i.i2 • IO -2 — 

e Kg . 

e quindi la forza che agisce su un grammo è F= 1 12 • 10 N. In effetti, 
essendo % m - -2.6 • IO -5 , si troverebbe sperimentalmente F= 0 47 • 10 N. 


7.26. Il sale paramagnetico cloruro di gadolinio GdCÌ 3 ha costante di Curie 
C = 3.34 • IO -4 m 3 K/Kg e densità q = 2A- IO 3 Kg/m 3 ; il numero di mole¬ 
cole per m 3 è 5.69 • IO 27 . In base a questi dati calcolare il valore del 
momento magnetico intrìnseco p* e la magnetizzazione di saturazione, nel¬ 
l’ipotesi che la variabile a data dalla (7.22) sia« 1. 


Se a « 1 (si veda il paragrafo 7.f) la (7.21) diviene 

a *2 Tffl 

M = np* — = p 0 np-w-pf 


Come valore di H a usiamo ancora l’espressione H+M/3 valida per il centro 
di una cavità sferica, dove H è il campo nel mezzo. Risolvendo in M: 


pqnp* 

3 KT 

_ 1 _ pony.* 
3 3 KT 


*2 H XmH 


i *2 

Poniamo T 0 = — —— — , costante omogenea con la temperatura; ricavia- 
3 3 K 

mo allora per la suscettività magnetica l’espressione 

v = 3r °- (b) 


Vediamo di determinare l’ordine di grandezza di T 0 : inserendo i valori dati 
otteniamo T 0 = 5.76 • IO 43 p* 2 . Una stima di p* può essere p B = 0.93 • 10 3 
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Am 2 e allora T 0 = 5 • IO" 3 K; anche se fosse p* = 10 p B T 0 resterebbe inferio¬ 
re al Kelvin. Assumiamo pertanto che T 0 sia trascurabile rispetto a T nella (b) 
e utilizziamo la (7.11). 

_ 3T 0 _ Ponp* 2 _ Cp 
Xm T 3KT T 


* = /2£££_y /2 = 6.81 • 10~ 23 Am 2 « lp B 

V Mo n ) 

Vediamo a posteriori che la nostra approssimazione è giustificata (T 0 —0.267 
K), almeno dal Kelvin in su; d’altra parte a temperatura così basse cadrebbe 
l’ipotesi di partenza a « 1. 

La magnetizzazione di saturazione è 

M s - np* = 3.87 • IO 5 — 
m 

Nel ferro il valore di M s è 17.11 • IO 5 A/m, nel nichel 4.85 • IO 5 A/m, in un 
tipo di ferrite 3.58 • IO 5 A/m; l’ordine di grandezza è dunque lo stesso. Però, 
mentre nei materiali ferromagnetici è facile raggiungere la saturazione, nei 
paramagnetici ci si avvicma a questa in condizioni limite di campi elevati e 
temperature prossime allo zero assoluto. In effetti dalla (a) ricaviamo che il 
momento magnetico medio di una molecola indotto dalla presenza di un cam¬ 
po esterno è 


M 

Pi — — = p 0 p 
n 


*2 


H a 
3 KT 


In condizioni ordinane ( H a ~ IO 5 A/m, T ~ 300 K) esso vale ~ 5 • 10 p B . 
Quindi l’effetto paramagnetico è piccolo: anche se ciascun dipolo magnetico 
elementare ha un momento paragonabile a p B l’agitazione termica scompagina 
fortemente l’ordinato allineamento dei momenti elementari con il campo appli¬ 
cato; solo nelle condizioni limite dette sopra si riesce a raggiungere un valore 
notevole per la magnetizzazione. 


7.27. Calcolare il valore della magnetizzazione del campione di cloruro di gadoli¬ 
nio visto nel problema 7.26 se esso viene portato alla temperatura di 1 K 
in un campo H di valore IO 6 A/m. Se poi la temperatura viene ulterior¬ 
mente abbassata a 0.1 K calcolare il valore del campo H sufficiente per 
ottenere la stessa magnetizzazione. Il grafico della funzione di Langevin è 
mostrato nella figura. 

Con i dati proposti non possiamo ritenere a priori trascurabili rispetto 
all’unità i valori della variabile a, data dalla (7.22): infatti 

= . (*) 
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dove abbiamo usato per ti* il valore trovato nel problema 7.26 e posto 7=1 
K e H a » H, con un’approssimazione per difetto in quanto il campo effettiva¬ 
mente agente sulle molecole dovrà scriversi in generale 


H a = H+yM , (b) 

salvo porre 7 = 1/3 per il caso specifico. m / ( 

Ci troviamo pertanto nella seguente situa- ^ ‘ / s f 

zione: abbiamo un’equazione di stato, la 10 ~7 

(7.21), mostrata in figura e tutti i punti 08- / ij^^y^V 

della curva sono possibili stati del sistema. 06- /yS^ y' / 

Notiamo per inciso che la curva mostra 04 . Af j T ^° K 

come la magnetizzazione tenda al valore o2 / y' " j 

M s per grandi valori della variabile a, ov- / a 

vero per campi elevati e basse temperatu- “"1 g 3 4 5 6^*7 **" 

re. Dobbiamo ora trovare un’altra relazio¬ 
ne tra M/M s e a. Allo scopo servono la (a) e la (b): sostituendo il valore di 
H a dato dalla (b) nella (a) e dividendo tutto per M s si trova 

M KT H 

M s ynofi* M, yM s 

che è una retta nel piano (a, M/M s ). L’intersezione tra questa retta e la curva 
M/M s = L(a) della figura rappresenta lo stato del sistema, ovvero il valore 
della magnetizzazione del cloruro di gadolimo per 1 dati valori di H e di 7. 

Nel calcolo numerico usiamo y = 1/3 e M s = 3.87 ■ IO 5 A/m, valore calco¬ 
lato nel problema 7.26; lasciando m evidenza 7 e H 

— = 1.25 Ta- 7.75 • IO " 6 H , (d) 

M, 

da cui per 7=1 K e H = IO 6 A/m abbiamo la retta r della figura: 

— =1.25a-7.75 
M s 

Il punto P di intersezione tra r e L{a), trovato per via grafica, ha le coordi¬ 
nate 

a(P) = 6.9 , -jj- (P) = 0.87 
M s 

e pertanto la magnetizzazione del cloruro di gadolimo vale 


M = 0.87 M s = 3.37 • IO 5 


Se ora vogliamo trovare quanto deve valere il campo H per mantenere lo 
stesso rapporto M/M s = 0.87 alla temperatura di 0.1 K, cominciamo con l’os¬ 
servare innanzitutto che lo stato del sistema rappresentato dal punto P resta lo 
stesso; cambia invece la retta (c) che passa per P, sia come coefficiente ango¬ 
lare che come intercetta con l’asse M/M s . Il valore numerico del campo H si 
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ricava dalla (d) con M/M s = 0.87, a = 6.9 e 7= 0.1 K; si trova H = 0. 

Di questo risultato, abbastanza sorprendente, diamo prima una spiegazione 
analitica. Dal fatto che la curva L(a) di Langevin per a«l è bene approssi¬ 
mata da una retta con coefficiente angolare m = 1/3, indicata dalla retta s 
della figura, viene spontaneo dividere le rette (c) in due classi, quelle con 
m < 1/3 e quelle con m > 1/3. Essendo 

KT 

m= - Z7T 

YliQli*M s 

vediamo che c’è una temperatura critica 7 0 che separa le due classi di rette: 

_ yfia ti*M s _ 1 tigli*M s ( -, 

T ° 3K 3 3K 

la seconda eguaglianza valendo nel caso che sia y= l/3, come abbiamo finora 
ammesso. Nel cloruro di gadolimo 7 0 = 0.267 K secondo quanto calcolato nel 
problema 7.26. 

Le rette con m > 1/3, ovvero 7> 7 q, intersecano la curva L(a) solamente 
in un punto. A parte il caso in cui 7 sia dell’ordine del Kelvin, caso visto in 
questo problema, esse hanno un coefficiente angolare (=7/3 7 0 ) elevato e. 
pur con 1 massimi valori possibili di H, sono confinate m una zona in cui 
l’intercetta con l’asse a è molto minore di 1. La risoluzione del sistema equiva¬ 
le allora alla risoluzione di un sistema di due rette ed è stata trattata nel 
problema 7.26 Fisicamente è il caso del paramagnetismo ordinario, con 
M « M s . 

Le rette con m< 1/3, ovvero 7< 7 0 , possono invece incontrare la curva 
L{a) m un punto se H è diverso da zero 0 anche m due punti (di cui uno è 
l’origine) se H è nullo; questo perché si considera che abbiano senza fisico 
solo valori positivi o nulli della variabile a (geometricamente l’mtercetta delle 
rette (c) con l’asse a è sempre non negativa e quella con l’asse M/M, è 
sempre non positiva). Pertanto al di sotto della temperatura cntica 7 0 l’intera¬ 
zione magnetica tra i momenti dei dipoli è tale da mantenerli bloccati quasi 
tutti in una stessa direzione anche se si annulla il campo H esterno (magnetiz¬ 
zazione spontanea, H a = yM). 

È evidente che una teoria di questo tipo è assai attraente per tentare di 
spiegare il ferromagnetismo. Tra l'altro, estendendo le considerazioni ad a 
negativo, è possibile prevedere teoricamente il fenomeno dell’isteresi (‘) C’è 
però una gravissima discrepanza con l’esperienza. Se prendiamo ad esempio il 
nichel, per il quale p’' = ìIb = 0.93 • 10 ~ 3 Am 2 , M s = 4.85 • IO 5 A/m, la tem¬ 
peratura critica che dovrebbe corrispondere esattamente alla temperatura di 
Curie 7 C = 631 K, risulta dalla (e) 7 0 = 0 137 y. Per ottenere 631 K occorre¬ 
rebbe y= 4606 e non y= 1/3 o ad ogni modo minore di 1 come ci si aspette¬ 
rebbe. Quindi la teoria di Langevin, che fu applicata da Weiss al ferromagneti¬ 
smo. riesce a descrivere le caratteristiche qualitative, come ciclo di isteresi e 
magnetizzazione spontanea, ma non può spiegare come mai il campo molecola¬ 
re H a = H + yAf possa essere tanto elevato; nessuna forza di origine magnetica 

(>) A Rostagni, Fisica Generale, UTET 1978, Voi II, cap V, § 21 
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può produrre un tale y. In effetti, come fu spiegato da Heisenberg, è una 
interazione non magnetica, di natura quantistica e che non ha corrispondenza 
nella fisica classica, ad orientare concordemente gli spin degli elettroni e quindi 
1 loro momenti magnetici. 

* * * 


CAPITOLO 8 

OSCILLAZIONI ELETTRICHE 


NOTE 

A. Anche per il campo magnetico si deve ripetere un avvertimento analogo a 
quello fatto nella nota alla fine del capitolo 2. La situazione ideale, che per 
esempio si assume vahda nelFmterferro di un elettromagnete, e cioè linee di 
campo parallele tra loro, modulo del campo costante all’interno e nullo all’e¬ 
sterno, non è realizzabile m base al teorema di Ampère. 

Infatti la circuitazione di B lungo una linea come il rettan¬ 
golo della figura è nulla m quanto non c’è corrente conca¬ 
tenata; di conseguenza deve esserci un campo disperso che 
annulli la parte di circuitazione dovuta al campo interno. 

Solo nella zona centrale ci sarà un campo abbastanza uni¬ 
forme; andando verso i bordi le linee di campo si incurva¬ 
no sempre di più, uscendo alla fine dall’interferro. 

Nonostante ciò il caso ideale è utile per un calcolo di pnma approssima¬ 
zione, che chiarisca la situazione fisica e dia almeno gli ordini di grandezza. 

B. In elettrostatica l’introduzione del vettore D = e 0 E + P permette una sem¬ 
plificazione formale delle equazioni di Maxwell, che da rotE = 0, 
divE = p tot /£o diventano rotE = 0, divD = p hb . La comparsa della carica libera 
al posto di quella totale, che comprende anche la carica di polarizzazione, 
facilita però solo apparentemente il problema. Sono pochi i casi in cui la 
conoscenza soltanto della carica libera basta per ricavare D; in generale anche 
D dipende da tutte le cariche presenti (rotE = 0 implica rotD = rotP). La rela¬ 
tiva inutilità di D è poi confermata dal fatto pratico di poter agire, più che 
sulle cariche, sui potenziali dei conduttori; perciò è su E che si ha controllo. 
D’altra parte gli strumenti di misura sono sensibili proprio a E e non a D. 

Nella magnetostatica accanto a B viene introdotto il vettore H = B/p 0 — M 
e le equazioni di Maxwell si scrivono rotH=j c , divB = 0 invece che 
rotB = jUoj. divB = 0 Però, anche in questo caso, la comparsa della sola cor¬ 
rente di conduzione al posto della corrente totale, comprendente anche le 
correnti ampenane, non vuole dire che H non dipende dalla corrente totale: 
divB = 0 implica divH = — divM. Inoltre gli strumenti di misura sono sensibili 
a B che può così essere determinato sperimentalmente anche senza conoscere 
la distribuzione delle correnti ampenane. C’è un fatto pratico tuttavia che dà 
ad H quel carattere di utilità che D non ha: sono proprio le correnti di 
conduzione quelle su cui si può esercitare un controllo diretto e che si possono 
sempre conoscere m qualunque stadio di un processo. Perciò avere a disposi¬ 
zione un vettore che, pur se non sempre misurabile direttamente, ha il rotore 
che dipende esclusivamente da j c è un fatto di non trascurabile utilità. 

* * # 



8 a. In un circuito chiuso costituito da un condensatore, un induttore e un 
resistere in sene tra loro la condizione che la tensione ai capi del condensatore 
sia eguale alla somma di quelle ai capi dell’induttore e del resistore si traduce 
nell’equazione 


_£ 

C 


: L £_ +R1 

dt 


(8 1 ) 


usiamo per la corrente la lettera maiuscola m quanto dovremo più avanti 
introdurre l’unità immagmana. Derivando rispetto al tempo, con 1= -dq/dt, 
si ottiene 

d 2 I 


dt 2 


R di | / 
+ L dt + LC 


■ 0 


L’integrale generale di questa equazione è la funzione 
I(t)=Ae a ' + Be 13 ' 

con A e B costanti da determinare in base alle condizioni iniziali e 


-<5 + (<5 2 
R 


2 L 


COo- 


(LC ) 1//2 


aio ) 1 / 2 . P = - ó - (<5 2 - aio ) 1/2 

coefficiente di smorzamento , 

pulsazione propria 


( 8 . 2 ) 

(8.3) 

(8.4) 

(8.5) 

( 8 . 6 ) 


A seconda della relazione intercorrente tra <5 e ai 0 la (8.3) presenta caratteristi¬ 
che differenti. Si vede da (8.4) che i casi sono tre: 

1) regime esponenziale smorzato, ò 2 > aio 

a e P sono due numeri reali negativi; la corrente ha un andamento la cui 
caratteristica predominante è una decrescita esponenziale (vedi problema 

83); s2 2 

2 ) regime di smorzamento critico, o = oi 0 

la (8.3) assume la forma Ae~ 6, (1 + Bt); vedremo le proprietà di questo 
caso nel problema 8 . 2 ; 
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3) regime oscillatorio smorzato, ó 2 < Wq 

a e f3 sono due numeri complessi coniugati e la corrente ha un andamento 
sinusoidale con ampiezza che decresce esponenzialmente (problema 8.1). 

In tutte e tre le situazioni, passato un tempo che è determinato dalle 
costanti del circuito, la corrente si annulla; si parla di regime transitorio del 
circuito. 


8b. Gli argomenti riassunti nel paragrafo precedente ricalcano il caso 
visto in meccanica dell’oscillatore armonico smorzato, dove lo smorzamento è 
dato dall’attrito viscoso del mezzo e la pulsazione propria dipende dalla massa 
e dalla costante elastica della forza di richiamo. Molto più importante nella 
pratica è l’oscillatore armonico forzato da una sollecitazione esterna sinusoida¬ 
le. Per il circuito RLC in serie ciò equivale ad aggiungere nella (8.1) un 
termine V(t) = Vqcos wt che rappresenta la f.em. fornita da un generatore. La 
(8.2) diventa 


ÉÌL + K*L + -±„ 

dt 2 L dt LC 


coV o 

L 


sen tot 


(8.7) 


che ammette la soluzione 

I(t) = I 0 cos(cot - <p) , 

la pulsazione è la stessa che ha la f.em. esterna e le costanti valgono 

1 


2_ C0 2 V 2 


T 2 _ 

io _ 


(co 2 - coi) 2 + 46 2 co 2 


( 8 . 8 ) 

(8.9) 


tg 0 = 


1 1 
CO - (Op 

25co 


( 8 . 10 ) 


Sia l’ampiezza che la fase della risposta del sistema alla sollecitazione esterna 
sono funzioni della pulsazione di quest’ultima. 

Il regime rappresentato da (8.8) si chiama regime permanente del circuito; 
esso rimane l’unico regime solo dopo che si è esaurito il regime transitorio. 
Infatti l’integrale generale della (8.7) è la somma di (8.3) e di (8.8). 


8c. Il regime permanente (8.8) si dice spesso alternato, dizione a rigore 
impropria anche se comunemente accettata. Infatti per grandezza alternata si 
intende una grandezza periodica con valor medio nullo su un periodo; grandez¬ 
ze proporzionali a un seno o a un coseno ne sono evidentemente casi partico¬ 
lari. 

Caratteristica essenziale della corrente che in regime alternato percorre un 
elemento di circuito R, L o C è di essere individuata da due numeri: il 
modulo, che ne fissa il valore massimo, e la fase, che ne dà la relazione 
temporale rispetto alla tensione ai capi dell’elemento. Non sussiste più la linea¬ 
rità, tipica della legge di Ohm, nella relazione tra tensione e corrente, cioè 


queste due grandezze non sono proporzionali l’una all’altra e vengono meno 
tutte le regole risolutive viste nei circuiti in regime continuo. 

Un metodo usato per la risoluzione dei circuiti in regime alternato è 
quello cosiddetto vettoriale, o della costruzione di Fresnel; è identico al meto¬ 
do utilizzato per sommare due moti armonici semplici sullo stesso asse con 
eguali pulsazioni. 

Un metodo alternativo, che adottiamo in questo capitolo, è quello detto 
simbolico in cui le grandezze alternate vengono rappresentate tramite numen 
complessi. Una funzione reale del tipo x — jrocos(ait-l- <p) viene rappresentata 
dalla funzione complessa x - x 0 e^ a>,+ *'>■ secondo la formula di Eulero 
e ia = cosa + isena la parte reale della funzione complessa coincide con la 
funzione reale di partenza. Si adotta perciò la seguente convenzione: alle gran¬ 
dezze alternate si sostituiscono le corrispondenti grandezze complesse e si ope¬ 
ra su di queste, salvo alla fine prendere la parte reale del risultato. Il grande 
vantaggio del metodo simbolico consiste nel fatto di ripristinare, come vedre¬ 
mo, una relazione lineare tra tensione e corrente (complesse) in un elemento 
di circuito. Pertanto si possono scrivere le equazioni in regime alternato esatta¬ 
mente nella maniera vista per i circuiti in regime continuo; a grandezze reali 
sono sostituite grandezze complesse, ma non per questo cambia l’algoritmo, di 
modo che, in particolare, sono applicabili nella stessa forma i principi di Kirch- 
hoff, ovvero i metodi delle maglie e dei nodi. 


8d. Per esemplificare quanto detto e ricavare alcune formule utilissime 
calcoliamo la tensione V = V 0 cos(cot + <p) ai capi di elementi R, L, C se questi 
sono percorsi dalla corrente I = /ocoscoi; (p è l’angolo di sfasamento introdotto 
dall’elemento. 


1) Resistore. 

È il caso più facile: tensione e corrente sono proporzionali secondo la 
legge di Ohm V = RI; il coefficiente è reale e non c’è sfasamento. 

2) Induttore. 

V = L - - coLI 0 sencot = coLI 0 cos + -y 

La tensione all’istante t non è proporzionale alla corrente in quell’istante, bensì 
al valore assunto dopo un quarto di periodo; si usa dire che la tensione è in 
anticipo sulla corrente dì n/2. È V 0 = coLI 0 ; il rapporto X L = V 0 /l 0 = coL si 
chiama reattanza dell’induttore; essa aumenta con la pulsazione. 

Nella notazione complessa I = I 0 e ,aj! e segue 

U= L — = icuL/°e'"'= icuL/ (8 11) 
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I valori complessi della tensione e della corrente sono proporzionali tra loro 
attraverso il coefficiente complesso 

Z = -j- = icoL = toLe 1 ^ 2 = Z 0 e‘^ 2 (8.12) 

detto impedenza (complessa) dell’induttore; il suo modulo è Z 0 = X L = coL e 
la sua fase è = n/2. Pertanto 

V=ZI=coLe tn/2 V“'= coLV' ([U ' + V2) 


mentre lo stesso non succede per il seno e per il coseno. Il modulo dell’impe¬ 
denza pertanto dà il rapporto tra i moduli della tensione e della corrente 
mentre la sua fase dà la differenza delle fasi ovvero lo sfasamento introdotto 
dall’elemento. 

Queste proprietà restano vere anche se invece di un elemento si ha una 
disposizione più o meno complicata di R, L e C; si può sempre stabilire una 
relazione di proporzionalità tra F e I tramite serie, paralleli, eventualmente 
trasformazioni triangolo-stella o, in modo più semplice, attraverso il teorema di 
Thevenin (si estendono i risultati dei problemi 4.3 e 4.7). 

L’espressione generale dell’impedenza è 


e passando alla parte reale vediamo che essa vale coLIgcos(tot + st/2) come 
trovato in precedenza. 


3) Condensatore. 

/ = A = C A 

dt dt 


41 


cos cotdt ■■ 


coC 


-cosi tot 


A 

coC 


sen cot 


La tensione all’istante t è proporzionale al valore che la corrente assume un 
quarto di periodo prima, cioè è m ritardo sulla corrente di jr/ 2 . E 
V 0 = I 0 /o)C; il rapporto X c = V 0 /I 0 = l/wC si dice reattanza del condensato- 
re; essa decresce al crescere della pulsazione. 

Utilizzando la rappresentazione complessa si arriva a: 


V = 


1 

tcoC 


o)C 


(8 13) 


Z 


V 

I 


— g-« V2 = Z 0 g-'^ 2 


(8.14) 


Z 0 è l’impedenza (complessa) del condensatore; il suo modulo è Z 0 = 
= X c = 1 /o)C, la sua frase è — jr/2. Quindi 

y=Z/ = -A e~ ,3l/2 V'“' = -%r e' ( “' _V2) 
coC toC 


e la parte reale dà il risultato trovato prima. 

Le derivazioni precedenti mostrano la grande utilità della rappresentazione 
simbolica: essa permette di estendere la legge di Ohm nella forma generalizza¬ 
ta V-ZI ai componenti L e C purché si usino grandezze complesse; in altre 
parole, il passaggio al campo complesso linearizza anche per L e C la relazio¬ 
ne tra tensione e corrente assorbendo nel fattore di proporzionalità le informa¬ 
zioni sulla connessione tra i moduli e tra le fasi. La ragione matematica sta nel 
fatto che si passa da-funzioni circolari a funzioni esponenziali; per queste 
ultime derivate e integrali sono sempre proporzionali alla funzione di partenza, 


Z = Z 0 e ,<l> = Z 0 cos<p + iZ 0 sen <j> = Z R + ìZ x . 


(8.15) 

z 0 = {zè + zW 2 , tg <p = A . 

£r \ 2 2 j 

La parte immaginaria Z x si dice reattanza; se essa è positiva si parla di 
comportamento induttivo (ed è <p> 0), se invece è negativa si parla di compor¬ 
tamento capacitivo (ed è tp< 0 ). 

Per le sene e i paralleli si ha rispettivamente. 

z tot = Zi + z 2 +.. +z n , —^— = J_+A +... + _L . 

Z t0 t Z\ Zi Z n 

È utile alle volte considerare l’inverso dell'impedenza che viene detto am¬ 
mettenza Y=I/V: 


Y=Y 0 e ,v = Y 0 cost/> + t Y 0 sen ip=G + iB 


(8.16) 

Y 0 = (G 2 + 5 2 ) 1 / 2 , tgi/;=-tg^ = A = _A. , 

G Z R 

La parte reale G si dice conduttanza, quella immaginaria B suscettanza. 

Sia la parte reale che quella immaginaria dell impedenza sono in generale 
funzioni della pulsazione co; da ciò segue che anche la risposta di un circuito in 
regime alternato varia con co. Se m particolare per una certa pulsazione Z x = 0 
allora l’impedenza è puramente reale, Voi sono in fase: si parla di risonanza 
del circuito a quella certa pulsazione. 


8 e. Da un punto di vista formale la correttezza della rappresentazione 
simbolica si giustifica in base alle proprietà delle equazioni differenziali lineari 
a coefficienti costanti- Precisamente, se .r(t) = ci(t) + ib(t) è soluzione di una 
tale equazione il cui termine noto è /(r) =f a (t) + if b (t), a (t) è soluzione della 
stessa equazione quando il termine noto è f a (t). In particolare, con riferimento 
a (8.7), Xge & e Xocos{o)t — <p) sono soluzioni della stessa equazione quari- 
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do il termine noto sia, rispettivamente, un esponenziale complesso o la sua 
parte reale. 

In relazione alla procedura di prendere, alla fine dei calcoli, la parte reale 
del risultato, occorre una precisazione importante: essa è applicabile a relazioni 
del tipo V = ZI o a somme di tali relazioni (la parte reale di una somma è 
eguale alla somma delle parti reali degli addendi) e quindi, in generale, alle 
equazioni delle reti lineari. Quando però si fanno considerazioni energetiche 
eseguendo calcoli di potenze, cioè di prodotti tra tensione e corrente, non si 
può usare l’espressione VI con i fattori complessi e prenderne la parte reale: la 
parte reale di un prodotto di numeri complessi non è eguale al prodotto delle 
parti reali. È quest’ultimo, Re{V} ■ Re{/}, ad avere il significato di potenza e 
non Re{W}. In effetti non c'è nessuna ragione per definire come potenza 
complessa il prodotto VI; questa estensione al campo complesso non è legitti¬ 
ma come quella della legge di Ohm. 

Se si sviluppa il prodotto I 0 coscotV 0 cos{cot + <p) si trova Q che la potenza 
istantanea consta di due termini, entrambi con pulsazione 2co, sfasati tra loro 
di ji/2. Il primo, 1/2 / o V o cos0(l + cos2cor), ha valor medio su un periodo 
eguale a 

P ” y IqVqCos <p , (8.17) 

Il secondo, - l/2/ o V o sen0sen2o)r, ha valor medio nullo e valor massimo 

Q = — I 0 V 0 sen<p . (8.18) 

2 

P si dice potenza reale ed è quella effettivamente dissipata nel circuito; Q si 
dice potenza reattiva e viene alternativamente ceduta e assorbita dal generato¬ 
re. Formalmente P e Q sono i cateti di un triangolo rettangolo la cui ipotenusa 
si chiama potenza apparente 

S=(P 2 + Q 2 ) I/2 = y IoVo ■ (8-19) 

Spesso nella pratica al posto del valor massimo si usa il valore efficace, il cui 
quadrato è definito come media su un periodo del quadrato della grandezza 

alternata. Ricordando che j cos 2 tot d tot = rr/2 e che il periodo del quadrato del 
0 

coseno è appunto k, si ha 

,T 

( Aq cos 2 cotcot = -i- Ao => Aef { = 2~ l/2 A 0 ■ 

71 J 2 

o 

Per questa ragione al posto di 1/2 I 0 V Q si può scrivere / ef fV eff . La (8.17) è 
nota come formula di Galileo Ferraris e cos<£ come fattore di potenza. 


8f. L’interesse per la risposta di un sistema lineare, come un circuito 
elettrico, ad una sollecitazione sinusoidale è determinato dal fatto che una 
qualunque funzione periodica, sotto opportune ipotesi, può essere espressa 
come somma di una serie di termini sinusoidali. Questo risultato, noto come 
teorema di Fourier, e il principio di sovrapposizione permettono di ricavare la 
risposta di un sistema lineare sottoposto ad una eccitazione periodica qualun¬ 
que. Per esempio, se ad un circuito si applica una f.em. V(t) periodica, si 
calcola la serie di Fourier di questa e si determinano le correnti corrispondenti 
a ciascun termine della serie; la corrente totale, dovuta a V(r), è la somma 
delle singole correnti. 

Il teorema di Fourier è applicabile a una funzione f(t) periodica, derivabi¬ 
le, con valor medio finito nel periodo T e al più un numero finito di disconti¬ 
nuità in un periodo; per tale funzione vale lo sviluppo 

f(t) = a 0 + Yj„ {a„cosncot+ b„senncot) ; 

1 

i coefficienti sono dati dalle espressioni: 


a 0 : 


j\f{t)dt , u„ = -||/(r) 


cos nwtdt 


f(t) senti 


cotdt 


Utilizzando l’identità trigonometrica 


(8 21 ) 


«cos 0 + bsend = ccos( 0 - <j>) 

c-(a 2 + b 2 ) 1/2 , tg <j)~ — 

a 


( 8 . 22 ) 


la ( 8 . 20 ) si può anche scrivere nella forma 

oo 

f{t) = u 0 + E„ c„cos(ncot - <p n ) (8.23) 

dove c n e 0„ sono legati ai coefficienti (8.21) da formule tipo (8.22). Il termi¬ 
ne a 0 è il valor medio della funzione; il termine con n = 1 si dice fondamenta¬ 
le, quelli successivi si dicono armoniche superiori (seconda, terza, ...). La 
determinazione dei coefficienti dello sviluppo m serie di Fourier si indica col 
nome di analisi armonica della funzione f {t). 

Se un circuito, cui è applicata la tensione V = V 0 + E„V„cos(ncot + <p n ), 
assorbe la corrente /= I 0 + E„I„co$(ncot + ip„), si dimostra che la potenza me¬ 
dia in esso dissipata vale 

P = I 0 V 0 + y li Vi cosai + y I 2 V 2 cosa 2 + ••• 


(') A Rostagm, Fisica Generale, UTET, Vói II, cap VI, § 19 


(8.24) 
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con a„ = <t> n - i>n • È interessante notare come non ci sia mescolamento tra 
diverse armoniche; ai fini della potenza ciascuna è ìndipendente dalle altre. 
D alla struttura di (8.24) si può dedurre che il valore efficace di V o 7 è: 


,2 _ y 2 + V?.JÌ 

'eff-V 0 +— + — 


7 eff = I§ + 


7? , 7| 


8h. L'unica grandezza nuova introdotta in questo capitolo è l’impedenza 
che si misura evidentemente m ohm. È usuale poi esprimere P in watt, Q m 
voltampere reattivi (var), S m voltampere (va); è solo questione di terminolo¬ 
gia, tutte e tre le unità sono pari a Js _1 . 

Quasi sempre invece della pulsazione co si dà la frequenza v o, meno 
spesso, il periodo T\ la relazione tra tali grandezze è o>= 2nv = 2jt/T. L’unità 
di misura della frequenza è l’hertz (Hz), numero di cicli al secondo, pari 
quindi a s _1 . 

Elenchiamo infine alcune relazioni riguardanti ì numeri complessi: 
numero complesso z = a + ib = gè 14 - g (cos cp + isen cp) 

modulo g = (a 2 + b 2 ) 1 ' 2 , fase cp = arctg — 


complesso coniugato z* — a — ib — ge ’ 4 
1 1 a -ib 

z a + ib (a + ib) (a - ib ) 

dati due numeri complessi Zi = Pie '* 1 : 
prodotto Zj z 2 = Qe' 4, , g=PiP2 , <1 
quoziente zi/z 2 = a e ' v , o=gi/g 2 


g — Pi &2 


a 

a 2 + b 2 

7- — n^e 1 4,2 


ty=<P 1 


b 

a 2 + b‘ 


L’unità immaginaria è t, radice quadrata di -1; è evidente che I/ 1 -- 1 , 
cioè i può essere spostata da numeratore a denominatore e viceversa purché si 
cambi il segno della frazione. Dalla formula di Eulero segue poi i = 

-1 = e ,:r 


Un condensatore viene caricalo alla d.d.p. V 0 = IO 4 V e successivamente 
connesso ad un induttore e ad un resistere in serie. Calcolare, in funzione 
del tempo, la corrente e le tensioni ai capi del condensatore e dell’induttore; 
calcolare inoltre in quale istante t 0 la corrente è massima e quanto vale 
questo massimo. I valori delle costanti del circuito sono C - 5 pF, L - 20 
H, * = 800 Sì. 
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Si tratta di un circuito RLC in sene e quindi la soluzione è la (8.3); 
inoltre 6 = R/2L - 20 s _1 , w 0 = (LQ~ 1/2 = 100 s _1 : essendo ó< (o 0 siamo nel 
caso dell’andamento oscillatorio smorzato. Posto Q 2 = coi ~ <5 2 , la corrente ha 
l'espressione 

/(f) = e ~ ó ‘(Ae‘ a ‘ -I- Be~ lQt ) - e~ 6 ‘ [(^4 -I- B)cos£2f -I- i(A - B)senQt] 

Dovendo essere I(t) reale sembrerebbe necessario porre A = B; però in questa 
maniera resterebbe una sola costante, A + B, che non è sufficiente a soddisfa¬ 
re due condizioni iniziali. L’unica possibilità è allora che A e B siano comples¬ 
si coniugati, A = De'* e B =De~'*; segue A + B = Dcoscp, A - B = iD sen q>. 
I(t) = De” * (cos Qtcos <p - sen£2rsen cp) e finalmente otteniamo la soluzione 
del problema nella forma 

I(t) = De” & cos(£2f -I- <p) ; (a) 

6 t Q dipendono dal circuito, D & cp dalle condizioni iniziali. 

Queste si determinano in base alle considerazioni seguenti: per t - 0 deve 
essere 7 = 0; infatti se un istante prima della connessione al sistema RL la 
corrente era nulla, tale deve restare anche al momento del contatto, non 
potendoci essere in un circuito induttivo una discontinuità nella corrente (ne 
nsulterebbe una f.em. indotta infinita) Inoltre, all’istante r = 0. la (8.1) si 




+ RI(0) 


dt / / = o 


Dalla (a) per t = 0 otteniamo così il sistema 
7(0) = D cos cp - 0 


at ,=o 


■ D(dcoscp + Dsen cp) — — DQsencp- 


che ha le soluzioni D = — Vq/QL, cp — jr/2 e D = Vq/QL, cp — —jt/2 per cui 
m ogni caso la (a) diviene 

I(t) e~ s ‘ s en£2t . (b) 

La corrente ha un andamento oscillatorio smorzato: parte da zero e tende ad 
annullarsi asintoticamente descrivendo oscillazioni con ampiezza esponenzial¬ 
mente decrescente. Non si può parlare di fenomeno periodico in senso proprio 
perché dopo un’oscillazione completa, ossia dopo un tempo 

_ 2zt _ _ 2n /_\ 

Q (co§ - S 2 ) i/2 

l’ampiezza risulta ridotta del fattore e~ per tale motivo T è spesso chiamato 
pseudoperiodo. Si noti che sulla decrescita dell’ampiezza gioca solo il parame¬ 
tro 6: da 5 — R/2L si deduce che tanto minore è la resistenza elettrica tanto 
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minore è lo smorzamento ovvero tanto maggiore è la durata del fenomeno; la 
costante di tempo è appunto r= 1/6 = 2L/R. In termini delle costanti del 
circuito la condizione di smorzamento oscillatorio <5 2 < co 0 2 si scrive 
R 2 < AL/C; tratteremo il caso limite R = 0 nel problema 8.5. 

Infine il massimo della corrente si determina annullando la derivata della 

(b): risulta t 0 = arctg ~ per cui I max = /(lo). 

U ò 

Numericamente 

£2=98 s" 1 , r=6.4-10" 2 s , lo = 1-4-IO" 2 s , 

I(t) = 5.1e" 20 'sen98l A , / max = 3.78 A , 

L'andamento è mostrato nella figura insieme a quello di V L e V c che adesso 
calcoliamo. 

Ai capi dell’induttore 

V L = L = -^2- e~ Sl (£2cos£2t - ósen £2t) 

ut £2 

= V °à° e ~ s ' cos (® t + ft) : 

si sono usate le (8.22), con <p= arctg — , e la definizione di £2. 


Ai capi del condensatore 
V c =V l + RI 

= e~ 61 (£2cos£2t + ósenf 2 i) 
_ e ~ s 'oos(£2t - (j>). 


Numericamente 

V L = 1.02 • 10 4 e" 20 'cos(98l + 0.20), 

F c = 1.02 • 10 4 e~ 20 'cos(98l — 0.20). 

L’interpretazione qualitativa è semplice: il condensatore inizia a scaricarsi 
nell’istante 1 = 0 e fa circolare corrente, per esempio nel verso indicato in 
figura; tale verso si conserva finché V L non eguaglia V c e la corrente si 
annulla (t = T/2). Poi la corrente percorre il circuito in senso inverso finché di 
nuovo V L non eguaglia V c e non si realizza una nuova inversione (t= T) e 
così via. Nell’intervallo 0, T/2 il condensatore si scarica totalmente e inizia a 
caricarsi con segno contrario a quello iniziale (di qui derivano le inversioni 
della corrente); i valori massimi di V c in ogni semiperiodo vengono raggiunti 
quando la corrente si annulla. 



L’energia iniziale è 1/2 CV 0 2 ; col passaggio della corrente una parte di 
questa energia si trasforma in energia intrinseca della corrente 1/2 LI 2 e una 
parte viene dissipata per effetto Joule su R. Ogni qual volta V c si annulla tutta 
l’energia residua immagazzinata nel circuito è di tipo magnetico, mentre ogni 
qual volta V L si annulla essa è di tipo elettrostatico. A causa della dissipazione 
su R si ha di necessità uno smorzamento dell’oscillazione e alla fine il fenome¬ 
no cessa proprio perché tutta l’energia inizialmente a disposizione si è tramuta¬ 
ta in calore. 


8.2.‘ Nel circuito in figura il generatore di f.em. V 0 = 100 V è chiuso, all’istante 
1=0, su un circuito RLC in serie con i valori R = 2 • IO 3 Q, L = IO " 2 H, 
C = 10 nF. Calcolare in funzione del tempo la corrente nel circuito e le 
tensioni ai capi dell’induttore e del condensatore, che si suppone inizialmen¬ 
te scarico. 


L’equazione del circuito è 


V 0 -L 


dl_ 

dt 


RI=V C 


c 


r 


R 

AWr 


L 

W 


1 

T 
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da cui derivando rispetto al tempo (ora I = dq/dt ) si ottiene 


d 2 I 

dt 2 


R di 1 r 

+-- + — / = 

L dt LC 


cioè la (8.2). La presenza della f.em. costante non altera la struttura dell’equa¬ 
zione, ma influisce sulle condizioni iniziali. Deve essere 1(0) = 0 (vedi proble¬ 
ma 8.1) e V 0 — L(dl/ dt ),= 0 ~ /?/(0) = Vc(0); poiché sia 1(0) che V c (0) sono 
nulli, (dl/dt) l = o- V 0 /L. I parametri ó e ai 0 valgono 

ó = -E— = io 5 s _I , ffl o =(LQ- I/ 2 =10 5 s ' 1 
2jL 


La loro eguaglianza comporta, secondo (8.4), che a e fi siano reali e cornei- 
denti, con valore — <5; in tal caso la (8.3) diviene I(t) — (A + B) e~ 61 = De~ 6t 
Questa può essere però solo una soluzione particolare in quanto contiene una 
sola costante arbitraria mentre le condizioni iniziali sono due Occorre perciò 
trovare un’altra soluzione particolare; quella generale sarà data da una combi¬ 
nazione lineare delle due. Si verifica facilmente che te~ 61 è soluzione della 
(8.2) quando ó = co 0 . Quindi 

I(t) = e~ 6, (D + Ft) 

Già dalla struttura della formula vediamo che il fenomeno si presenta diverso 
rispetto al caso ò 2 < u>o- è scomparsa l’oscillazione ed è rimasta la decrescita 
esponenziale, che viene chiamata critica per distinguerla da un altro caso che 
vedremo nel problema 8.3. 

Dalle condizioni iniziali si ricava D — 0 e F = V 0 /L e in conclusione 

/( r )=_2°L e _a '= 10 4 re _I ° 5 ' A . 

Li 

Applicando la relazione V L = L dl/dt otteniamo 

V L = v 0 e~ 6 ‘ (l-&)= 10 2 e~ lo5t (l -IO 5 1 ) V , 
mentre da V C =V 0 — V L — RI, ricordando che ó = R/2L, ricaviamo 

V c = ^o[l - e~ s ‘(l + ór)] = 10 2 [1 - e _1 ° 5 '(l + IO 5 r)] V . 

È facile verificare che per t tendente all’infinito V c tende a Vq. In realtà, visto 
che la costante di tempo r=l/ó= 10~ 5 s è molto piccola, la corrente si 
estingue molto rapidamente e V c assume il valore V 0 molto presto. Gli anda¬ 
menti nel tempo di I(t), V L (t) e V c (t) sono mostrati in figura La corrente di 
carica del condensatore cresce velocemente raggiungendo il suo valor massimo 
per t—T (/max ” 36.8 • IO -3 A) per poi decrescere tendendo asintoticamente a 
zero. La tensione V L ai capi dell'induttore parte dal valore iniziale V 0 > decre¬ 


sce restando positiva finché la corrente cresce, si annulla quando I(t) è massi¬ 
ma e diviene negativa per il resto del tempo tendendo a zero. Infine V c cresce 
monotonamente tendendo a V 0 . 



Il caso visto segna il limite in cui c’è passaggio dall’andamento oscillatorio 
smorzato a quello esponenziale. Dallo studio dei grafici si potrebbe quasi dire 
che I(i) e V L (t) partono come per eseguire un’oscillazione, ma questa viene 
completamente smorzata m meno di mezzo periodo; oppure, sembra di vedere 
un’oscillazione con periodo infinito, come si ricava dalla (c) del problema 8.1 
se 6 = co 0 . 

Lasciamo come esercizio il verificare che se nel circuito mancasse il gene¬ 
ratore e fosse il condensatore, carico a V 0 , a scancarsi sulla sene RL le 
espressioni di /(r) e V L (t) sarebbero le stesse, mentre V c (r) sarebbe eguale a 
V 0 e à '(l + ór). La corrente non si invertirebbe mai, cioè V L non riuscirebbe 
mai ad eguagliare V c L'energia fornita dal condensatore si tramuterebbe in 
parte in calore, in parte in energia magnetica, quest’ultima però non ritorne¬ 
rebbe poi ad assumere forma elettrostatica, ma finirebbe presto in calore, 
senza cioè quello scambio caratteristico visto nel problema 8 . 1 . 

Il significato energetico della condizione di smorzamento critico ora discus¬ 
sa sta nel fatto che è possibile dimostrare che quando ó= ca 0 l’energia imma¬ 
gazzinata viene dissipata più rapidamente che in ogni altro caso o più rapida¬ 
mente trasferita dal generatore al condensatore. 


8.3. Un generatore di f.em. V 0 = 20 V e resistenza interna R 0 = 25 Q è chiuso 
su un induttore con L = 4 ■ IO -3 H (vedi figura). Stabilite le condizioni di 
regime, all’istante t = 0 viene chiuso l’interruttore 2 e simultaneamente 
aperto l’interruttore 1. Determinare la corrente I(t) nel circuito RLC e le 
tensioni V L (t) e V c (t). I valori sono R = 400 Q, C - 0.28 pF; il condensa¬ 
tore è inizialmente scarico. 

Le condizioni di regime, per la parte di sinistra, 
sono Io — VoiR 0 — 0.8 A e = L di/dt = 0. Con la 
successiva operazione sugli interruttori abbiamo un 
circuito oscillante RLC la cui equazione è ancora 
(8.2). Le condizioni iniziali sono 1(0) = / 0 , in quanto 



B O 

la corrente non può- 
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cambiare istantaneamente nell’induttore, e 


y e (0)-o-s/o, + z.^L] t _ ( , 

Controlliamo ora la relazione tra i parametri <5 e eoo , dati da (8.5-8. 6 ): 


5 = 5 • IO 4 s _1 , o ) 0 = 3 • IO 4 s - 1 

Abbiamo così il terzo caso possibile, <5 2 > o) 0 2 . Posto Q - (S 2 - co o ) 1/2 = 4 • IO 4 
s~\ la soluzione generale, secondo ( 8 .3-8.4), è 

l(t) = e- St (Ae ai + Be~ ar ) . ( a ) 

Per calcolare le costanti A e B risolviamo il sistema 


7(0) = A + B — Io 

(4f) =A(Q-S)-B(Q+6 ) = -^ . 

\ dt )t ~o ^ 

Sostituendo i valori numerici si trova A = — 0.1, B — 0.9 e quindi l’espressione 
numerica di (a) è 

I(t) =0.1(9e ~ 9 It)4 '- e~ 10 ‘') A . 

Il calcolo di V L e V c segue le stesse linee viste nei problemi 8.1 e 8.2 e porta 
a questi risultati numerici: 

V L = 4(-81e~ 9 lo 4 '+e~ lff1 ') V , 

V c = 36(e~ 9 lo4 '- e _10< ') V . 



Dai grafici riportati in figura si nota che la corrente conserva, per t — 0, il sue 
verso nell'induttore, da A a B. di qui deriva il segno iniziale negativo di V L e 
il fatto che l'armatura D si carica positivamente rispetto all’armatura E cor 
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conseguente segno negativo per V c . Tale processo ha termine quando V c 
eguaglia V L : in quell’istante f 0 la corrente si annulla mentre V c è massimo; per 
t>t 0 il condensatore si scarica, la corrente si inverte e il fenomeno tende 
all’estinzione senza oscillazioni. 


'8.4: Un condensatore, caricato a V 0 = 50 V, viene connesso ad un parallelo RL 
(vedi figura). Calcolare come variano nel tempo la tensione ai capi del 
condensatore e le correnti nei tre elementi del circuito (C - 1 pF, R = 250 
Q, L = 0.25 H). 

La tensione V c è la stessa ai capi dei tre elementi; la somma delle corren¬ 
ti nell’induttore e nel resistore deve eguagliare la corrente che passa nel con¬ 
densatore. Abbiamo 


J ì j _ ì 

le — Ir + Il =* — j — 
at 

Per le singole correnti scriviamo 
/ — ^ ~ d V c 


=C li | R 


LL£. i - v C 
dt ’ 1r R 


da cui, derivando I c e I R , otteniamo l’equazione 

ÉXc_ + 2 a iZc + ^ c = 0 , 


Si tratta sempre della (8.2), solo che ora l’incognita è la tensione (circuito m 
parallelo) e non la corrente (circuito in serie). Si verifica subito che 
6 = ft ) 0 = 2 • IO 3 s “ 1 e quindi dal problema 8.2 abbiamo che la soluzione si 
scrive 

V c (t) = e- à '(D + Ft) 

Le costanti D e F si calcolano al solito in base alle condizioni iniziali. Per t = 0 
Ve - V 0 ; inoltre, da l c ~ 1 R + 1 L si ha 


dV c \ , 

dt /,=o 


- + 4(0) 


dV c \ ; 

dt ), = o 


in quanto I L (0) — 0 non potendo la corrente in un induttore subire una discon¬ 
tinuità. Pertanto 


V c (0) = V 0 =D 


-£~-6D + F => F. 
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e in definitiva 

V c (r) = V 0 e~ s ‘(l - ót) = 50 e~ 2 It,3 '(l - 2 • 10 3 r) V . 

Le espressioni delle correnti sono 

7 c (f) = - C = CFoóe” ó '(2 - &) = 0.2e -2 10 \l - 10 3 r) A , 

ut 

I R (t) = -^C = — e - a '(l - &) = 0.2e -2 IC)3 '(1 - 2 • IO 3 ;) A , 

R R 

Naturalmente, anche per il caso del parallelo, si può avere oscillazione 
smorzata o decrescita puramente esponenziale a seconda della relazione tra 6 e 
co 0 . 


\ 

8 .‘S. Un condensatore di capacità C = 1 uF è chiuso su un induttore con L = 1 
\ H. Se la carica iniziale del condensatore è q a = IO - 3 C determinare la 
corrente che passa nel circuito e le tensioni Ve e V L . Descrivere inoltre il 
comportamento nel tempo dell’energia immagazzinata nel circuito. 

Il caso in esame è il limite (ideale) del circuito RLC m serie quando R 
tende a zero e del circuito RLC in parallelo quando R tende ad infinito, in 
entrambi i casi è il coefficiente di smorzamento 6 che tende a zero. Abbiamo 
soluzione oscillatoria (<5 = 0< ai 0 ), però non smorzata, come risulta anche dal¬ 
la ( 8 . 2 ) che, se 5 = 0 , coincide con l’equazione dell’oscillatore armonico sem¬ 
plice. Quindi 

I(t)=I 0 cos(a 0 t+<p) 

che è eguale alla (a) del problema 8.1 posto <5 = 0. Siccome le condizioni 
iniziali sono le stesse concludiamo che 

Vn , 

I(t) =--—senaio? = senlCrr A 

w 0 L 


in quanto Vo = < 7 o/C = IO 3 V e aio = ( LC )~ 1//2 = IO 3 s _ l . La corrente ha anda¬ 
mento sinusoidale, con valore massimo I 0 = V 0 /ci} 0 L e pulsazione ai 0 : si vede 
la ragione del nome pulsazione propria. Il periodo, 2k/oì q , è sempre minore 
dello pseudoperiodo 2zz/Q = 2n/(a)o - S 2 ) 1 ^ 2 che si avrebbe nel moto oscilla¬ 
torio smorzato a parità di L e C, ma con R ¥= 0. 

La tensione ai capi dei due elementi è la stessa, 

V c = V L = L 4L = Vocosalo? = 10 3 cosl0 3 r 
dt 


e risulta in quadratura di fase con la corrente. A t = 0 V = V 0 , I = 0: il con¬ 
densatore inizia a scaricarsi e la corrente aumenta; dopo un quarto di periodo 
V=0, I = / 0 ; poi, a causa dell’inerzia che si ha in un circuito induttivo, la 
corrente continua a circolare nello stesso verso caricando con segno opposto il 
condensatore fino a che, per t = T/2, V = - Vq e I = 0; di qui fino a t = T si 
npete, in senso inverso, lo stesso andamento. 

Nell’istante generico t l’energia immagazzinata nel circuito è la somma di 
quella elettrostatica del condensatore e di quella magnetica dell’induttore: 

W(r)=-i- C Vicos 2 o)t + — l( ^ ì sen 2 ai? = -^- C V 0 2 • 
l 2 \ coqL j 2 

L’energia totale è costante ed è eguale a quella posseduta inizialmente dal 
condensatore. Essa passa alternativamente, e completamente, dal condensatore 
all’induttore e viceversa; la frequenza è doppia di quella della corrente. Non 
essendoci alcun elemento dissipativo il fenomeno dura indefinitamente (si ri¬ 
cordi l’analogo fenomeno nel pendolo, con lo scambio tra energia cinetica e 
energia potenziale). 

Nel caso reale occorre tener conto almeno della resistenza dei collegamen¬ 
ti che, per quanto piccola, alla lunga assorbe tutta l’energia. Ci sarebbe poi da 
dire che, in generale, ogni qual volta si hanno dei fenomeni elettrici non 
stazionari c’è una perdita di energia per irraggiamento. Le nostre equazioni 
non sono però ancora così complete da contenere pure questo fenomeno, per 
cui ci limitiamo a citarlo. Se le variazioni non sono troppo rapide le perdite 
per irraggiamento si possono tuttavia considerare trascurabili. 


8 . 6 .\ Ad un circuito RLC in serie viene connesso, all’istante t = 0, un generatore 
di f.em. alternata V = V 0 cosai!. Calcolare la corrente nel circuito se 
R = 800 a, L = 20 H, C = 5 pF, V 0 = 300 V, a> = 314 s " 1 (v=50 Hz),- il 
condensatore è inizialmente scarico. 


Siamo nella situazione descritta nel paragrafo 8 b. Il regime permanente è 
rappresentato dalla corrente ( 8 . 8 ) 

I(t) = / 0 cos(air- rp) ; 

secondo (8.5-8.6-8.9-8.10) abbiamo 


1-2 = 


Vo 2 


R 2 +lcoL 


mC 


coL 




aiC 


R 


Il regime transitorio è quello del problema 8.1 (il circuito è lo stesso) per 
cui la soluzione generale è 

l(t) = De~ ó, cos(Qt + <p) + 7 0 cos(ai? - ìp) . 
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Ricorriamo alle condizioni iniziali per determinare D e <p: 

1(0) = 0 = Dcos0 + I 0 cosxp , 

= = — D (ócos <p + i2sen <p) + a>/ 0 sen xp 

i = o L 

risolvendo il sistema: 




Vo 

L / O cos xp 


— cotg xp - 6 


D = —I Q 


cos xp 
cos <p 


Dal problema 8.1 sappiamo che 6 = 20 s _1 , a) o = 10O s Q = 98 s" 1 . 
Con i nostri dati / 0 = 5.26-10“ 2 A, xp= 81.93° = 1.43 rad e quindi 
<f>=- 64.25° = -1.12 rad, D = -1.70 • IO -2 A. Pertanto 


I(t) = -1.70 • 10~ 2 e" 20 'cos(98f- 1.12) + 5.26 • 10~ 2 cos(314f - 1.43) A . 

Nella figura sono rappresentati i due termini e la loro somma I(t). Si vede che 
dopo un tempo pari a ~ 4r, con t= 1/6 = 5 • IO -2 s, la parte transitoria 
diviene trascurabile e resta nel circuito il regime permanente, rappresentato dal 
secondo termine. È questo l’andamento generale che si ha in ogni caso, cioè 
pure se 6 = o > 0 o 6 > a> 0 - 


m 3 A 

) _^ 




f 

kJ 

5 

^ io 

15 

ids 




8.7. Dati tre elementi di circuito, un resistore con R = IO 3 Q, un induttore con 
L = 1 H e un condensatore con C = 1 pF, combinarli a due a due nelle 
varie maniere possibili. Supponendo di disporre di un generatore di f.em. 
alternata V= V 0 coswt con V 0 = 100 V e v= w/2jt= 50 Hz calcolare in 
ciascun caso la corrente e la tensione per ogni elemento. 

Ci rifacciamo ai risultati del paragrafo 8 d ; i casi possibili sono sei. 

L R 

e -'Tnnrctp—vwv-o 

L’impedenza di questa serie, secondo (8.12) e (8.15). è 

Z = R + iwL = 1000 +1314 = 1048 e '° 304 

La corrente ha modulo / 0 = V 0 /Z 0 = 95 • IO -3 A e fase -0.304 rad = -17.43° 
(in ritardo); la sua espressione completa è 

/ = J1 = / oC '(«h-0) = 95 . iO~ 3 e ‘< 3114 ' -0 304 ) 

La tensione ai capi del resistore è Vr — RI , m fase con la corrente e di 
modulo RI 0 = 95 V; ai capi dell’induttore V L = icoLI, m anticipo di 90° sulla 
corrente, ovvero di 90° - 17.43° = 72.57° sulla tensione applicata, mentre il 
modulo è wLIq = 29.8 V. Si noti che la somma Rio + coLIq non dà Vq essen¬ 
do V R e V L sfasate; poiché però lo sfasamento tra di esse è di 90°, è 
(Rio) 2 + (coLIo) 2 = V§; invece la somma complessa V R + V L dà, com’è natura¬ 
le, V. Le espressioni effettive delle grandezze calcolate, che mostriamo esplici¬ 
tamente solo per questo primo esempio, sono: 

V — 100cos314f V , /= 95 • 10 _3 cos(314r- 0.304) A , 

Vr ~ 95cos(314r — 0.304) V , V L = 29.8cos(314r + 1.266) V . 

La trattazione degli altri casi sarà più schematica; non metteremo per le gran¬ 
dezze complesse le unità di misura, che sono comunque ovvie per i moduli, e 
useremo per le fasi indifferentemente gradi o radianti, anche mescolati nella 
stessa espressione; è chiaro che per un calcolo specifico ad un dato istante t 
occorre ridurre cot e <p alla stessa unità di misura 
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Si poteva anche scrivere — = — + — cioè Z = ^ _ R ' lwL _ 

2 Zi Z 2 Z t + Z 2 R + iwL 

calcolare I come V/Z. 

R 

I—ww—| 

°—| C h-» 

-1|-1 

y = _L + Zft)C = IO -3 + i0.314- IO -3 = 1.05 • l(T 3 e ,n43 * 

I = YV = 0.105e‘ (314 ' +1743 ° ) = /* + / c 

Ir=~ = O.le' 314 ' 

K 

I c = icoCV = 31.4 • i0”V< 314r+ V2) 

L 

I—^—I 

•H c k-o 

!-1{_I 

y=(ft>C + —L- =-,2.87 • IO" 3 = 2.87 • 10- 3 e-'-/ 

/ = YV = 0.29e' (314 '- ^ 2 ) = 4 + / c 

II — ——r— = 0.32e' (314 '~ r ^ 2 ' ) . 

iwL 

I c = iwCV = 31.4 • 10- 3 e‘< 314,+ ^ 2 ) 

L impedenza è in generale funzione della frequenza; in questo problema, 
salvo il caso del resistere dove R non dipende da w (almeno in prima approssi¬ 
mazione, per frequenze non troppo elevate), il modulo dell’impedenza è fun¬ 
zione crescente di co in un induttore e decrescente in un condensatore. Questo 
comportamento è conservato sia nella serie RL (R ss 2 0 < + oo) e RC 
(+ °° > Z 0 3* R) che nei paralleli (RL-*0=SZ 0 =S R, RC—>R 5 *Z 0 & 0). Con la 
frequenza varia anche lo sfasamento, rispettivamente per le serie e i paralleli 
da 0 a n/2, da -n/2 a 0, da n/2 a 0, da 0 a -n/2. 

Particolare è il comportamento delle combinazioni LC. Nella serie, se la 
pulsazione vale co= w o = ( LC) 1 ^ 2 . l’impedenza si annulla; per co< <o 0 predo¬ 
mina il comportamento capacitivo, per ' co> co 0 quello induttivo. Invece nel 
parallelo se a> = a> 0 è nulla l’ammettenza e quindi infinita l’impedenza: nel 
circuito non passa corrente; per co<w 0 il comportamento è induttivo, per 
co>co 0 capacitivo. Rivedremo meglio questi argomenti in problemi successivi 
quando studieremo circuiti in risonanza e antirisonanza. 
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8 8 Ai terminali di sinistra delle combinazioni RL e RC mostrate in figura viene 
applicata una tensione alternata con valore massimo V 0 e pulsazione w 
variabile. Dare l’espressione del rapporto A tra la tensione che compare 
ai terminali di destra e la tensione V, e tracciare le curve A^m) avendo 
come parametri i valori di R, L, C. 



In entrambi i casi abbiamo due elementi in serie, di impedenze Z\ R e 
Z 2 ; conosciamo la tensione applicata V, e vogliamo calcolare quella ai capi di 
zi V u , e il loro rapporto. Scriviamo: 

/ = • V - V U = IZ 2 = V, —, 

Zi + z 2 Zi + z 2 

A= —=- Ìl— = A 0 e l,p 

V, Zi + Z 2 

Il modulo di A dà il rapporto tra i valori massimi della tensione in uscita e m 
ingresso mentre la fase ne dà lo sfasamento. 

Per il sistema RL Z 2 = icoL e abbiamo: 

a = _ J^k— = a),L - =— (coL + iR) 

R + icoL R 2 +w 2 L 2 


{R 2 + m 2 L 2 ) 1 


_ (OX _ 

(1 + a 2 x 2 ) 1 ^ 2 


o)L cor 


Il rapporto parte da 0 per co = 0 e tende a 1 per co tendente all infinito, in 
corrispondenza la fase varia da n/2 a 0. Il limite asintotico A 0 = 1, M e 
raggiunto in pratica quando coV» 1 ovvero m 2 »R 2 /L 2 . Per valori di co tali 
che coL sia trascurabile rispetto a R quasi tutta la tensione cade ai capi del 
resistore e in uscita non c’è quasi nulla; al crescere di coL rispetto a «la 
situazione si modifica sempre più a favore dell’induttore finche al limite R e 
trascurabile rispetto a coL e V u coincide con V,. Il dispositivo si chiama filtro 
possa-alto nel senso che la risposta è piccola alle basse frequenze e diviene 
buona alle alte frequenze; è chiaro però che si passa con continuità da un 
regime all’altro. 


so e 
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Per il sistema RC Z 2 = 1/icoC e quindi: 
1 





tg<p=-<oRC =-mx , x = RC 

Adesso si ha il comportamento opposto: per co che varia da 0 all’infinito, A 0 
passa da 1 a 0, cp da 0 a -n/2. Il confronto deve essere fatto tra 1/coC e R, 
ovvero tra co e 1 /RC: alle basse frequenze 1/coC »R e V„ = V ,; al crescere di 
la risposta diventa sempre più piccola finché 1/coC è trascurabile rispetto a 
. Si parla ora di filtro passa-basso. 



Nella figura le curve continue danno Aq per il circuito RL, quelle tratteg¬ 
giate corrispondono al circuito RC; il parametro è x= L/R o r = RC. La scala 
è logaritmica su tutti e due gli assi, cioè sono in effetti riportati logA 0 e log co. 


8.9. La rete in figura si estende indefinitamente verso destra; calcolare l’impe¬ 
denza vista dai terminali di sinistra. Determinare inoltre come varia la ten¬ 
sione dei punti A, lungo la rete. Per il calcolo numerico L = 10" 2 H, C = 1 
pF; si supponga inoltre che la pulsazione della tensione applicata ai termi¬ 
nali di sinistra valga o)\ = IO 4 s" 1 oppure to 2 = 4 • IO 4 s" 1 . 
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Il calcolo dell’impedenza si basa sul fatto 
che, se a sinistra si aggiunge o toglie un blocco 
LC, la rete resta identica, appunto perché inde¬ 
finita. Perciò, se diciamo Z 0 l’impedenza com¬ 



plessa della rete e supponiamo di aggiungere a smistra 
un blocco LC, l’impedenza totale, che è ancora Z 0 , si 
calcola basandosi sul circuito qui accanto, facendo cioè 
la serie tra L/2 e Z 0 , il parallelo di questa con C e 



infine la serie dell’impedenza con L/2: 



Risolvendo in Zq si trova 



L_ 

C 


oì 2 L 2 

4 


(a) 


e si hanno quindi due casi possibili: 


1 ) co 2 < - 


V“ 2 > Tc = K 


,y /2 

■r I reale 


4 y' 2 


immaginaria pura 


Da un caso all’altro si passa attraversando il valore co 2 = a>o = 4/LC per il 
quale Z 0 è nulla. 

Con i dati numerici del testo eoo = 2 • IO 4 s _I (v= 3183 Hz): 

1) a>i = IO 4 s~ 1 < a>o > Zo = 86.6 Q 

2) o) 2 = 4 • IO 4 s _I >m 0 , Z 0 = 1 173.2 

La tensione Vj del punto A\ e quella V 2 di A 2 sono legati dalla rela¬ 
zione Vi - V 2 = icoLI, se I è la corrente che circola da Aj ad A 2 , inoltre, 

L Fi 

da Ai si vede a destra la sene ico — + Z 0 e quindi / =-— ; metten- 

^ ry | • 

do insieme le due relazioni otteniamo 1(0 ~2 


. 7 . L 

Zq — IO) — 

Z 0 + 10) —■ 


(b) 


Quanto detto per i punti Ai, A 2 si può ripetere per qualunque altra coppia: 
tra il punto n-esimo e il punto (n-l)-esimo il rapporto dei potenziali è sempre 
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dato da a, che viene chiamato fattore di propagazione della rete Le due 
possibilità viste per Z 0 si riflettono su a. 

1) Se Zo è reale, nella (b) numeratore e denominatore hanno lo stes¬ 

so modulo per cui il modulo di a è 1. La fase di a è la differenza delle fasi 
Jf’ 0 = 0t — 02 = 2arctg (— coL/2Z 0 ). In modulo dunque 

V{Ai) - V(A 2 ) - ... - V(A„) = ..., mentre le fasi di due punti consecutivi dif¬ 
feriscono della quantità costante </>. Si conclude che la rete introduce solo 
sfasamento, ma che la tensione applicata non si attenua lungo di essa. 

2) Se Z 0 = iX, o a è reale e minore di 1: 

v L 

X 0 - co — 

a ~ -— =* in modulo V(Ai) > V(A 2 ) > V(A 3 ) > ... 

Xo + a) — 

Tutti i punti hanno la stessa fase se a> 0; se invece a<0 tra due punti 
consecutivi c’è uno sfasamento di n (si ricordi che -1 = e ,jr ). Questa volta 
lungo la rete si ha attenuazione; dopo un certo numero di blocchi praticamente 
non c’è più tensione ai capi dei condensatori. 

Nel caso numerico proposto: 

1) a)i <o) 0 a=e ,60 ° 2) o) 2 >o) 0 a= -0 072 . 

Con la terminologia del problema 8.8 la rete considerata agisce come un 
filtro passa-basso: finché axa) 0 troviamo V diverso da zero in tutta la rete, 
per o) > o)q la rete è praticamente scarica. Il fatto che essa sia infinita è solò 
una difficoltà apparente: visto che Z 0 ha un valore ben definito è possibile 
interrompere la rete in un punto qualsiasi e chiuderla su un elemento di 
impedenza Z 0 ; il comportamento elettrico resta lo stesso. Z 0 è detta impedenza 
caratteristica, a> 0 pulsazione di taglio-, la rete stessa prende il nome di linea a 
costanti concentrate. 

L’aspetto energetico del problema è molto interessante. Intanto c’è l’appa¬ 
rente paradosso di un circuito costituito solo da elementi reattivi (L e C) che 
si comporta per axa) 0 come un resistere, assorbendo perciò potenza con 
continuità dal generatore. Poiché questa energia non può che servire a caricare 
induttori e condensatori (lungo la linea non c’è attenuazione), siamo natural¬ 
mente portati all’idea di una propagazione dell’energia lungo la linea che via 
via si canea. Invece per a)>o) 0 , con Z 0 immaginaria pura, non c’è assorbi¬ 
mento di potenza: e infatti ora si ha attenuazione, la rete resta in pratica tutta 
scarica, l’energia non si propaga. 


8.10. Estendere i risultati della precedente linea a costanti concentrate alla linea 
a costanti distribuite rappresentata da un cavo coassiale formato da due 
conduttori cilindrici concentrici, sottilissimi, di raggi Ri = 2.0 mm e 

R 2 — 4.6 mm, con intercapedine Varia. Calcolare l’impedenza caratteristica 
Z 0 e la frequenza di taglio v 0 . 
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Dalla relazione (2.4) del paragrafo 2b. e dal problema 5.14 ricordiamo le 
espressioni del coefficiente di autoinduzione e della capacità per unità di lun¬ 
ghezza di un cavo coassiale: 


Jf£_ log 

2n B ^ 


Co-- 


2jze 0 


log 


Ri 


La capacità è tra il conduttore centrale e quello esterno, cioè è distribuita in 
parallelo, mentre il coefficiente di autoinduzione è distribuito in serie. È possi¬ 
bile perciò assimilare il cavo alla rete del problema 8.9 considerando i blocchi 
LC di lunghezza infinitesima. Ad un tratto Ax competono le costanti distribui¬ 
te L 0 Ax e C 0 Ax; con questi valori si scrive la (a) del problema 8.9 e si passa 


È 


al limite per Ax-*0: 


Z 0 = lim 
ax—o 


L 0 Ax co 2 LqA 2 x \ 1/2 
C 0 Ax 4 J 


Lo 

C 0 


1/2 


_ / M o 


£o 



log 


Ri 

Ri 


■■ 60 log 


-^- = 50 

Ri 


Q 


Poiché aio = 4/LC, secondo i risultati del problema 8.9, troviamo che nel cavo 
coassiale la frequenza di taglio è infinita essendo LeC infinitesimi. In conclu¬ 
sione il cavo coassiale presenta impedenza reale a tutte le frequenze e non 
agisce da filtro, ma semplicemente da propagatore. Di nuovo occorre dire che 
le proprietà viste non sono necessariamente collegate a lunghezza infinita, ma 
sono possedute da un tratto di cavo di lunghezza qualunque, purché terminato 
su una resistenza di valore Z 0 . 

È interessante cercare di dedurre con che velocità si propaga l’energia nel 
cavo coassiale. Questo è individuato esclusivamente dalle costanti L 0 e C 0 e la 
velocità di propagazione non può che dipendere da esse. Procedendo per ten¬ 
tativi si trova che ( L 0 C 0 )~ 1/2 ha le dimensioni di una velocità, il cui valore 
numerico è (£oMo) -1/2 = c > velocità della luce nel vuoto. Giustificheremo que¬ 
sto risultato nel problema 10.7. 


8.11. Una stufa elettrica (potenza 1 KW, corrente efficace massima tollerabile 8 
A, sfasamento nullo) deve essere connessa alla rete (V eff =220 V, v = 50 
Hz). Allo scopo si mette in serie un induttore e, per riportare a zero lo 
sfasamento, si pone in parallelo al tutto un condensatore. Calcolare i valori 
necessari di LeC. 

La stufa è equivalente a un resistore su cui viene dissipato 1 KW con 
/ eJf = 8 A; da (8.17) ricaviamo V et{ = P/l cff = 125 V e R = P/l\ a = 15.6 Q. 
Per collegare la stufa alla rete bisogna metterle in sene un elemento" di modo 


che la tensione fornita dalla rete si ripartisca su di esso e sulla stufa. Se 
scegliamo la soluzione dell’induttore deve essere (problema 8.7, primo caso)- 

Ul = 220 2 — 125 2 = 181 2 , V L =ca L/ eff => L = 72-10" 3 H 


In questo modo però lo sfasamento tra V e I non è più zero, ovvero l’impe¬ 
denza è ora Z = R + i wL, con parte immaginaria non nulla. Il valore della 
capacità del condensatore da mettere in parallelo alla serie RL deve essere tale 
da annullare la parte immaginaria dell’impedenza risultante; questa vale 


(R + icoL) 


iwC 


=> Im {Z} = - 


R + i wL + ■ 


R 2 L 
coC C 


imC 


coL ■ 


wC 


Si ottiene pertanto il risultato voluto se 


C = 


L 

R 2 + w 2 L 2 


= 95.4 |iF 


Un resistore di 12 Q in serie alla stufa ridurrebbe lo stesso la tensione a 
125 V, però dissiperebbe 768 W; invece il collegamento L, C non comporta 
alcuna dissipazione al di fuori della stufa nel caso ipotetico di elementi ideali o 
assorbe poca potenza nel caso pratico. 

Si verifichi che scambiando di posto tra loro condensatore e induttore i 
valori adatti sarebbero C= 140.8 p,F, L = 0.106 H. 


8.12. Un circuito RLC in serie (R = 100 £2 , L- IO -2 H, C = 1 pF) è connesso 
i ad un generatore che fornisce una tensione alternata di valor massimo 
V 0 = 100 V e pulsazione <o variabile. Calcolare, in funzione di co, le 
espressioni dell’impedenza, della corrente e dello sfasamento e studiare 
come variano le conclusioni se R = 10 £2 o R = IO 3 £2. 


L’impedenza del circuito RLC in serie è 
1 


Z = R + il coL 


coC 


R 2 + ( coL 


coC 


Z 0 e '* 
1/2 


.6 


Quando ai = ai 0 = (LC) -1/2 Z è un numero reale e coincide con R, si dice che 
il circuito è in risonanza. Se ai<ai 0 , 1/aiOaiL e il comportamento del 
circuito è capacitivo (tipo serie RC ); se invece ai>ai 0 il comportamento è 
induttivo (tipo serie RL). In ogni caso Z 0 è sempre maggiore di R per ai ^ai 0 . 
La fase di Z passa dal valore —n/2 (ai = 0) al valore zero in risonanza 
fai = ai 0 ) e poi al valore n/2 (ai = + oo). 
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L’espressione della corrente è 



Il modulo assume il suo valore massimo = V 0 /R alla risonanza, dove cor¬ 
rente e tensione sono in fase; al di sotto di co 0 la corrente è m anticipo, al di 
sopra è m ritardo (comportamento appunto capacitivo e induttivo). Si noti che 
per co = co 0 V c e V L non sono nulle, bensì eguali ed opposte per cui si 
elidono. 




Nelle figure sono riportati i grafici di Z 0 , / 0 e cp in funzione di co. Si vede 
chiaramente come il fenomeno diventi più marcato e definito al diminuire del 
valore della resistenza. Nelle note alla fine del capitolo verrà spiegato il signifi¬ 
cato dei tratti verticali nel grafico di I 0 , legati alla nozione di banda di riso¬ 
nanza. 
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8.13. Tre elementi R, L, C (R = IO 3 Sì, L = 1.35 H, C = 4.5 pF) sono connessi 
nelle maniere mostrate in figura. Calcolare le frequenze di risonanza, l’im¬ 
pedenza e il valor massimo della corrente alla risonanza; il valore massimo 
della tensione applicata è Fj = 300 V. 


In tutti e tre i casi calcoliamo l’impedenza e ne annulliamo la parte imma¬ 
ginaria per avere <w 0 ; dal valore Z(<w 0 ) risaliamo poi a / 0 (<w 0 )- 

^ R/icoC R / R 2 C \ 

A) Z IÙ)L + „2n2rf + ICOI L —— | 


1 + w 2 R 2 C 2 


1 + co 2 R 2 C 2 


La parte immaginaria si annulla per co = 0 (corrente continua) e per 
2 2 R 2 C-L 1 1 

w 0)0 lr 2 c 2 lc r 2 c 2 ’ 


da cui segue che deve essere soddisfatta la condizione 


R 2 C>L ovvero RC>- 


Se ciò avviene, i valori dell’impedenza e di I Q in risonanza sono 
2(<w°)=— , / 0 (®o) = -y— • 

Si noti che proprio per la condizione (a) l’impedenza in risonanza L/RC è 
minore dell’impedenza in continua R. 


coR 2 L 


t>\ 7 - 1 R ■ imL _ w 2 RL 2 . ( coR 2 L 1_ 

icoC R + icoL R 2 + co 2 L 2 1 \R 2 + w 2 L 2 coC 


=> CO 2 = COq = 


R 1 , 1 


=> z(w 0 )=Yc ’ /o ^ 


L{R 2 C-L) LC C(R 2 C-L) 
re s _V 0 RC 

c ’ /o( ® o) — r~ ■ 


Anche questa volta deve essere soddisfatta la (a) per avere risonanza. 

C) Z = R + . l0)L / lwC =R+ -- 

. , 1 1 — co 2 LC 

iwL -I- 

icoC 

L’impedenza è reale solo in regime continuo (<y=0); m regime alternato c'è 
sempre una parte reattiva che, per <w 2 = 1 [LC, diviene infinita. Il fenomeno-si 
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chiama antirisonanza ed è tipico delle combinazioni LC in parallelo. In pratica, 
quando la pulsazione del generatore è eguale a quella propria del circuito 
oscillante LC, ai capi di questo ritroviamo proprio V 0 ed è come avere due 
generatori di eguale ampiezza e fase chiusi uno sull’altro: la corrente è nulla 
perché essi si bilanciano. 

Riportiamo in tabella i valori numerici relativi ai tre casi: 



ft>o(s -1 ) 

v 0 (Hz) 

Z(o> = 0) 

Z(co 0 ) 

Z(») 

4(<Uq) 

A 

339 

54 

R 

300 Q 

00 

1 A 

B 

485 

77 

00 

300 Q 

R 

1 A 

C 

406 

65 

R 

00 

R 

0 


Si osservi che già in circuiti semplici come quelli in figura la parte reale 
dell’impedenza non coincide sempre con R, come nel circuito RLC in serie; in 
generale Z R è funzione sia di co che dei valori delle costanti del circuito. 


8.14 Calcolare la pulsazione di risonanza del circuito in figura se R L = R C — 100 
SI, L — 10“ 3 H, C = 100 nF. Dare l’espressione della potenza dissipata nel 
circuito e calcolarla con i valori suddetti. Si assuma come generatore una 
presa della rete fV efr = 220 V, v = 50 Hz). 

Ricorriamo questa volta aH’ammettenza di cui poi annulliamo la parte 
immaginaria: 



=> co 2 = coi = 


_1 RlC-L 
LC RiC-L 


Le costanti del circuito devono soddisfare contemporaneamente alle condizioni 

Rl>^ • *<?>■§ oPP^e Rl<~ , R c<^ 

affinché coi sia positiva Se in particolare R L = R C , coi = l/LC ; se poi è 
anche Ri — Re ~ L/C. coq risulta indeterminata. Sostituendo questi particolari 
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valori nell’espressione deH’ammettenza si trova Y = (C/L) I/2 : essa è reale e 
indipendente da co. Si può dire che il circuito in esame, quando R L = 
= Re = (L/C) 1/2 , risuona a tutte le frequenze. 

Con i dati numerici del testo siamo proprio in questa situazione: 

Ri = Rè = IO 4 = => z = -^= 100 Q , 

U I 

4«=yV eff = -^- = 2.2 A , 

P = /eff Veff = 484 W (cos <p = 1) 

Se fosse R L = R c = R solamente, l’ammettenza varrebbe 2R/(R 2 + L/C) e il 
circuito risuonerebbe a co= co 0 = IO 5 s -1 , cioè a 15.9 • IO 3 Hz. 


8.15. Calcolare in funzione della frequenza l’impedenza del circuito in figura; i 
valori dei componenti sono R = 100 iì, L = 1 H, C = 10 nF. 


I rami in parallelo hanno ammettenza 


Y = icoC + ■ 


icoL + ■ 


2 — orLC 
1 -co 2 LC 


R \ r 

c4= L i 


L’impedenza totale vale 


Z = R+^ = R- 


i 1 — co 2 LC 
coC 2 -co z LC 


Suddividiamo lo studio in tre intervalli di frequenza. 

1) co 2 ^—}—= IO 8 s -2 , v=S 1592 Hz 

LC 

La reattanza è negativa, il comportamento capacitivo; il modulo dell’impeden¬ 
za scende da infinito (co = 0) a R, valore assunto per co = co 0 = ( LC)~ 1/2 , dove 
si ha risonanza. 

2) -L-sza) 2 *s-?- , 1592 Hz =£ v^2251 Hz 


Superata la risonanza la reattanza diviene positiva e si ha comportamento 
induttivo fino a che, per co 2 = 2 ■ IO 8 s -2 , l’impedenza diventa infinita; siamo 
passati all’antirisonanza. 


C 0 2 >-^— , v> 2251 Hz 
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Il comportamento torna ad essere capacitivo e il modulo dell impedenza tende 
a R per co tendente all’infinito. 

Si noti che (2/LC) 1/2 è la pulsazione di risonanza del blocco LC: m tale 
circuito oscillante i condensatori sono in serie e la loro capacità totale è C/2, 
si possono ripetere le considerazioni fatte nel problema 8.13 a proposito del 
terzo caso. 


8 . 16 . Una bobina piana, con N = 30 spire di sezione E — 1 cm 2 , è sospesa 
verticalmente in un campo magnetico uniforme e costante, di modulo 
B = io -2 T. La costante di torsione del filo di sospensione è K = 
= 2.5 • IO -10 N • m/rad, il momento d’inerzia della bobina rispetto all’as¬ 
se di rotazione è 1 M = 10" 11 Kgm 2 ; le forze di attrito che si oppongono al 
moto della bobina agiscono con un momento proporzionale alia velocità 
angolare con costante di proporzionalità h — 0.6 * 10 10 Nms/rad. Studia¬ 
re le piccole oscillazioni libere della bobina cercando le condizioni di smor¬ 
zamento critico e determinare la posizione di equilibrio se nella bobina 
circola una corrente continua I 0 = IO -6 A. Studiare infine il moto della 
bobina in condizioni di risonanza se la corrente circolante è I = I 0 sen tot e 
se permangono le condizioni di smorzamento critico. Si supponga che in 
assenza di correnti il piano della bobina sia parallelo a B. 


Elenchiamo i vari momenti che agiscono sulla bobina, tutti paralleli all’as¬ 
se di rotazione. 

1) Momento di torsione -K6 se 0 è l’angolo di deviazio¬ 
ne dalla posizione di equilibrio. 

2) Momento d’attrito —h dd/dt. 

3) Momento delle forze magnetiche: durante la rotazione 
varia il flusso di B attraverso la sezione della bobina e ha origine una corrente 
indotta 



l_ djP_ 
R dt 


— (NIBsenff) 
R dt K 


NIB dd 
R dt 


nell’ipotesi di piccole oscillazioni (sen 0 = 0). La bobina si comporta come un 
dipolo con momento magnetico p = NEI, e su di essa agisce il momento 


M, = ju5cos0= — 


{NEBf 

R 


de 

dt 


avendo posto cos0= 1. 

Il teorema del momento angolare si scrive pertanto 


d 2 e 


dt 


de (NEBf de 
dt R dt 


(a) 


da cui riordinando otteniamo 
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d z e de 2 a n 

—— s — I- 26 —-— I- C0(j 0= 0 

dt 2 dt 


N 2 E 2 B' 


’ 22.5 Q 


cioè l’equazione dell’oscillatore armonico smorzato. Se si vuole smorzamento 
critico deve essere <5 = o>o ovvero, risolvendo per la resistenza della bobina, 

_ 7? c _ ————j——— - 22.5 £2 , 

con questo valore <5=co 0 = 5 s -1 . Si può facilmente ottenere un determinato 
valore di R chiudendo il circuito della bobina su opportuni resistori esterni. 

Quando passa nella bobina la corrente I 0 bisogna aggiungere nella (a) il 
termine NEI 0 Bcose - NEI 0 B, che funge da termine noto. La soluzione asin¬ 
totica, valida quando si esaurisce l’oscillazione propria del sistema, è 


K6 = NEI q B => 0 = 


NEIpB 

K 


■■ 0.12 rad = 6.9° 


Le condizioni descritte, corrente continua e smorzamento critico, sono realizza¬ 
te in generale nei galvanometri. 

Se la corrente è alternata il corrispondente momento delle forze magneti¬ 
che si scrive NEIBcose — NEIB = NEBIosencot & la (b) diviene 


—tj- + 26 ~+wèe = 

dt 2 dt 


NEBIo 


Sappiamo (paragrafo 8b. e problema 8.6) che questa equazione ammette la 
soluzione permanente 


0= 0 o cos(cor- 4>) 


(co 2 - eoo) 2 + 4<5 2 co 2 


Per co = co 0 0 O = NEBI 0 /26o)I M = 0.06 rad = 3.4°, <p= 0 e quindi 
0 = 0.06 cos5r . 

Il risultato è piuttostro strano: in risonanza troviamo un’ampiezza minore di 
quella in continua (che è 0.12 rad); c’è da chiedersi se effettivamente ci trovia¬ 
mo di fronte a una risonanza. 

Analizziamo il denominatore della (c): esso può scriversi 

£)(co) = co 4 + eoo + 2co 2 (2<5 2 — eoo) 

e presenta un minimo per co= (coi ~ 2<5 2 ) 1/2 che è reale solo se coq > 2<5 2 ; 
altrimenti L>(co) è minimo per co = 0 e poi cresce monotonamente con co. 
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Pertanto l’ampiezza delle oscillazioni della bobina può avere un massimo solo 
se co o>2<5 2 , altrimenti decresce monotonamente; ne segue che in condizioni 
di smorzamento critico non può esserci risonanza. Se invece le costanti del 
sistema sono tali che coi>2S 2 (con <5^=0) la pulsazione di risonanza non è ad 
ogni modo co 0 , ma come visto sopra co R = (aio - 2ó 2 ) 1 ^ 2 . 

La situazione è diversa per la (8.9) dove c’è dipendenza da co anche al 
numeratore: in effetti ora D(co) = cop/co 2 + co 2 + 2(2<5 2 - coi) e si ha sempre 
un minimo per co= co 0 senza nessun’altra condizione. 


8.17. Per i circuiti in figura calcolare, in modulo e fase, la tensione tra i punti 
A e B. Determinare, per una certa pulsazione co, in che relazione devono 
stare R 0 , L, C affinché, in entrambi i casi, V A — V B sia sfasata di a/ 2 
rispetto alla V fornita dal generatore. 


Diciamo /i la corrente nel ramo contenente 
A e I 2 quella nel ramo contenente B. Con rife¬ 
rimento all’estremo inferiore del generatore 
V A — V B = IiR - I 2 R 0 \ inoltre 


Vi 



h = 


V 
2 R 


, h = 


V 


v A -v B = v 


Va - V B =V 4- 


Ro 

+ icoL 

< nei 

due casi: 


Ro \ 

Ro 

+ icoL } 


Ro s 


oppure I 2 = - 


V 


Rn + • 


icoC 


2 R 0 + 1 


V R 0 — icoL 


V l-icoRpC 
2 1 + icoRpC 


icoC 



In entrambe le espressioni numeratore e denominatore sono complessi coniuga¬ 
ti e hanno quindi stesso modulo e fase opposta. Tra A e B si preleva così una 
tensione che è la metà di quella fornita dal generatore indipendentemente dai 
parametri del circuito, purché le resistenze nel ramo A siano eguali tra loro 
Dette poi cpi e cp 2 la fase del numeratore e del denominatore, con <p 2 = —<p\, 
lo sfasamento risulta <p — cj>i~ cj> 2 — 2ct>i; dovendo essere q> = ± tc/2, 
4>i = ±jz/4 e questa condizione è soddisfatta solo se R 0 = coL oppure 
R 0 = 1/ coC. 

È chiaro che si potevano sviluppare completamente le espressioni di 
V A - V B fino alla forma a + ib e dedurre da questa i risultati; abbiamo però 
voluto mostrare come un esame attento delle formule possa evitare a volte dei 
calcoli. 


8.18. Fissata una certa pulsazione co è possibile, nel circuito in figura, variando 
Ri portare a zero la corrente nello strumento di misura. Se in tali condizio¬ 
ni R x = 1.1 IO 3 Sì, R 2 = IO 3 £2, R 3 = 3 • IO 3 Sì,R 4 = 2- IO 3 £2, C, = 0.5 
ftF, calcolare i valori di co e di C 2 . 


T-- t ---jr «u^/vuvuuw vtiw lil JL Y3 

e R 4 circoli la stessa corrente e analogamente per l’altro ramo: in tal modo nel 
ponte che contiene lo strumento non passa corrente. Gli estremi sono allora 
equipotenziali e si può scrivere: 

R 2 /icoC 2 


I1R3 — I 2 [ R x + 


icoCi 


1\R 4 = h 


R 2 + 


icoC-, 



Dividendo membro a membro si può scrivere sinteticamente Z X Z 4 = Z 2 Z 3 : 
trattazione e risultato sono formalmente identici a quelli visti in corrente conti¬ 
nua per il ponte di Wheatstone (problema 4.12). Esplicitando si arriva a 

icoCi —— = (1 + icoRj Cj) (1 + icoR 2 C 2 ) 
k 4 

L’eguaglianza tra due numeri complessi implica eguaglianza delle parti reali e 
delle parti immaginane separatamente, il che porta a 

0,2 =-1- c 2 = Q 

CiRiC 2 R 2 2 ‘V R 4 R 2 ) 


Dalla seconda ncaviamo C 2 = 0.2 pF e quindi co = 3 • IO 3 s~ 


8.19. Per la misura dei coefficienti di mutua induzione può servire il circuito in 
figura, detto ponte di Heaviside. Con una regolazione opportuna dei valori 
Ri e R 2 si supponga di annullare la corrente nel ponte; calcolare, in base 
a questo fatto e ai valori R 3 = 100 fì, l 3 = 0.5 H, R 4 = 125 £2, L 4 = 0.7 
H, quanto vale M. 

Quando nello strumento del ponte non circola corrente 
si ha per /, e I 2 la situazione schematizzata m figura. Oc¬ 
corre tener presente che nel ramo contenente L 3 c’è anche 
la tensione dovuta alla mutua induzione, pari a 
M difdt — i coMI — 1 coM (/, + / 2 ). Pertanto 


I\Ri = 1 2 R 2 , h{R 3 + icoL 3 ) + icoM(Ii + I 2 ) = I 2 (R 4 + icoLf) 
Riordinando nelle correnti e dividendo membro a membro 
R 3 + ico(L 3 4- M) _ R 4 -t- ico(L 4 — M ) 

Ri R 2 
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e l’eguaglianza sussiste se 

R 3 _ Ri L 3 + M _ Li — M L 3 + M _ R$ 
’ ~Ri r 7~ ^ U-M ~~Ri 

Si risolve in M e si ottiene 


M = L * R i~ L ?3jL = 33 
R3 + Ri 


Il segno di M dipende dal verso degli avvolgimenti. 


8.20. Un trasformatore ideale (flusso disperso nullo) è costituito da un nucleo 
magnetico su cui sono disposti, uno sull’altro, due avvolgimenti aventi lo 
stesso verso, uno con Ni = 20 spire, l’altro con N 2 = 500 spire; la sezione 
del nucleo è E = 4 cm 2 , gli avvolgimenti sono lunghi l = 10 cm, la per¬ 
meabilità magnetica relativa è x m = 60. Al primario del trasformatore viene 
collegato un generatore di f.em. alternata con V 0 = 3 V, to = 2.5 • IO 3 
s~ mentre il secondario viene chiuso su un resistore di resistenza 
R 2 = IO 5 il. Si calcolino le correnti nel primario e nel secondario e il loro 
rapporto, in modulo e fase, la tensione ai capi di R 2 , la potenza erogata 
dal generatore e quella dissipata su R 2 . 

Secondo quanto visto nei problemi 7.5, 6.25, 6.27 scriviamo: 

U = p 0 x m ^ 1=1.2- I0~ i ¥L , L 2 = li 0 Xm -j- 2 = 7.54 • IO -2 H , 


M=(LiL 2 ) 1/2 = 3 • IO " 3 H 



Poiché i due avvolgimenti sono equiversi si ha, ragionando sui flussi, che 
istante per istante gli estremi vicini dei due avvolgimenti hanno la stessa pola¬ 
rità; usualmente gli estremi con la stessa polarità istantanea vengono segnati 
con un punto. Se gli avvolgimenti non fossero equiversi dovremmo, secondo 
questa convenzione, lasciare fisso per esempio il punto di Li e portare quello 
di L 2 all’altro estremo. Supponiamo ora che ad un certo istante la corrente f 
abbia il verso segnato in figura: gli estremi segnati col punto sono positivi e 
quindi, in quell’istante, la corrente nel circuito secondario ha il verso segnato; 
questa corrente viene detta naturale, nel senso che è quella che circola sponta¬ 
neamente nel secondario, non essendoci altre sorgenti di f.em. Ragionando di 
nuovo sui flussi e sui versi degli avvolgimenti, si vede che una corrente I 2 con 
quel verso genera nel primario una f.em. di mutua induzione con lo stesso 
verso di V e quindi verso opposto a quella di autoinduzione. Tutto ciò si 
trasferisce nei segni delle equazioni delle maglie: 

V = iwLiIi - io)MI 2 , 0 = -iwMIi + (R 2 + icoL 2 )I 2 . 
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La regola mnemonica generalmente usata in questi casi è: se le correnti entra¬ 
no o escono entrambe dagli estremi col punto M ha lo stesso segno di L se 
invece una entra e l’altra esce Mei hanno segno opposto. 

Risolvendo nelle correnti si trova: 


/ = igj-g ~ ÌR 2 y 


_V_ 
Ni R 2 


essendosi usata la e le espressioni di L x e L 2 . Nel primario la 

corrente è m ritardo rispetto a V, nel secondario invece è m fase con V e non 
dipende da co, a differenza di I v 
Il rapporto tra le correnti vale 

h _ icoM _ (qM _ r 2 

h R 2 + iwL 2 (R$ + w 2 L 2 ) 1/2 S ’ tg ^ “ a)L 2 ' 

La tensione ai capi di R 2 è 

V 2 = R 2 I 2 = ^v . 

hi , 


Per il calcolo della potenza erogata dal generatore occorre conoscere lo 
sfasamento tra corrente e tensione nel primario, cioè la fase di 7, rispetto a V- 
dall espressione di 7, si vede che tg^ = -R 2 /ojL 2 . Pertanto 


2wL\R 2 (1 + tg 2 ^!) 1 ^ 


L 2 v 0 2 _ NjVj 
2 LiR 2 2 N?R 2 


La potenza dissipata su R 2 è 


i^Y-r 


Nel trasformatore ideale non c’è assorbimento di potenza: quella fornita dal 
generatore viene integralmente spesa nel secondario (se non ci sono resistenze 
nel circuito primario). 

Nel caso particolare in cui R 2 « a>L 2 abbiamo: 


V h. 


l 2 v 0 _n%v 0 

Li R 2 N 2 R 2 


tg^i = 0 , 


h _ M _/ L x \ 1/2 _ N x 

A l 2 \ Lj J n 2 ’ 

le correnti nel pomario e nel secondano sono in fase tra loro e col generatore 

f calcol ° nerico: o>L 2 = 188.5 Q«R 2 , per cui dobbiamo 
usare le formule non approssimate. Si trova: 


7 1 = 10e <*/2 ; j 2 = 15 . 1 q-4 
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A = 7.5 • 1CTV* /2 ,V 2 -R 2 I 2 = 75e'°° 

h 

P = 2.8 • 10~ 2 W. 

Il fattore e“°‘ è stato sottinteso, come si usare fare comunemente, lasciando 
solo l’indicazione degli sfasamenti. 

Se gli avvolgimenti non fossero stati equiversi, le differenze nel risultato 
avrebbero riguardato solo la fase di 1 2 (n invece di zero) e perciò di V 2 ; i 
moduli sarebbero rimasti gli stessi e così la potenza dissipata. 


8.21. Calcolare, per il circuito in figura, le potenze erogate dai generatori e 
quelle assorbite da Ri e R 2 . Si assuma Vj = 200 V, V 2 = 100 V (in fase 
tra loro), Ri — 4 £2, R 2 = 2 £2, toLi = 4 fi, wLj = 2 £2, a>M = 1 £2. 

Le equazioni del circuito, alla luce di quanto visto 
nel problema 8 . 20 , di cui seguiamo le convenzioni, 
sono: 

(R 1 + icoLJh + icoMI 2 = V! (4 + i4)/i + il 2 = 200 

=> 

iwMIi + ( R 2 4- ia>Lf)I 2 = V 2 ili + (2 + i2,)I 2 = 100 

Risolvendo direttamente le equazioni numeriche 
li = 20.24 -123.74 = 31.20e“' 49 55 ° 

/ 2 = 14.00-i24.12 = 27.89e- 159 87 ° . 

Le potenze erogate dai generatori sono. 

Pi =— 31.20 • 200 cos 49.55° = 2024 W 
2 

P 2 = — 27.89 • 100 cos 59.87° = 700 W . 

2 

Su e vengono spese le potenze 
Pi =y 4(31.20) 2 = 1947 W , 

Pi = y 2(27.89) 2 = 778 W 

Vediamo che Pi + P 2 = P{ + P 2 , però R 2 dissipa più di quanto il secondo 
generatore fornisca e quindi c’è un trasferimento di potenza dal primario al 
secondario. Lo scambio tra i due circuiti, che non sono collegati conduttiva- 
mente, avviene tramite il campo magnetico. 



8.22. Un trasformatore, che al massimo può erogare IO 4 va, è connesso a un 
carico di 5 • IO 3 W con fattore di potenza 0.866 in anticipo. Calcolare 
quanti carichi resistivi possono essere aggiunti prima che il trasformatore 
sia a pieno carico. Ripetere il calcolo se i carichi aggiunti hanno un fattore 
di potenza 0.800 in ritardo. 




cipo (in ritardo) si intende un carico il cui 
comportamento è induttivo (capacitivo). La 
situazione è illustrata in figura, dove si è fat¬ 
to uso delle (8.17-8.18-8.19); cos0 = 0.866 
vuol dire 0 = 30° e Q = Ptg0 = 2.89 



0 2 4 6 8 K 10 3 w 

2 —2 1 / 2 T ~ =■ * 6 r — IO 3 var; di qui 

S-(P + Q) = 5.78 • IO 3 va. Se si aggiungono carichi resistivi Q resta in- 


' ' - ' —" -OO AV/Ofct* m 

variata e aumenta P: possiamo farlo fino a che la potenza apparente vale 
*5tot = IO 4 va. La nuova potenza reale è 

P' = (S? ot “ <2 2 ) 1/2 = 9.57 • IO 3 W ; 


si possono cioè aggiungere 4.57 • IO 3 W; il fattore di potenza aumenta da 0.866 
a 0.957. 

Nel secondo caso dobbiamo determinare la potenza apparente S' che som¬ 
mata vettorialmente a 5 dà Slot (vedi figura). La potenza reale corrispondente 
a 5” è 0.8 5”, quella reattiva è 0.6 5”; dopo raggiunta deve essere soddisfatta 
la relazione 


(P + 0.8 S ') 2 + (Q — 0.6 S ') 2 = S 2 ot , 

dove P = 5 • IO 3 W e Q = 2.89 • IO 3 var; ri¬ 
sulta S' = 6.21 • IO 3 va con componenti 
P' = 4.97 • IO 3 W, Q' = -3.73 • IO 3 var. In 
conclusione possono essere aggiunti 4970 W 
con fattore di potenza 0.800 in ritardo per arrivare a caricare completamente il 
trasformatore. Il nuovo fattore di potenza è 0.997. 

È conveniente in generale che il fattore di potenza sia vicino a 1 ; a parità 
di potenza reale minore è la potenza apparente, cioè il prodotto della corrente 
per la tensione; in caso contrario occorrerebbe dimensionare i generatori in 
modo da poter fornire notevoli correnti che poi non vengono sfruttate se cos 0 
è piccolo. È pratica comune, se un canco presenta un grande sfasamento, 
aggiungere opportuni carichi capacitivi o induttivi; il problema 8.11 rappresenta 
un esempio semplice di tale procedura. D’altra parte non è nemmeno consi¬ 
gliabile un collegamento con cos 0 = 1 , in quanto è bene che l'erogatore pos¬ 
sieda una certa elasticità di servizio, cioè una riserva di potenza. 



8.23. Nel circuito in figura, fissati i valori di R 0 e X 0 , trovare i valori di R e X 
affinché sia massima la potenza dissipata su R. Applicare il risultato al 
circuito della seconda figura in cui R 0 = 100 £2, L 0 = 0.1 H , L = 0.04 H, 
<B=10 3 S ‘. 
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L’impedenza del primo circuito è 
Z=R 0 + R + i(X 0 + X) 
e il valor massimo della corrente è quindi 


0 [(R 0 + R ) 2 + (X 0 + X ) 2 ]^ 2 

La potenza spesa su R ha l’espressione 


Rli = 


2 (R 0 + R ) 2 + (X 0 + X ) 2 



Qualunque sia il valore di R la potenza è massima quando X = — .àf 0 ; soddi¬ 
sfatta questa condizione il circuito si comporta come se fosse puramente resisti¬ 
vo e dal problema 4.6 sappiamo che la potenza è massima se R = R 0 . Diversa- 
mente, dP/dR si annulla solo se (Rq + R) (R 0 - R) + (X 0 + X ) 2 = 0, cioè solo 
se R = R 0 e X = —X 0 . Notiamo che la condizione sulle reattanze, coincidente 
con la condizione di risonanza, non è sempre realizzabile; basta per esempio 
che X 0 & X siano due reattanze induttive (o capacitive). 

Vediamo allora se è possibile applicare la condizione di massimo al circui¬ 
to in figura: X 0 = a>L 0 e 


utiL/iaC 
icoL -i - 


icoL 

1 - w 2 LC 



Dall’uguaglianza X = - X 0 si ricava 


1 L + L 0 _ 0 c 
2 LL 


Basta ora porre R = R 0 = 100 Q per avere il massimo trasferimento di potenza 
su R. È importante rilevare che la soluzione dipende dalla pulsazione del 
generatore. 


8.24. La funzione periodica della figura ha periodo T = IO -3 s e vale V — 1 nel 
primo mezzo periodo, V=—1 nel secondo; nei punti t = 0, T/2, T, ... 
presenta una discontinuità. Calcolare lo sviluppo in serie di Fourier di tale 
funzione. 

La funzione f{t) è alternata, cioè con valor medio nullo su un periodo; 
secondo (8.21) a 0 = 0. Calcoliamo gli altri coefficienti dello sviluppo (8.20): 
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Cambiamo variabile di integrazione, passando da t a naif: 

2nx 

2V f 2V f 

a„ = -- cosnmtd(na)t) - cosnaif d(ncot) 

no)T j ncot J J 

0 nx 

y ~ ' n Jt y -|2/t re 

= — senna>r — — senna>r =0 

nJC L Jo L J njt 

Il risultato è vero qualunque sia il valore di n. Passiamo a b„: 

2 V 2njr 

b„= - [ s&nnmtd(na)t) - [ sennatd(nmt) 

ncot J ncot 1 ' 

0 nx 

v r l" y r i 2n * rv 

=- —cosnaif H-cosnaif =-(1— 

njl L Jo nzz l J njr nzt 


(1 — cosnjr) 


Se n è pari b n — 0, se n è dispari b n = 4 V/nit. Lo sviluppo in serie di Fourier 
della funzione /(f) è dunque 

. 4V ( l 1 \ 

Jv) -senaif + — sen3aif + — sen5aif + ... 1 

31 \ 3 5 / 


— 1.27(sen6283 1 + -i- senl8849f + — sen31415f-f ... 
3 5 


La struttura caratteristica dello sviluppo, contenente oltre al termine fon¬ 
damentale solo armoniche dispari, può essere prevista a priori dallo studio 
delle proprietà di simmetria di/(f). Si vede subito che/(r) = -/(-f) per cui i 
termini cosnaif, simmetrici rispetto allo scambio 
f-> -f, sono esclusi; inoltre f(t+ t/ 2 ) = ~f{t) 
e ciò esclude i termini sen naif con n pari. La¬ 
sciamo come esercizio il calcolo dello sviluppo 
di Fourier della funzione nella figura accanto; è 
la stessa vista prima, però con l’origine dell’asse 
dei tempi spostata di T/A. Il risultato è 



... 4V ( 1 1 

7(0 =- cosaif + — cos3aif -I-cos5aif + . . 

n \ 3 5 


Di nuovo si può giustificare la struttura in base a considerazioni di simmetria. 
In realtà non ci sarebbe bisogno di nessun calcolo: in termini di aif c’è stato 
uno spostamento di zi /2 che muta i seni in coseni. 

Un fatto importante mostrato dall’esempio studiato è l’invarianza dell’am¬ 
piezza delle varie armoniche: nell’uno e nell’altro caso l’n-esima ha ampiezza 
àtV/nn. Nella figura è rappresentato lo spettro di Fourier: in ascissa si riporta 
n, in ordinata l’ampiezza delle armoniche. Nel nostro caso le armoniche di 
ordine elevato hanno ancora ampiezza apprezzabile, cioè per approssimare 
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bene la funzione data occorre un gran numero di termini. La risultante del 
termine fondamentale e della 3% 5‘, 7*, 9* armonica è riportato accanto allo 
spettro (per mezzo periodo); esso mostra anche una proprietà generale di 
questi sviluppi: nei punti di discontinuità la somma della serie dà il medio 
aritmetico tra il limite sinistro e quello destro di f(t). 


8.25. Un segnale sinusoidale V = V 0 sento! = 310sen 314f V, passando attraver¬ 
so un sistema raddrizzatore, viene modificato secondo la forma V'(t) mo¬ 
strata in figura. Questa è applicata a un filtro possa-basso con R = 100 £2. 
Calcolare a circuito aperto quanto vale il livello di continua V e in uscita al 
filtro e quanto deve valere C affinché il valore efficace del termine armoni¬ 
co più importante sia IO -2 V c . 


viti 1 




ir. 


V u 


Il segnale sinusoidale raddrizzato è ancora una funzione periodica non 
alternata cui applichiamo la scomposizione in serie di Fourier. Dalla figura 
ricaviamo queste informazioni: a 0 , valor medio di V'(i), è diverso da zero; i 
coefficienti b„ sono tutti nulli perché V'(t) è simmetrico rispetto all’origine; i 
coefficienti a„ , con n dispari sono anch’essi tutti nulli perché 
V' (t + T/2) = V (?) Essendo V' (t) = y 0 sencu! nel primo semiperiodo (di V) e 
V'(t ) = - V 0 sen ojt nel secondo, abbiamo: 

T -i 2 jt 

a o = ~j j ^ = | sen cotd(cot) — Ì2. f sen cotd(coi) = -^2. , 

0 Q Jt 

T 2 JT 

a n ~ Isencotcosncotd(cot) —— 2 - f sencotcosncotd(a)t) . 

n 71 J 


I due integrali sono eguali ed opposti; il pnmo vale (n è pari) 
n sen airsen n cot + cos cot cos n tot 

. 

P er cu i a n = — 4Vo/[(w 2 ~ 1)-t] e lo sviluppo di Fourier risulta 

V'(f) = -^- 2 - - ì. cos 2 cot —cos 4 cot — ... 

tt \ 2 3 15 



Il termine continuo non è modificato dal filtro e vale in uscita 
2 V 

v c = ±-± = 0.637 V Q - 197.5 V . 

7 Z 


Il termine armonico più importante è il secondo, di pulsazione co 2 = 628 s ” 1 il 
cui valore efficace in entrata al filtro è 


V,= 


1 

772 


4F 0 _ 2 3 / 2 F 0 
3jt 3z 


= 0.3 V Q = 93 V 


In uscita vogliamo 

y„ = io- 2 y c = 2 • io - 2 ~ = - 3 v, = 2.12 • io -2 y, = 1.97 v 

Dal problema 8.8 abbiamo, per un filtro passa-basso, 

lf = (1 + coÌR 2 C 2 ) 1 / 2 =2 - 12 ' 10 “ 2 =* C = 751 pF . 

Il filtraggio capacitivo, qui descritto a grandi linee, è comunemente usato nei 
generatori a raddrizzatore di f.em. continue 


8.26. Un generatore di f.em. V = A V 0 costur + #V 0 cos3 tot è connesso a un cir¬ 
cuito RLC in serie. Calcolare quanto devono valere R e C affinché il 
circuito entri in risonanza alla pulsazione della terza armonica e, in riso¬ 
nanza, il rapporto tra i valori massimi della corrente con pulsazione 3 tu e 
della corrente con pulsazione tu sia 10. Calcolare inoltre il valore efficace 
della corrente totale e la potenza dissipata. Si assuma L = 3 ■ IO ” 2 H 
V 0 = 10 V, tu = 10 s s~ \ A = 1, B = 0.1. 


Se deve essere cu 0 = (LQ 1/2 = 3 cu, otteniamo 


C = 


1 

9 w 2 L 


= 0.37 nF 


Imponiamo adesso la condizione sui valori massimi delle correnti. Se applicas¬ 
simo separatamente “AVqCOsuw e V 3 = £VqCOs3cu! ottenendo rispettiva- 
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mente le correnti I 2 e / 3 , il pnncipio di sovrapposizione ci assicura che quando 
applichiamo V = Vj + V 3 la corrente è / = li + / 3 ; i valori massimi sono dati da 





BV o 
R 


e la condizione / 3 , 0 = 10 / lj0 porge R = 240 Q. Di qui e da (8.25) segue: 
l 10 = 0.42 • IO -3 A , / 3 .o = 4.17 • IO -3 A 

/ i i \ 

4ff = (y /lo + y /io) = 2.96 • IO" 3 A 


La potenza dissipata si calcola da (8.24); per gli sfasamenti 
tgi pi = (coL - l/(oC)/R = 100, da cui cos^i = IO -2 , <p 3 = 0 e quindi 

P = y A V o / liO COS0i +y BVoh, 0 cos<p 3 
= 0.21 • IO -3 + 2.08 • IO -3 = 2.29 • IO" 3 W. 


NOTE 

A. Esiste un limite all’analisi dei circuiti in regime alternato vista in questo 
capitolo. Precisamente, non sempre è lecito considerare, ad un certo istante, 
identico il valore della corrente attraverso ogni sezione di un circuito. Occorre, 
in base a considerazioni che verranno esposte in seguito, che il pèriodo delle 
grandezze alternate sia grande rispetto al tempo che la luce impiegherebbe a 
percorrere la dimensione massima del circuito. La luce impiega ~ 3 • IO -9 s a 
percorrere un metro (nel vuoto); è possibile perciò arrivare a periodi dell’ordi¬ 
ne di IO -7 s, ovvero a frequenze di IO 7 Hz, senza dovere tener conto nei 
circuiti a estensione ordinaria, della limitazione suddetta. 

B. Con riferimento al problema 8.12 e seguenti, introduciamo il concetto di 
banda di risonanza. Si definisce così l’intervallo Aco= co 2 - coi, dove o) 1 <a) 0 
e a >2 > co 0 sono tali che 

4(®i) -Io( w 2) ~~2pT /o(“ , o) ; 

alle pulsazioni aij e ai 2 succede cioè che 
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Si presentano le due possibilità 

r = coL-^~ , —R — coL —. 
w C coC 

Nella prima, poiché R è sempre positivo, deve essere wL > 1/oiC e quindi la 
usiamo per il calcolo di ai 2 ; nella seconda deve essere aL<l/o}C e ci serve 
per calcolare aij. Le equazioni sono 

LCcoi-RC( o 2 - 1 = 0 , LCwi+RCaii — 1 = 0 

e le due soluzioni fisiche (maggion di zero) sono 


R ,( R , ' 

2L + 4L + C00 


R , f R , 

C ° 2 -2L + \4L + Wo 


Le due pulsazioni non sono simmetriche rispetto a ai 0 ; la differenza 


A w= (o 2 — coi 


è la larghezza della banda di risonanza; si vede poi che a)jO) 2 = coi, cioè co 0 è 
medio proporzionale tra toj e co 2 . Al rapporto 

q- 03 o _ tu 0 L _ 1 (L\ m 
W Aw R R 

si dà in nome di Q — valore del circuito alla risonanza. 

Si noti che in termini di fasi ip(coi) = -45°, 4>(w 2 ) = +45°; inoltre la 
definizione di banda di risonanza può essere fatta anche in termini di potenza: 
P(coi) = P(a> 2 ) = 1/2 P(aio); poiché P(a i) = l/2 RIq(u)), le definizioni sono 
equivalenti. 

Le linee tratteggiate verticali nella figura del problema 8.12 indicano i 
limiti della banda di risonanza; con i dati del problema: 


R( Q) 

co i(s 2 ) 

co 2 (s J ) 

Aco (s ! ) 

Q 

10 

9.5 • IO 3 

10.5 • IO 3 

IO 3 

10 

IO 2 

6.2 • IO 3 

16.2 • IO 3 

IO 4 

1 

IO 3 

1.0 • IO 3 

10.1 • IO 4 

IO 5 

IO -1 


* 


* 





CAPITOLO 9 


MOTI DI CARICHE IN CAMPI 
ELETTRICI E MAGNETICI 


9a. Una particella con carica q, posta in un campo elettrico E, risente di 
una forza 

F = qE . (9.1) 

Passando da un punto a potenziale Vi ad un altro a potenziale V 2 la 
particella acquista o cede l’energia W = q(V 2 - Vi) Tramite un campo elettnco 
è così possibile comunicare energia ad una particella canea: su questo fatto 
sono basati tutti gli acceleratori di particelle. 

In presenza di un campo magnetico la forza agente è quella di Lorentz: 

F = qv X B . (9.2) 

Essa non compie lavoro sulla particella m quanto è ortogonale alla veloci¬ 
tà e quindi alla traiettoria del moto: di conseguenza l’accelerazione tangenziale 
è nulla, il modulo della velocità e della quantità di moto e l’energia cinetica 
restano costanti; invece è diversa da zero l'accelerazione centnpeta e cambia la 
direzione della velocità. L’azione del campo magnetico non è perciò quella di 
scambiare energia con la particella, bensì quella di mutarne la traiettoria. 

Se sulla particella agiscono contemporaneamente un campo elettrico e uno 
magnetico, la forza totale è 

F = ?(E + i)XB) ; (9.3) 

le componenti cartesiane si scrivono 

'wk+s.< 94 > 


E z + B v 


L’equazione vettoriale del moto risulta 


q( E + uXB) + R. 
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se m è la massa della particella; essa equivale a tre equazioni sulle componen¬ 
ti. Con R abbiamo indicato la risultante delle altre forze agenti, che possono 
essere il peso (trascurabile rispetto alla forza elettromagnetica per particelle 
atomiche e subatomiche), eventuali forze di attrito o altro. 

A rigore, nel calcolo dei valori dei campi occorrerebbe tener conto, oltre 
che delle sorgenti prefissate, anche delle modificazioni introdotte dalla particel¬ 
la carica in moto; noi però trascureremo questi effetti, molto piccoli in gene¬ 
rale. 

Una particella carica in moto con accelerazione a perde energia per irrag¬ 
giamento; la potenza irradiata è data dalla formula di Larmor. 

p =.i— — -2Ì = 0.22 • 10 -15 <? 2 a 2 W = 1.38 • 10Va 2 — , (9.6) 

4jr £o 3 c 3 * s 

dove c = 3 • IO 8 m/s è la velocità della luce nel vuoto. La formula resta valida 
finché la velocità della particella è molto minore di c. 


9b. Nel processo di accelerazione di particelle come gli elettroni e ì pro¬ 
toni è facile far loro acquistare velocità assai prossime a c; occorre allora usare 
formule relativistiche. Senza darne alcuna spiegazione elenchiamo quelle for¬ 
mule che ci saranno utili, più che altro per valutare l’importanza delle corre¬ 
zioni relativistiche e quando è necessario applicarle 

La massa di una particella carica varia con la velocità della stessa secondo 


m 


m 0 



1/2 


m 0 

= ym ° 


(9.7) 


mg è una costante che rappresenta la massa della particella quando questa è 
in quiete e viene detta massa a riposo. Nella (9.7) abbiamo introdotto due 
espressioni comunemente usate: /3, che dà il rapporto tra la velocità della 
particella e la velocità della luce nel vuoto, e y, che dà il rapporto tra m e m 0 
m funzione di (3. Vediamo da (9.7) che c è un valore limite, non raggiungibile 
da corpi materiali, cioè con m 0 > 0. 

L’energia totale posseduta da una particella in moto è 

W = me 2 = ym a c 2 =-—^^ ■ < 9 - 8 ) 


Per v = 0, ovvero a riposo, la particella ha l’energia (di massa) m 0 c 2 . L’ener¬ 
gia cinetica è data dalla differenza 


T = me 2 - m 0 c 2 = m 0 c 2 (y- 1) = /Mqc 2 


(1 - y 3 2 ) 1/2 


(9.9) 


Se si sviluppa y in sene di Taylor in un intorno di 13 = 0, cioè per piccole 
- velocità, si trova, arrestandosi al second’ordme, y= 1 + 1/2 /3 2 e quindi 


T= 1/2 m 0 v 2 : per v«c la formula relativistica coincide in pratica con quella 
classica. 

Tra l’energia totale W e quantità di moto p sussiste la relazione 

W 2 = p 2 c 2 + mlc 4 . (9.10) 

Da questa e da (9.9) si ha poi 

p = l [T(T+2m 0 c 2 )f/ 2 . (9.11) 

9c. Riportiamo dal secondo capitolo il legame tra elettronvolt e Joule: 

leV = 1.6 • IO -19 J , 1 J = 6.25 • IO 18 eV 

Si usano i multipli KeV = IO 3 eV, MeV = IO 6 eV, GeV = IO 9 eV, TeV = IO 12 
eV. 

La canea elementare vale e = 1.6 • IO -19 C ed è la carica posseduta, per 
esempio, da un protone (con segno positivo) e da un elettrone (con segno 
negativo). 

Le masse a riposo dell’elettrone e del protone sono 
m e = 9.1 • IO" 31 Kg , m p = 1.67 ■ IO -27 Kg 
cui corrispondono le energie a nposo 

W e = m e c 2 = 0.82 ■ 10“ 13 J = 0.51 MeV 

W p = m p c 2 = 0.15 • IO -9 J = 938 MeV . 

La struttura della (9.10) suggerisce l’adozione delle unità eV/c per la 
quantità di moto e eV/c 2 per la massa; le relazioni cbn le unità MKS sono: 

1 — = 5.33 • IO" 28 Kg — , 1 Kg — = 1.87 • IO 27 — , 
c s s c 

1 = 1.78 • IO- 36 Kg , 1 Kg = 5.62 • IO 35 . 

c 

Le unità eV, eV/c, eV/c 2 (con i rispettivi multipli) sono, nella pratica, sempre 
usate in fisica atomica, nucleare e subnucleare al posto delle corrispondenti 
unità MKS. Si noti che la misura della massa a riposo m eV/c 2 è numerica- 
mente eguale a quella dell’energia a riposo in eV e che, in queste unità, la 
(9.10) si scrive semplicemente W 2 = p 2 + m%. 


9d. Salvo esplicita avvertenza in contrario, nei dispositivi descritti nei 
problemi di questo capitolo è praticato un vuoto spinto: il moto delle particelle 
avviene cioè nel vuoto: nella (9.5) R = mg ovvero, se si può trascurare il peso, 
R = 0. 

Occorre infine precisare che molti degli argomenti trattati nel seguito sono 
un’esposizione, sotto forma di problema, di classiche esperienze degli albori 
della fisica moderna oppure dei principi di funzionamento di alcune macchine 



314 


CAPITOLO 9 


MOTI DI CARICHE IN CAMPI ELETTRICI E MAGNETICI 


315 


acceleratrici. Una tale trasposizione non è però sempre possibile; pertanto certi 
problemi vanno visti piuttosto come complementi (p.e. il 9.3, il 9.5, il 9.11, il 
9.22 e il 9.23). 


* * 


* 


9.1. Descrìvere il moto di una particella carica all’interno di un condensatore 
piano con le armature orizzontali e distanti d, ai cui capi è applicata la 
d.d.p. V, nell’ipotesi che la velocità iniziale sia parallela a g. Ripetere il 
calcolo nel caso in cui il moto avvenga in aria (viscosità ij= 1.8 • 10~ s 
Kg/ms, densità 0 = 1.3 Kg/m 3 ) e la particella sia una gocciolino d’olio 
(raggio R = IO" 4 cm, densità <5 = 8- IO 2 Kg/m 3 ) con carica positiva 
q = lOe = 1.6 • 10“ 18 C. Si assuma x 0 = 0, u 0 = 10 cm/s, E = V/d = 10 
V/m. 


Consideriamo uniforme il campo elettrico E — V/d all’interno del conden¬ 
satore, con verso e direzione indicati in figura. La forza peso e la forza 
elettrica sono entrambe parallele all’asse x e, vista l’ipotesi sulla velocità inizia¬ 
le, il moto si svolge lungo l’asse x con equazione 

m ÉJL = q E + mg ovvero a=-%-E + g . 
dt 2 m 


Si tratta di un moto uniformemente accelerato e la posizione della particella è 


data da 

* = Xo + | (f E + g\t 2 



Il problema è analogo a quello del moto verticale di un grave, con la differen¬ 
za che l’accelerazione può essere in modulo maggiore o minore di g e anche 
opposta in verso, a seconda di come si confrontano tra loro i termini qE/m e , 

g. Si noti che sul primo termine influiscono il segno della carica e il verso del j 

campo, oltre che i rispettivi valori numerici. ! 

In presenza d’aria le forze in gioco sono quattro: forza di gravità mg, 
spinta idrostatica -m' g, forza elettrica q E, resistenza dell’aria. Per quest’ulti- 
ma usiamo la legge di Stokes, pensando che le velocità non siano elevate 
(attrito viscoso), e scriviamo -6 JtrjRv. Posto 

m = —mR 3 6 , m'=4-nR 3 p = -Y m 
3 3 o 


l’equazione del moto risulta 


m 


dv 

dt 


m 



q „ , K 

g + Jl. e - 6 nn — v 
m m 


ovvero, ponendo Q = 



g + ± E 
m 


e 


C 2 = 6 jTij 


R_ 

m 


dv 

Ut 


= C, 


- C 2 v 


Separando le variabili e integrando tra lo stato iniziale t = 0, v = v 0 e un 
generico stato successivo t, v otteniamo 

v _ Q Q - C 2 v 0 c ,t 
C 2 C 2 


Dopo un tempo dell’ordine di qualche costante di tempo r = 1/C 2 = m/ 6 jir)R 
la parte esponenziale diviene trascurabile e la velocità assume m pratica il 
valore di regime 


v r 


c L = _1_ 

C 2 6 JiqR 


m 


-§)« + «£ 


(a) 


Si arriva così a un equilibrio dinamico in cui le forze agenti sono equilibrate 
da quelle resistenti e il moto risulta uniforme; v r può essere ricavata molto 
semplicemente dall’equilibrio delle quattro forze. 

Numericamente 


m = ^ Kg , t= 9.88 • 10 ° s 

Ci = 57 6 m/s 2 , C 2 = 1 01 • IO 5 s -1 , 

v = 5.54 • IO -4 + 9.94 ■ 10 -2 e -1 01 1()S 'm/s , 

v r = 5.54 • IO -4 m/s = 5.54 • IO -2 cm/s . 

A regime, il tempo impiegato a percorrere un centimetro risulta t r = 10 _2 /u. = 
18.1 s. 

Se durante il moto la carica della gocciolma varia di una quantità 
Aq = ± e, m base alla (a) la velocità varia di 

a , eE 
Av r = ±- 


m 


= 4.7-IO" 5 - 
6 nr}R s 

e il tempo per percorrere un centimetro varia di 


At r Av r 


= 8.48-IO" 2 => At r = 1.54 s 


si tratta di una variazione ben rivelabile sperimentalmente. 

Di fatto, muovendosi nell’aria, la gocciolina può cedere o acquistare carica 
dall’ambiente. Se la carica è quantizzata, cioè se in questi processi viene scam¬ 
biata una carica che è un multiplo intero della carica elementare e, le variazio¬ 
ni di carica saranno Aq = ±ne e in corrispondenza Av= ±nAv r , At = 
= ± nAt r . In base alla (a), regolando opportunamente il valore del campo 
elettrico, si può far scendere o salire la stessa gocciolina e osservare se le 
variazioni di tempo obbediscono alla legge data. È stato con un dispositivo 
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simile a quello qui schematizzato e con il metodo appena discusso che nel 1909 

R.A. Millikan riuscì a risalire al valore della carica elettnca elementare. 

È interessante notare che la misura del raggio della gocciolina viene fatta 

determinando la velocità v rfi delle goccioline in assenza di campo elettrico; per 

E = 0 la (a) dà 

r n Tl/2 

P- 9??ti r .o 



ff.ì\ Ai capi di un condensatore piano è applicata una d.d.p. in modo da realiz- 
\zare un campo elettrico (uniforme) di valore E = IO 3 V/m. Un elettrone con 
velocità u 0 = IO 7 m/s entra nel condensatore ortogonalmente alle linee di 
campo. Calcolare la deflessione che si osserva su uno schermo fluorescente 
S posto a una distanza d «= 10 cm dal bordo del condensatore (vedi figura). 
Si assuma l — 4 cm, h = 1 cm. 

Il rapporto tra forza elettrica e forza peso è circa IO 13 (verificare), per cui 
ci occuperemo solo della prima. Il moto lungo l’asse x è uniforme con velocità 
v 0 non essendoci alcuna forza lungo tale asse. Invece lungo l’asse y il moto è 
uniformemente accelerato, con accelerazione qE/m concorde all’asse y : il ver¬ 
so del campo è discorde a quello dell’asse y, ma la carica dell’elettrone è 
negativa Quindi 


x = v 0 t , y =- — Er 

2 m 

sono le equazioni paramediche della 
traiettoria dell’elettrone all’interno del 
condensatore. Il legame esplicito è 



cioè il moto avviene lungo un arco di parabola, come c’era da attendersi vista 
l’analogia con il moto dei gravi. 

La deviazione L l lungo l’asse y all’uscita del condensatore si ricava per 
x = / (al tempo t = l/v 0 ): 

Li = L±e -^ . 

2 m vq 


Le componenti della velocità all’istante t sono 

. q _ l 

il = ■»! = ni = h —. 


V x ~ v 0 -, v y ~ at 


m Vq 
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per cui la traiettoria forma con l’asse x l’angolo a dato da 


tga = 



Una volta fuori dal condensatore la traiettoria è rettilinea e sullo schermo si 
osserva la deflessione 


L = L x + dtga = 


qEl 
mv o 



(a) 


Con i dati numerici del testo L = 8.4 • IO -3 m = 8.4 mm. 

Storicamente J.J. Thomson si servì di questo metodo nel 1897 per deter¬ 
minare il rapporto qjm per gli elettroni; col il successivo risultato dell'espe¬ 
rienza di Millikan (problema 9.1) fu possibile determinare la massa dell’elet¬ 
trone. 

, ,„ Si venflchl c he per u=10 7 m/s la funzione y definita in (9.7) differisce 
dall unita per circa 6 • 10~ così che, con ottima approssimazione, possiamo 
usare formule non relativistiche (m è quindi la massa a riposo dell’elettrone). 

Uno strumento di larghissimo uso in cui sono adottati due elettrodi deflet¬ 
tori come quelli sopra descritti è il tubo a raggi catodici, impiegato per esem¬ 
pio negli oscilloscopi. Si vede dalla relazione (a) come la deflessione sia diret¬ 
tamente proporzionale al modulo di E, ovvero alla d.d.p. applicata tra gli 
elettrodi: lo strumento fornisce una misura lineare di d.d.p.. Riscriviamo la (a) 
con due modifiche: sostituiamo E con V/d e mvl/q con 2V a ; quest’ultima 
deriva dalla 1/2 mu 0 2 = 9 F fl , dove V a è la d.d.p. acceleratane che è servita a 
comunicare agli elettroni la velocità u 0 . Otteniamo 




(b) 


Si usa definire sensibilità dello strumento il rapporto 



che nel nostro caso vale 0,84 mm/V. La sensibilità è indipendente dalla d.d.p. 
applicata (lo strumento è lineare); dipende invece inversamente da V ■ più 
veloci sono gli elettroni, più difficile è defletterli. Si definisce anche il fattore 
di deflessione 

jr=_L -, p = 1>19 .JQ3 V , 
è m 


esso misura la d.d.p. necessaria per ottenere una deflessione unitaria (qui 1 19 
V danno 1 mm sullo schermo). ' " 
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9.3. In figura è mostrato un acceleratore elettrostatico Tandem. Con un genera¬ 
tore tipo Van de Graaf si porta la parte centrale del tubo acceleratore al 
potenziale V M rispetto agli estremi che sono a massa, così che ioni negativi 
di carica —e immessi a sinistra acquistano l’energia cinetica eV M ; a questo 
punto essi attraversano un foglio sottilissimo e vengono privati di un certo 
numero di elettroni; nella seconda metà del tubo tali ioni ora positivi con 
carica Ze vengono accelerati dalla stessa d.d.p. V M , così che acquistano 
l’energia cinetica ZeV M . Detto A il numero di massa degli ioni e ammesso 
che Z/A valga circa 0.5 fino allo zolfo e ~ 16/A per elementi più pesanti, 
calcolare l’energia cinetica finale e l’energia cinetica per nucleone nel caso 
di ioni He, O, S, A, Xe, Au, U se V M vale 16 • IO 6 V. 



L’energia cinetica finale vale ZeV M , quella per nucleone vale ZeV M /A 
per cui possiamo compilare la seguente tabella. 



A 

Z/A 

Z 

ZeV M 

(MeV) 

ZeVjA 

(MeV/nucl.) 

He 

4 

0.5 

2 

32 

8 

0 

16 

0.5 

8 

128 

8 

S 

32 

0.5 

16 

256 

8 

A 

40 

0.4 

16 

256 

6.4 

Xe 

131 

0.12 

16 

256 

2.0 

Au 

197 

0.08 

16 

256 

1.3 

U 

238 

0.07 

16 

256 

1.1 


I fasci accelerati dal Tandem vengono inviati su bersagli al fine di realizza¬ 
re un urto ione-nucleo bersaglio. Dallo studio di queste reazioni si possono 
ottenere informazioni sulla struttura dei nuclei e sulla dinamica dei processi 
nucleari in funzione dell’energia. Nel problema 9.23 descriveremo un dispositi¬ 
vo per accelerare gli ioni uscenti dal Tandem fino ad energie delPordme di 
20 — 50 MeV/nucl. 

In Italia sono installati il Tandem dei Laboratori Nazionali di Legnaro 
(Padova) con V M = 16 MV e quello dei Laboratori Nazionali del Sud a Cata¬ 
nia con V M = 13 MV, entrambi del]'Istituto Nazionale di Fisica Nucleare 
(INFN). 


9.4. Nella figura due griglie conduttrici AA e BB tra loro parallele, la prima al 
potenziale Vj = 100 V e la seconda al potenziale V 2 — 400 V, delimitano tre 
regioni: a sinistra di AA il potenziale è costante al valore V x , a destra di BB 
è costante al valore V 2 , nell’intercapedine esiste un campo elettrico. Un 
fascio parallelo di elettroni arriva da sinistra con un angolo di incidenza 
d x = 30° rispetto alla normale alle griglie e con velocità v x = 6 • IO 6 m/s. 
Quando gli elettroni entrano nella regione in cui il potenziale vale V 2 essi 
formano un angolo 0 2 con Ut normale. Trovare che relazione esiste tra 0 x e 
0 2 e quanto valgono 0 2 e la velocità v 2 di uscita degli elettroni. 


Intanto constatiamo che con v x = 6 • IO 6 
m/s y=1.0002 e quindi gli effetti relativistici 
sono trascurabili. Quando l’elettrone si muove 
nelle regioni dove il potenziale è costante il suo 
moto è rettilineo uniforme essendo là il campo 
elettrico nullo (E = - grad V= 0). Invece nella 
regione compresa tra AA e BB esiste un campo 
elettrico e qui l’elettrone risentirà di una forza, 
parallela all'asse x. L’assenza di una componen¬ 
te F y comporta la conservazione della quantità 
di moto lungo l’asse y per cui 



ujsen$i = u 2 sen0 2 

La conservazione dell’energia d’altra parte impone 
mv/-eVj = mv 2 — eV 2 . 


(a) 

(b) 


sena 2 


(c) 


che dà la relazione cercata tra 8 j e d 2 . Con i dati del problema 


n = 2 => Q 2 — 14.6° =$■ v 2 = 1.2 • IO 7 m/s 

In analogia con il caso di un fascio di luce che incide su una superficie di 
discontinuità tra due mezzi trasparenti (fenomeno della rifrazione, vedi capito¬ 
lo 14), n può essere considerato Vindice di rifrazione del sistema descritto, che 
evidentemente fornisce un metodo per rifrangere (deviare) un fascio di elettro¬ 
ni. Fissata l’energia cinetica del fascio incidente, n può essere cambiato sempli¬ 
cemente variando la d.d.p. tra le griglie. 


9.5. Nel modello atomico di Bokr gli elettroni descrivono orbite circolari attorno 
al nucleo. Si consideri l’atomo di idrogeno, formato da un protone e da un 
elettrone, e si calcoli l’energia di legame in funzione del raggio dell’orbita ._ 
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La forza agente è quella elettrica (il contributo gravitazionale è trascurabi¬ 
le); essendo il moto circolare la legge di Newton si scrive 


tr 

r 


1 


1 


Antn 


4t£ 0 


e~ 

mr 


(a) 


L’energia totale W è eguale alla somma dell’energia cinetica e dell’energia 
potenziale elettrostatica, da prendere con segno negativo in quanto l’elettrone 
e il protone hanno carica opposta: 


W-- 


mir 


1 


4 7l£n 


1 


4^£ 0 


(b) 


È noto come Bohr postulasse che il raggio r non potesse avere valori qualsiasi, 
ma tali da soddisfare alla condizione di quantizzazione del momento angolare 
dell’elettrone orbitale: 


mvr = n —— n = 1, 2, 3, 

2 7C 


(c) 


La (a) dà il valore di v in funzione di r; dal paragrafo 5g. o dal problema 7.24 
prendiamo il valore di h/ln e otteniamo 

r — 4t£ 0 ì = 0.53 • 10“ 10 n 2 m ; 
me \2 jzI 


in corrispondenza, in base alla (b), 

11 me 4 1 21.7 • IO -19 . 13.56 .. 

2 (4^£ 0 ) 2 (h/2rì ) 2 n 2 n 2 n 2 

L’orbita più interna (n = 1) ha il raggio mimmo e l’energia minima (massima 
in modulo): 


r 0 = 0.53 ■ 10" lo m , W 0 = - 13.56 eV ; 

r 0 è il raggio dell’orbita di equilibrio, ovvero il raggio dell’atomo di idrogeno 
non eccitato, e W 0 è l’energia di legame. Ricordiamo che il segno meno dell’e¬ 
nergia di legame è una caratteristica di tutti i sistemi stabili, comunemente 
detti sistemi legati. 

Ai valori di r 0 e W 0 corrispondono i seguenti valori per le altre grandezze 
cinematiche: 

v 0 = 2.19 • IO 6 — , cuo = 4.13 • IO 16 — 

s s 

v 0 - 0,66 • IO 16 Hz , r 0 = 1.52- IO" 16 s 

Il valore trovato per la velocità ci dà una conferma a posteriori che per questa 
trattazione non è necessario usare formule relativistiche. 


L’accelerazione dell’elettrone nell’orbita con n— 1 è 

a 0 = -Hi. = a $ r = 9.05 • IO 22 -2- => P 0 = 2.89 • IO 11 — 
r ' s s 

sarebbe la potenza irradiata secondo (9.6); l’energia W 0 verrebbe così persa m 
un tempo t = W 0 /P 0 = 4.7 • 10“ 11 s, risultato che è in contrasto con la stabilità 
dei sistemi atomici. Per ovviare a ciò Bohr postulò che l’elettrone in un ato¬ 
mo, quando percorre un’orbita di equilibrio, come quella di raggio r dell’ato¬ 
mo di idrogeno, non irradia. 

Questo postulato, il postulato relativo al momento angolare orbitale e 
quello secondo cui l’atomo può assorbire o emettere energia solo attraverso il 
passaggio da un livello energetico ad un altro, caratterizzati da diversi valori di 
n, costituiscono le basi del modello atomico di Bohr. Benché superato dalla 
successiva descrizione dei sistemi atomici fatta nell’ambito della meccanica 
quantistica, esso costituisce il primo tentativo coronato da successo di interpre¬ 
tazione teorica dei risultati sperimentali sulle proprietà atomiche. 


9.6. Sulla superficie di una sfera di raggio R = 10“ 8 m, entro cui è distribuita 
uniformemente una carica positiva q = 3.2 • IO -18 C, viene depositato un 
elettrone. Descrivere il moto che ne risulta. 

Il campo elettrico all’interno della sfera, trascurando il contributo dell’elet¬ 
trone, vale in modulo E=pr/3e 0 ed è diretto radialmente verso l’esterno, 
come sappiamo dal problema 1.12. L’elettrone è attirato verso il centro e 
l’equazione del moto è 

d 2 r e 

m -Q —— r 

dt 2 3 £o 

cioè l’equazione di un moto armonico con co 2 = ep/3£ 0 m. Le condizioni inizia¬ 
li, r(t=Q)=R e (dr/dt), = 0 = 0, permettono di ridurre la soluzione generale 
r = Acos(cot + <p) a r — /?costui. 

Numericamente 

q = 0.76 • IO 6 ~ , cu=7.09 • IO 13 — , 
m s 

r = 10 _8 cos7.09 • 10 13 i m . 

La velocità massima dell’elettrone, pari a o)R = 7.09 • IO 5 m/s, non è relativi¬ 
stica. 


9.7. Una regione di spazio è sede di un campo elettrico ricavabile da un poten¬ 
ziale V = V 0 (jc 2 +.y 2 ). Una particella con carica positiva q = 9.6 • 10“ 18 C, 
di massa m = 2 • 10" 15 Kg, all’istante 1 = 0 si trova sull’asse x a distanza 
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x 0 = 1 cm dall’orìgine, con velocità concorde all’asse y, 3.1 m/s. De¬ 
scrìvere il moto della particella; il valore di V 0 è IO 7 V/m*. 



Tenuto conto delle condizioni iniziali si vede che il moto avviene nel piano xy. 
Ciascuna componente del moto è armonica, con identica pulsazione 
co=(2qV 0 /m) 1/2 = 3.1 • IO 2 rad/s: 

x = Acoscot , y = Bcos(cot + </>) . 


dove assumiamo arbitrariamente eguale a zero la fase del primo moto, ovvero 
misuriamo rispetto a questa la fase del secondo. Le condizioni iniziali dicono. 

x(0)=x o = A , =0= (-wAsen wt), = 0 , 


y (0) = 0 = Bcoscp 


•o)Bsen^> 


cj> può dunque valere ±rr/2, ma in entrambi i casi il risultato è lo stesso. 


X = XqCOS wt 


y = 


—-sen a>t 
co 


I due moti armonici, su assi ortogonali, hanno differenza di fase nr/2 e ampiez¬ 
ze in generale diverse. L'equazione della traiettoria si ottiene eliminando il 
tempo tra le due equazioni parametriche: 



che rappresenta un’ellisse; se in particolare v 0 — cox 0 il moto è circolare unifor¬ 
me con raggio x 0 e velocità angolare co 

Si noti che le linee equipotenziali sono circonferenze con centro nell’origi¬ 
ne e che le linee di campo sono semirette uscenti dall’origine; abbiamo un 
esempio di moto centrale. A parte la differenza nelle condizioni iniziali, la 
situazione vista nel problema 9.6 è identica a quella ora esaminata: su di un 
piano equatoriale di una sfera uniformemente carica il potenziale è proporzio¬ 
nale al quadrato della distanza dal centro. 

Nel caso numerico proposto è rispettata la condizione v 0 = cox 0 e quindi la 
traiettoria è una circonferenza di raggio 1 cm, percorsa con velocità uniforme 
pan a 3.1 m/s. 
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9.8. In una regione di spazio si trovano sovrapposte due densità uniformi di 
carica, una positiva e una negativa; quest’ultima è costituita da elettroni, 
mentre le cariche positive sono ioni, la cui massa è molto superiore a quella 
dell’elettrone. A causa di una perturbazione esterna avviene uno spostamen¬ 
to del complesso delle cariche negative. Determinare il campo elettrico che 
in tal modo si genera nel sistema e il tipo di moto che ne segue per gli 
elettroni; si assuma per questi una densità n = 3.1 • IO 11 elettroni /m 3 e si 
consideri il moto unidirezionale. 

A causa dell’azione esterna, che per esempio potrebbe 
avvenire tramite un campo elettrico impulsivo, si ha uno 
spostamento delle cariche negative rispetto a quelle positi¬ 
ve che, molto più pesanti, possono essere considerate fer¬ 
me. Se isoliamo una porzione di sistema, vediamo che in 
essa si è creata la situazione illustrata in figura: è comparso 
un doppio strato di cariche, la cui densità superficiale è a 
produce il campo elettrico 

£ _ ° _ nex 
£q £q 

Ogni elettrone, sotto l’azione della forza F= - eE = -ne 2 x/£ 0 , tende a ritor¬ 
nare nella posizione di equilibrio Poiché F è una forza di richiamo proporzio¬ 
nale allo spostamento, si instaura nel sistema una oscillazione armonica secon¬ 
do l'equazione 

d 2 x ne 2 x 2 ne 2 

m —j- =-=> co =- . 

dr £ 0 ni£ 0 

Il sistema studiato si chiama plasma e il moto viene detto oscillazione di 
plasma. Numericamente 

w=3 14-10 7 — , v= — = 5-10 6 Hz . 
s 2xt 

Un fenomeno come quello descritto avviene in natura nella ionosfera e ad 
esso viene ricondotta la proprietà della ionosfera di riflettere o meno, a secon¬ 
da della loro frequenza, le radiazioni elettromagnetiche usate per le comunica¬ 
zioni. 


9.9. Un condensatore cilindrico (Ri = 1 cm, R 2 = 3 cm) è carico alla d.d.p. 
V 2 — Vi = 5 • IO 3 V; l’armatura interna è negativa. In un punto equidistan¬ 
te dalle armature (R = 2 cm) viene prodotta una coppia elettrone-ione positi¬ 
vo. Trascurando l’azione mutua tra le particelle e la loro velocità iniziale, 
dire su quale armatura esse cadono e con quale energia. 

L’elettrone va sull’armatura esterna, positiva, lo ione su quella interna, 
negativa. Le energie rispettive sono date da 


+j _i 

+i -ì 

+i -I 

-M -1 

— X 1 — X 1 — 

= nex e che quindi 
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W_ = -e(V-V 2 ) , W + ^e(V-V 1 ) , 

essendo Vi, V 2 , V i potenziali deH’annatura interna (raggio Ri), di quella 
esterna (raggio R 2 ) e del punto medio (raggio R). Occorre perciò calcolare le 
dette d.d.p. ovvero il campo elettrico all’interno del condensatore. Applicando 
il teorema di Gauss ad una generica superficie cilindrica, coassiale alle armatu¬ 
re, di altezza unitaria e raggio r (vedi figura), con R 1 <r<R 2 , si ha 
E = q/2fc£ 0 r, diretto verso l’armatura interna; q indica la carica per unità di 



Dalla formula (2.4) per la capacità di un condensatore cilindrico ricaviamo 
q = C(V 2 - Vj) = 2^£ 0 (V 2 - V 1 )/log -j^- 


e in definitiva 

W_ = e( y, - y,) log 4/log 4 = 2 - 95 ' 10 “ 16 J = L84 KeV > 

R R\ 

W + = e ( y 2 - Vl ) log 4/log 4 = 5 ' 04 • 10_ 16 J = 3 - 15 KeV • 

Ri R\ 

Si noti la semplicità del calcolo in elettronvolt: 1.84 • IO 3 è V 2 — V, 3.15 • IO 3 è 

y- Vj. 


9.10. Un filo sottile conduttore (Ri = 20 pm) è teso lungo l’asse di una superfi¬ 
cie cilindrica (R 2 = 1 cm), anck’essa conduttrice. Il sistema si può conside¬ 
rare indefinito. Tra i due conduttori è stabilita una d.d.p. V = 3 ■ IO 3 V. 
L’intercapedine è riempita da una miscela argon-anidride carbonica con 
costante dielettrica relativa eguale praticamente a 1. Se in questa miscela 
viene liberato un elettrone esso si muove radialmente verso il filo con 
velocità proporzionale al campo elettrico secondo la formula v — KE con 
K = 25 ■ 10“ 2 m 2 /sV. Calcolare l’accelerazione dell’elettrone per r = 100 
pm. 

Se vogliamo l’accelerazione dobbiamo conoscere la velocità e quindi calco¬ 
lare il campo elettrico all’interno del sistema, che è un condensatore cilindrico. 
Come abbiamo visto nel problema 9.9, E = q/2zt£or, q = 2 ji£qV /\og(R 2 l R\), 
da cui 


E = • 


482.7 V 
m 


log(/? 2 /f?i) r r 
La velocità dell’elettrone, in funzione del raggio, è 

120.7 m 
r s 


v = KE- 


Di conseguenza abbiamo per l’accelerazione 


dv 

Ut 


dv dr 
dr dt 

KV 


ir dE 

-R—v 


R 2 E 


dE 


-l2 


log(fl 2 //?i) 


1 


dr 

1 46 • IO 4 m 


il segno meno della derivata dE/dr è cancellato dal fatto che velocità e accele¬ 
razione dell’elettrone sono discordi al campo elettrico. Per r = 100 pm 
a = 1.46 • IO 16 m/s 2 A questa accelerazione, secondo (9.6), corrisponde una 
potenza irradiata di 7.53 • IO -3 eV/s, la velocità istantanea, per r= 100 pm, è 
v = 1.21 • IO 6 m/s. 


9.11. Due piani conduttori indefiniti paralleli , distanti h, sono posti uno a poten¬ 
ziale zero, l’altro a potenziale V 0 > 0. Dal primo (catodo) escono elettroni 
con velocità nulla. Calcolare la relazione che sussiste tra densità di corren¬ 
te j e d.d.p. Vo, nell’ipotesi che al catodo il campo elettrico sia nullo (per 
la soluzione occorre tener conto della densità di carica dovuta agli elettroni 
nello spazio tra i piani). 

Gli elettroni emessi dal catodo vengono attirati dall’elettrodo a potenziale 
positivo V 0 (anodo). Detta x la coordinata ortogonale agli elettrodi (x = 0 sul 
catodo, x — h sull’anodo), in ciascun punto la velocità degli elettroni è paralle¬ 
la all’asse x ed è legata al potenziale in quel punto dalla relazione 

mv 2 (x) = eV(x) => v(x) = 

A differenza di quanto visto nel problema 2.9 il potenziale ora non varia 
linearmente con x, a causa della presenza tra gli elettrodi di una densità di 
carica negativa che altera il campo elettrico non più uniforme. Il legame tra 
V(x) e p(r) si ottiene dalle equazioni di Maxwell, ridotte al nostro caso unidi¬ 
mensionale: 

divE = q /£ 0 => = — É>(*) 

dX £q 

dV 

rotE = 0 => E = — grady => E =—— . 

dx 


2eV(x) 

m 


I 
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Mettendole insieme, d 2 V/dx 2 = -p(x)/e 0 , che è l'equazione di Poisson (1.8) 
cui si poteva ricorrere subito. Adesso occorre trovare il legame tra p(x) e la 
densità di corrente /: dal problema 5.5 abbiamo /= -g(x)v(x), dove il segno 
meno significa che le cariche in moto sono negative. In conclusione 

1 ()W = _L_ = 1[_2- T n = J-V(x)-V\ 

dx 2 so 0( ) e 0 v(x) £ 0 L 2eV(x) J A 


con A = eoile/m) 1 ' 2 = 5.25 • IO- 6 C 5/2 s 2 /m 3 Kg 3/2 . 

La soluzione dell’equazione differenziale richiede qualche accorgimento 
matematico. Si pone V' =dV/dx\ allora 


dx dV dx 


£ ^l = j_ y- 1/2 
dV A 


Dall’ultima eguaglianza, separando le variabili, si ha 


V'dV-J-V~ ì/2 dV => 
A 


[V’{xf - V'(0) 2 ] = 4 / [V(x) 1/2 - V(0)^ 2 ] 


Secondo i dati V'(0) = (dV/dx) x = 0 = 0 e V(0) = 0 per cui 

e integrando nuovamente per separazione di variabili tra 0 e h 
. r 1 / „ \ 1/2 


V(/z) 3/4 - V(0) 3/4 


di qui si ricava il risultato finale 

. 4 A 2-33 • IO" 6 

’-^)T? vS - 


Questa relazione / = KV^ 2 è nota come legge di Langmmr-Child ed è valida 
anche in disposizioni geometriche differenti (con valori di K diversi). Nella 
pratica essa è verificata per esempio nei diodi ad emissione termoelettronica. 
Quanto studiato è interessante anche perché mostra un sistema che non segue 
la legge di Ohm (4.3-4.4). 


9.12. Secondo il modello elementare di Fermi in un conduttore metallico gli 
atomi sono privi degli elettroni di valenza, i quali costituiscono una specie 
di gas che può muoversi liberamente entro il metallo; gli ioni invece si 
pensano fissi e si trascura l’interazione tra ioni ed elettroni. Si supponga 
che al moto collettivo degli elettroni, generalo con l’applicazione di un 
campo elettrico costante, si opponga una forza di attrito proporzionale alla 
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velocità. Dimostrare che con questa ipotesi si arriva alla legge di Ohm; 
dare inoltre un’espressione esplicita per la conduttività di un metallo e 
calcolare la velocità degli elettroni di conduzione. Come esempio si conside¬ 
ri il rame, valenza unitaria, densità S = 8.9 • IO 3 Kg/m 3 , conduttività 
g — 5,8 . io 7 £2 - 1 m- 1 , peso atomico M — 63.6; per la velocità si assuma 
di avere a che fare con un filo percorso da una corrente di densità f = 10 
A/m 2 . 


Applicando un campo elettrico costante, al moto disordinato degli elettro¬ 
ni si aggiunge un moto in verso opposto a quello del campo elettrico, di 
equazione mdv/dt= -eE-Kv, dove v è la componente della velocità dovuta 
al campo elettrico e K è il coefficiente di attrito viscoso. Riscriviamo così 
l’equazione: 


dv_ K_ v= _f_ 
dt m m 


(a) 


La soluzione più generale di questa equazione differenziale (lineare, a coeffi¬ 
cienti costanti, non omogenea) è data dalla somma di due termini. 

1) l’integrale generale dell’equazione omogenea associata, dv/dt + 
Kv/m = 0, che è del tipo u = Ae~*' /m , con A costante di integrazione; fisica- 
mente ciò vuol dire che una perturbazione momentanea produce un moto che 
si smorza esponenzialmente con costante di tempo x=m/K\ 

2) un integrale particolare della (a): è immediato verificare che 
u= -eE/K= -exE/m è soluzione di (a); questa è la condizione di equilibrio 
dinamico, quando le due forze in gioco si bilanciano (si ricordi che sotto 
Fazione di una forza costante e di un attrito viscoso si ottiene a regime un 
moto uniforme). 

Pertanto, in un conduttore sottoposto ad un campo costante, passato il 
regime transitorio si instaura un moto uniforme antiparallelo al campo. Se 
prendiamo una sezione del conduttore ortogonale a E attraverso questa c è un 
flusso di elettroni in seeso contrario al campo (in assenza di campo il flusso è 
nullo in quanto il numero di elettroni che attraversa la sezione in un senso è 
mediamente eguale a quello che la attraversa nell’altro). In presenza di campo 
esiste dunque una densità di corrente (problema 5.5) 

ne 2 x r- fbì 

j=—ne v — - E , 

m 


che è proprio la legge di Ohm (4.4). Per la conduttività si ricava 


Più che per calcolare g la (c) serve, nota sperimentalmente la conduttività, a 
calcolare x, costante di tempo del fenomeno transitorio, detta anche tempo di 
rdassamento del conduttore; se l’equilibrio di un conduttore elettrico viene 
perturbato, t dà l’ordine di grandezza del tempo necessario affinché si ristabili¬ 
scano le condizioni di equilibrio. 

Nel caso del rame cominciamo col calcolare n, che è eguale^ al numero di 
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atomi per unità di volume, essendo la valenza unitaria. Con la solita formula 
(vedi problema 3.14) 


Nd 

M 


■■ 8.4 • IO 2 


elettroni 


mg 

ne 2 


2.5 • IO -14 s 


La velocità degli elettrom di conduzione nella direzione di E si ricava dalla 
(b): u = 7.4 • IO -4 m/s. Vediamo che essa è assai bassa (per percorrere un 
centimetro occorrono 13.5 s) se confrontata con le velocità degli elettroni liberi 
che nella teoria di Fermi sono dell’ordine di IO 6 m/s. 


9.13. Calcolare quanto deve valere la d.d.p. acceleratrice che fa aumentare 
dell’1% la massa dell’elettrone; ripetere il calcolo per il protone. Si suppon¬ 
ga che le particelle siano inizialmente a riposo. 

Si può ragionare in questa maniera, con riferimento al paragrafo 9b.: a 
riposo la massa dell'elettrone è m e e l’energia di massa vale m e c 2 : per fare 
aumentare la massa occorre mettere in moto l’elettrone cedendogli energia; 
quando la massa è diventata m = 1.01 m e . l’energia totale posseduta dall’elet¬ 
trone è, secondo (9.8), mc 2 = l 01 m e c 2 e quindi AW=lQ~ 2 m e c 2 Ricordan¬ 
do il valore dell'energia a riposo dell’elettrone dato nel paragrafo 9 c., occorre 
che il campo elettrico fornisca l’energia 

ÀW = IO -2 • 0.51 • IO 6 eV = 5.1 • IO 3 eV = 5.1 KeV 

la d.d.p. acceleratrice vale quindi 5.1 • IO 3 V. Per il protone il valore numerico 
è evidentemente 9.38 • IO 6 V. 

Nella tabella seguente sono riportati alcuni valori della velocità, di B= v/c 
e di y = (1 — p 2 )~ l ' 2 : 


u(m/s) 

P 

r 

5 • IO 6 

0.0167 

1.0002 

1 • IO 7 

0.0333 

1.0006 

5 • IO 7 

0.1667 

1 0142 

1 • IO 8 

0.3333 

1.0605 


Si vede che a un y= 1.01 corrisponde una velocità di circa 5 • IO 7 m/s; sappia¬ 
mo da quanto detto che per farla acquistare a un elettrone bastano circa 
5 • IO 3 V, mentre per un protone occorrono quasi dieci milioni di volt. 


9.14. Nel dispositivo mostrato in figura A e C sono due piastre metalliche paral¬ 
lele; la prima, a potenziale zero, emette elettroni con velocità nulla, la 
seconda, a potenziale V = 2.1 • IO 4 V, ha un forellino F così da permettere 
il passaggio degli elettroni. Uscendo dal foro questi si trovano in -una 


regione di spazio in cui esiste un campo magnetico B, uniforme e costante, 
diretto verso il lettore e di modulo IO -2 T. Si osserva che gli elettroni 
deviano verso destra e ricadono sulla piastra C nel punto P distante 98.70 
mm da F. Descrivere il moto degli elettroni nel campo magnetico e calco¬ 
larne il rapporto carica su massa. 


Sugli elettroni in moto nel campo magnetico agisce ^ 
la forza di Lorentz (9.2); nel caso particolare in cui v i 

sia ortogonale a B il modulo della forza è qvB. Se c _[ f P 

dunque non ci sono componenti iniziali della velocità * 7 - 

uscenti dal piano del disegno, come noi supporremo, il 
moto avviene in tale piano, ortogonale a B. Inoltre esso 
è uniforme, cioè con velocità costante in modulo, perché la forza di Lorentz, 
ortogonale alla traiettoria, non compie lavoro sulla particella (paragrafo 9a.), 
bensì dà origine a un’accelerazione centnpeta secondo la legge 


m 


r 


= qvB => mv = p = qrB ; 


il raggio di curvatura della traiettoria vale 


_ p _ mv 
qB qB 


(a) 


e risulta costante, essendo v e B costanti. La traiettoria è quindi un arco di 
circonferenza e il moto è circolare uniforme con velocità angolare e periodo 
dati da 


v _ qB j,_ 2 ti _ 2ttm 
r m ’ co qB 


0 >) 


La trattazione, fino a questo punto, è relativisticamente corretta; nel campo 
magnetico il modulo della velocità della particella non subisce variazioni e il 
rapporto p/v = m, massa della particella, non varia; naturalmente v può essere 
tale che m sia maggiore della massa a riposo m 0 . Per piccole velocità le formu¬ 
le (a) e (b) si possono scrivere con mo al posto di m; è molto importante 
notare che, in questo caso, co e T sono indipendenti dalla velocità e quindi dal 
raggio. 

Cominciamo col trattare il caso proposto con le formule non relativistiche; 
la velocità che gli elettroni possiedono quando entrano nel campo magnetico si 
ricava da eV=l/2 m 0 v 2 per cui il raggio di curvatura secondo (a) vale 


1_ f 2m 0 V \ 1/2 e _ 2V 
B \ e ) m 0 r 2 B 2 


Siccome la velocità di entrata è ortogonale alla piastra C la traiettoria è esatta¬ 
mente una circonferenza e r=FP /2 = 49.35 mm. Numericamente si ottiene 
e/mo = 1.725 • IO 11 C/Kg. Se prendiamo i valori noti delle costanti e, m 0 e ne 
facciamo il rapporto troviamo 1.758 • IO 11 C/Kg, cioè una differenza di circa 



330 


CAPITOLO 9 


MOTI DI CARICHE IN CAMPI ELETTRICI E MAGNETICI 


331 


2%. Evidentemente la velocità degli elettroni è tale da dover usare espressioni 
relativistiche; in effetti si è visto nel problema 9.13 che già 0.5 • IO 4 V bastano 
per causare una variazione dell’ 1 % nella massa dell’elettrone. 

Utilizziamo allora la (9.11) in cui esprimiamo l’energia cinetica come eV e 
la quantità di moto come eBr, secondo la (a). Si trova 


e 

m 0 


2V 


r 2 B 2 


V 2 

-2 


1.760 • IO 11 


C 

Kg 


La precisione dei mezzi di indagine sperimentale che possono essere usati per 
una misura di questo genere consente con facilità di provare la correttezza 
delle formule relativistiche. 

Gli spettrometri di massa sono un esempio di applicazione pratica dei 
risultati visti; le particelle accelerate sono in generale ioni, la cui massa è 
almeno 2 • IO 3 volte superiore a quella dell’elettrone; le d.d.p. usate sono 
dell’ordine di IO 3 — IO 4 V e non è necessario usare formule relativistiche. L’i¬ 
dea base è di sfruttare l’azione del campo magnetico per separare ioni con 
masse diverse, in quanto essi percorrono traiettorie diverse. Sono stati così 
scoperti numerosissimi isotopi ed è stato possibile iniziarne la produzione, in 
quantità ponderabilmente apprezzabili, per scopi di ricerca e di applicazioni 
mediche e industriali. 

Per concludere, vogliamo accennare a una formula assai usata in questi 
casi. Come si deduce dal paragrafo 9c., nella formula p = qBr se si vuole 
esprimere la quantità di moto in unità eV/c occorre moltiplicare per 
3 ■ IO 8 /1.6 • IO -19 ; se q è proprio la carica elementare 

P = 3 • 10 8 £r — = 3 • IO 2 iìr — (c) 

C C ' ' 


essendo B misurato in tesla e r in metri. 

Vogliamo infine notare che la prima delle (b) si può scrivere in forma 
vettoriale: si parte dal fatto che la forza di Lorentz è centripeta, cioè che 
qv XB = e) X mv e si ricava 


tu = 



(d) 


la velocità angolare o> della particella è concorde al campo B se la carica q è 
negativa, discorde a B se q è positiva. 


9.15. Un fascetto di ioni, con carica q = 1.6 ■ IO -19 C e velocità iniziale nulla, 
accelerato da una d.d.p. di 23 V, penetra normalmente nel punto M (vedi 
figura) entro la camera a vuoto di uno spettrometro di massa, in cui esiste 
un campo magnetico uniforme, ortogonale al disegno. Nello spettrometro il 
fascio si rivela fatto di due componenti: una cade nel punto N tale che 


MN = 280 min, l’altra nel punto P tale che MP = 392 mm. Se gli ioni che 
arrivano in N vengono riconosciuti per ioni sodio, aventi massa atomica 
23, calcolare la massa e la velocità del secondo tipo di ioni (si ricordi che 
l’unità di massa atomica vale 1.65 ■ IO -27 Kg). 

Ci riferiamo alle formule del problema 9.14, dove le masse sono quelle a 
riposo, visto il piccolo valore della d.d.p. acceleratrice. Gli ioni dei due tipi 
diversi percorrono due semicirconferenze di raggi 


• 8 

D = y MN = 140 mm , r 2 = y MP = 196 mm . 

M N P 

Degli ioni sodio possiamo calcolare la velocità- è 1/2 m x v 2 = qV con 
m x = 23 • 1.65 • IO -27 Kg; si trova = 1 39 • IO 4 m/s D’altra parte è vero 
anche che 1/2 m 2 v 2 = qV e che m x v x = qBr x , m 2 v 2 = qBr 2 . Abbiamo quindi 
il seguente sistema nelle incognite m 2 , v 2 

m x v x ■= m 2 vì m 2 = m x 




m\V\ _ n 

m 2 v 2 r 2 v 2 = v x — 

r 2 


ovvero m 2 = 1.96 m x = 74.4 • IO -27 Kg (massa atomica 45), v 2 = IO 4 m/s. 

Se ioni diversi entrassero nello spettrometro con la stessa velocità (e diver¬ 
sa energia cinetica) allora il rapporto tra le masse sarebbe eguale al rapporto 
dei raggi di curvatura In effetti alcuni tipi di spettrometro possiedono questa 
caratteristica (si veda il problema 9.21). 


9.16. Nella figura le due linee FF e GG, distanti L = 1 m, delimitano tre regioni 
di spazio con le seguenti caratteristiche: a sinistra di FF e a destra di GG 
non c’è campo magnetico, nella regione intermedia esiste un campo ma¬ 
gnetico uniforme, ortogonale al piano del disegno e diretto verso il lettore, 
di modulo B = 1.5 T. Dal punto O e nel piano del disegno viene emessa 
una particella con carica e che entra nella regione in cui B ¥= 0 nel punto 
P e ne esce nel punto Q. Detta D = 1 m la distanza OO', determinare il 
segno della carica della particella nonché il modulo della quantità di moto 
e, nel punto Q, la sua direzione; si sa che 0'P = 9 cm, 0"Q = 13 cm. 
Determinare inoltre in quale punto e con quale angolo sarebbe uscita dal 
campo una particella con eguale massa e velocità, ma carica opposta. 

Se si prolunga il segmento OP fino all’uscita della zona in cui c’è campo 
magnetico si vede che il punto Q si trova al di sotto del prolungamento, cioè 
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CJ fuori figurai 



la traiettoria è incurvata verso la parte inferiore del disegno. Ragionando sulla 
(9.2) oppure sulla (d) del problema 9.14 si deduce che la canea è positiva. 
Una carica negativa sarebbe invece deviata verso la parte superiore, uscendo 
dal campo per esempio nel punto S. La traiettona nella regione in cui c’è 
campo magnetico è m ogni caso un arco di circonferenza di raggio R. Dalla 
figura si deduce che ì centri C+ e C_ delle circonferenze cui appartengono le 
traiettorie della carica positiva e di quella negativa hanno le coordinate 


f xo = D + Rsen9 | xo = D — Rsend 

C + C_ 

[ y 0 = Dtgd- Rcosd [ y 0 = Dtg6 + Rco$6 . 

Facendo sistema tra ( x — xo) 2 + (y — yò ) 2 = R 2 e x = D + L si ottengono le 
coordinate y dei punti di uscita dal campo. Scartando soluzioni non fisiche il 
risultato è 


y ± = Dtgd+ Rco$ 6 ± [R 2 - (L +Rsen0) 2 ]7 2 • 

Noti che siano D, L, y + = 0"Q, 0 = arctg ( O'P/OO'), si ricava 


R -— Ptg6>) 2 + L 2 = 10 m 

2 [Lsenf? - (y+ - Dtg0)] 


La conoscenza del raggio di curvatura porta a = 23 cm e alla quantità di 
moto, secondo la (c) del problema 9.14: 


p = 300 BR = 4.5 • IO 3 


MeV 


4.5 


GeV 


Riassumendo: la particella positiva che esce da O e passa per P e Q ha 
quantità di moto pari a 4.5 GeV/c; un’identica particella, ma con carica nega¬ 
tiva, che uscisse da O e passasse per P con quantità di moto 4.5 GeV/c. 
abbandonerebbe il campo nel punto S di coordinata = 23 cm. 

La direzione della quantità di moto in Q o m S si calcola facilmente: dalla 
figura risulta, tenendo conto delle convenzioni sui segni degli angoli, che 
Rsend + R sen cp ± = L e dunque 

sen<p ± = + + senfi . 

I valori numerici sono 0,. = - 0.59° = -0°35', = 10.93° = 10°56'; anche cp, 

come 6 , è misurato rispetto all’asse x. 

Il dispositivo descritto è un esempio di spettrometro magnetico: da misure 
geometnche sulla traiettoria di una particella prima e dopo rmterferro di un 
elettromagnete si nsale alla quantità di moto di una particella. Uno schema di 
questo tipo è molto usato in esperimenti di fisica nucleare e subnucleare. Nei 
calcoli reali occorre tener conto della struttura effettiva del campo magnetico 
(si ricordi l’osservazione fatta alla fine del capitolo settimo). 


9.17. Nel dispositivo mostrato in figura dal forellino F escono elettroni che sono 
stati emessi, con velocità nulla, da un filamento per effetto termoelettrico e 
accelerati da una d.d.p. V = 3 • IO 3 V. Questi elettroni hanno, con ottima 
approssimazione, la stessa componente v z della velocità e diverse, ma molto 
piccole, componenti v x . Lungo l’asse z, nella regione al di sopra del foro, 
c’è un campo magnetico B uniforme e costante; a distanza L = 2 cm dal 
foro c’è uno schermo fluorescente S su cui gli elettroni vanno a cadere. 
Determinare le condizioni per cui le traiettorie di tutti gli elettroni finiscono 
nel punto F' e calcolare il corrispondente valore del campo magnetico. 

La velocità di un singolo elettrone forma, nel punto F, un certo angolo 6 
con il campo magnetico B e ha quindi le componenti v x = usenfl, v z = vcosd 
(possiamo supporre per comodità che u sia contenuta 
nel piano x, z). Il moto risulta scomponibile m due 
parti, una con velocità parallela a B, l’altra con velo¬ 
cità ortogonale. Nel primo caso la forza di Lorentz è 
nulla, quindi il moto è rettilineo uniforme con veloci¬ 
tà u 2 ; per il secondo caso siamo nella stessa situazio¬ 
ne del problema 9.14 e pertanto, nel piano ortogona¬ 
le a B, il moto è circolare uniforme con velocità lineare v x , velocità angolare 
co = eB/m (indipendente dalla velocità, essendo piccolo il valore della d.d.p. 
acceleratrice) e raggio R = mv x /eB = m usenfl/ eB. La composizione di questi 
due moti dà luogo a un moto elicoidale uniforme lungo un asse parallelo 
all’asse z. Dopo un tempo T— 2n/a = 2nm/eB l’elettrone si trova in un 
punto dell’asse FF‘ distante da F 



c 


c 
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2 n:m ucos 0 


h è il passo dell’elica e corrisponde alla misura della traslazione lungo l’asse z 
che avviene nel tempo T , periodo del moto circolare uniforme; notiamo che h 
è inversamente proporzionale a B. 

Un elettrone descrive pertanto un’elica con un dato raggio, dipendente da 
v x e perciò caratteristico di ciascun elettrone; il passo di tutte le eliche è però 
lo stesso, m quanto eguali per tutti gli elettroni sono v z e T. Se allora h 
coincide con L tutte le traiettorie elicoidali iniziatesi in F terminano in F'. 
Potendosi scrivere 1/2 mv z =eV ovvero v 2 = (2 eV/m) 1/2 , da h — L, cioè 
v z T = L, utilizzando l’espressione di T si ha 

e _ &zt 2 V 
m B 2 L 2 

Questa relazione fissa il valore di B corrispondente alla condizione richie¬ 
sta. Se ora B aumenta h diminuisce e non si verifica più l’effetto; quando però 
2 h = L oppure 3 h = L e così via, le orbite degli elettroni terminano ancora 
tutte m F'. Pertanto la condizione più generale è 


e 8 jv 2 V 2 
— = —~ —=- n 
m B 2 L 2 



8 mV 
e 


1/2 

n = 5.8 • 10 2 n 


T 


B deve assumere uno dei valori (5.8, 11.6, 17.4, ...) • 10 2 T. 

L’apparato descritto funziona come una lente, nel senso che dà un’imma¬ 
gine del punto F nel punto F': si parla di lente magnetica e di fecalizzazione 
magnetica ; il campo magnetico può essere facilmente prodotto per mezzo di un 
solenoide che contiene il dispositivo. 

Il metodo è detto di Busch ed è servito per una determinazione molto 
precisa del rapporto e/m per gli elettroni. Confrontato col metodo del proble¬ 
ma 9.14, adottato da Lenard che sfruttava l’effetto fotoelettronico per fare 
uscire gli elettroni dalla piastra metallica A, ha permesso di stabilire che in 
tutti e due ì fenomeni (termoelettronico e fotoelettronico) le particelle emesse 
erano le stesse. 


9.18. Una regione di spazio è sede di un campo elettrico e di un campo magneti¬ 
co, paralleli tra loro, uniformi e costanti (vedi figura). Dall’origine O viene 
immesso nella regione un protone con velocità t>o = 5 • IO 6 m/s, contenuta 
nel piano y, z e formante un angolo 9 = 54° con l’asse z. Descrivere il 
moto del protone dando l’equazione della traiettoria e la legge oraria. Si 
assuma E = IO 3 V/meB = IO -1 T. 

Ricorriamo alle relazioni generali (9.4) in cui E x = E y - B x = B y = 0, 
E z - E, B z - B: 


m 


d 2 x 

1 ? 


qB 


ày 

dt 


m 


dt 2 


~ ~qB 


dx 

~àt 


dt 2 


— qE 


(a) 


Le condizioni iniziali per t = 0 sono x = y = z = 0, dx/dt — 0, dy/dt = v Qy = 
Uosenfi, dz/dt = v Qz = u o cos0. La terza equazione è indipendente dalle altre 
due e dà un moto uniformemente accelerato lungo l’asse 
z, dovuto esclusivamente al campo elettrico: 

Z^VQzt + ^r — t 2 . (b) 

2 m 

Per risolvere le equazioni m x e y, che sono tra loro 
dipendenti, deriviamo la prima rispetto al tempo, ottenendo un’espressione per 
d 2 y/dt 2 che sostituiamo nella seconda, analogamente deriviamo la seconda e 
sostituiamo d 2 xldt 2 nella prima. Si ottiene 



d 3 x q 2 B 2 dx „ d 3 y q 2 B 2 dy 
dt 3 m 2 dt ’ dt 3 m 2 dt 


che nelle funzioni incognite dx/dt e dy/dt sono le equazioni di due oscillatori 
armonici, 


= -àf 0 cos (tot + a) , = Y 0 cos (tot + fi) , 

dt dt 

con a) = qB/m. A loro volta queste due equazioni differenziali sono facilmente 
risolubili: 

x = — sen (tot + a) + A , y = — sen (cot + fi) + C . 
co co 

In totale abbiamo sei costanti arbitrarie; alle quattro condizioni iniziali su 
spazio e velocità abbiamo aggiunto, con l’operazione di derivazione, due condi¬ 
zioni sulle accelerazioni: per t = 0 d 2 y/dt 2 = 0, come risulta dalla seconda 
delle (a), d 2 x/dt 2 = qBv Q sen6/m, come si vede dalla prima delle (a). Fisica¬ 
mente, questa è l’accelerazione centripeta dovuta alla forza di Lorentz che 
incurva la traiettoria del protone, facendola uscire dal disegno verso il lettore 
In conclusione abbiamo sei equazioni: 


co 

Is. 

co 


sen a + A = 0 
sen fi + C = 0 


X 0 cosa = 0 , - coX(,sena= 

m 

YoCos/3 = u 0 sen 0 , - co Y 0 sen/3 = 0 . 


La soluzione è immediata e porta al risultato finale 


mv osen© 
~qB 


i (i B . 

1 — cos — - t 


mv 0 sen0 qB , , 

y =-- sen -— t . (c) 

qB m 
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Nel piano x, y il moto è circolare uniforme, con centro nel punto Q di 
coordinate x 0 = mv 0 send/qB, j o = 0 e raggio R = x 0 ; esso dipende solo dal 
campo magnetico. 

L’insieme di (b) e (c) dice che il moto è elicoidale, con asse passante per 
Q e parallelo all’asse z. A differenza del caso del problema 9.17, cui ci si 
riconduce se E = 0, il moto non è più uniforme e il passo dell’elica è variabile. 
Con i campi e la velocità disposti come in figura, a seconda del segno della 
canea si hanno due possibilità; se la carica è positiva, il moto procede indefini¬ 
tamente lungo il verso positivo dell’asse z; se invece la canea è negativa, per 
cui la forza elettnca è antiparallela a z, il moto inizia lungo l’asse z positivo, 
ma specularmente rispetto al caso prima descritto (il piano yz essendo lo 
“specchio”), raggiunge una certa quota massima per poi invertirsi in z e prose¬ 
guire indefinitamente tendendo a z--°°. La quota massima dipende dalla 
velocità iniziale lungo l’asse z in accordo con la conservazione dell’energia: 1/2 
mvlz = qEz M ; è evidente che se v 0z = 0 non si ha inversione del moto. 

Nel caso specifico proposto la carica è positiva e il moto procede esclusi¬ 
vamente lungo l’asse z positivo con i seguenti valori numerici: 

R = — osen0 =Q42 m W = £B_ !=9 5S . 10 6 ± > r = —= 6.56 ■ 1(T 7 s, 

qB m sa) 

x = 0.42 (1 — cos 9.58 • 10 6 f) m , 

y = 0.42 sen 9.58 • 10 6 f m 

z = 2.94 • 10 6 f + 4.79 • 10 I0 f 2 m 

Dopo n gin (f = n T) la quota raggiunta è 

z n = nVozT+n 2 T 2 , 

2 m 

dopo n + 1 giri è z„ + 1 (stessa struttura di z„ con n + 1 al posto di n) e quindi 
l’espressione del passo è, sostituendo T = InmjqB , 

£~ 

u 02 + (2n + 1) n — 

D 

esso cresce linearmente col numero di giri. Numericamente 
h = 1.93 + (2n + 1) • 2.06 • IO -2 m . 

Al primo giro il passo è 1.95 m, dal primo al secondo è 1.99 m, dal secondo 
al terzo 2.03 m e così via; esattamente l’aumento ad ogni giro è dato da 
dh/dn = 4.12 • IO -2 m. 


2 nm 

~w 


9.19. Tra le armature di un condensatore piano, quadrate di lato 1=8 cm, 
distanti h = 2 cm e cariche alla d.d.p. V «= 400 V, esiste un campo magne¬ 
tico parallelo e discorde al campo elettrico, di modulo B =* 0.1 T (vedi 


figura). Un fascetto di ioni passa attraverso il condensatore con velocità 
iniziale i > 0 parallela alle armature. Determinare le equazioni parametriche 
della traiettoria entro il condensatore. Se nella soluzione si possono adatta¬ 
re le approssimazioni sena = a e cos a = 1 - a 2 fi, calcolare dove cadreb¬ 
be il fascetto su uno schermo fluorescente S posto immediatamente fuori 
del condensatore e specificare come si sposta il punto di impatto al variare 
della velocità iniziale degli ioni e del rapporto carica su massa degli stessi. 
Si consideri in particolare il caso di ioni Ne 20 e Ne 22 con carica positiva 
pari alla carica elementare. 


La determinazione delle equazioni parametriche avviene come nel proble¬ 
ma 9.18, le cui (b) e (c) diventano, tenuto conto che Q= 90° e che il sistema 
di coordinate non è lo stesso, 


{2 


2 m 


mv o qB 

~ sen t 
qB m 


qB 


mu 0 qB 

z = —— I 1 - cos -— t 


m 


(a) 



Si tratta di un’elica cilindrica con asse parallelo all’asse x\ il moto, non unifor¬ 
me, avviene nel verso positivo dell’asse x. 

Se adottiamo le espressioni valide per valori piccoli dell’argomento del 
seno e del coseno le (a) diventano 

• < b > 


Per questo occorre che tot sia piccolo; siccome per entrambi i tipi di ioni 
cu = qB/m — 5 • 10 s rad/s, f deve valere all’incirca IO -7 s o meno. Se il tempo 
di attraversamento del condensatore è di questo ordine di grandezza le (b) 
servono per calcolare il punto di incontro P tra schermo 5 e traiettoria; le 
coordinate di P si ricavano ponendo y = l e t = l/v 0 : 

xss alJL , z =slJL 

2m v 0 ’ 2 m u 0 

Eliminando v 0 si ottiene il luogo dei punti descritti da P sullo schermo S: 


x 


2 E m 2 


(c) 


Si tratta di una parabola che, fissati ì parametri dell’apparato, dipende solo dal 
rapporto carica su massa degli ioni. Per uno stesso tipo di ioni al variare di v 0 
P si sposta sulla curva (c); se invece è diverso il tipo di ioni (per esempio 
isotopi di uno stesso elemento, con q/m diverso), diversa è la parabola sullo 
schermo. Nel caso proposto le equazioni sono: 
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Ne 20 

m = 20 • 

1.65 • 

- IO" 27 

Kg =* 

x = 128.8 z : 

Ne 22 

m = 22 - 

■ 1.65 

■ IO" 27 

Kg =s> 

je = 141.9 z : 



in figura sono mostrate le due parabole corrispondenti. 

Con un apparato simile a quello descritto J.J. Thomson nel 1913 dimostrò 
1’esistenza degli isotopi di elementi non radioattivi, come il neon. Se gli ioni 
vengono prodotti utilizzando neon naturale le intensità luminose delle due 
parabole non sono eguali: quella relativa al Ne 20 è molto maggiore in quanto 
in natura i due isotopi sono presenti nel rapporto 9:1. 


9.20. Un condensatore piano indefinito ha le armature distanti d = 5 min; /'ar¬ 
matura inferiore è a potenziale zero, quella superiore al potenziale V = IO 3 
V. Parallelamente alle armature c’è un campo magnetico uniforme, di 
modulo S = 8 • 10" J T (vedi figura). Dall’armatura inferiore vengono 
emessi elettroni con velocità trascurabile. Descrivere il loro moto e calcola¬ 
re il valore minimo di B per cui gli elettroni non raggiungono più l’arma¬ 
tura superiore. 


Consideriamo una particella con carica q e massa 
m che si trovi m quiete nell'origine al tempo t = 0. 
Tenuto conto che E y = E z = B x = B z = 0 e che 
E = - Eu*, da (9 4) abbiamo 




Lungo l’asse y non c’è moto in quanto la componente iniziale della velocità 
lungo y è nulla al pari della componente y della forza. Il moto si sviluppa 
perciò nel piano xz (in figura l’asse z è diretto verso il lettore). 

Usiamo ora parzialmente la procedura vista nel problema 9.18; deriviamo 
la prima delle (a) e sostituiamo l’espressione ottenuta per d 2 z/dt 2 nella terza: 

d 3 x q 2 B 2 dx _ . 

dt 3 m 2 dt 


Le condizioni iniziali, al tempo f = 0, sono * = 0, dx/dt = 0 e d 2 x/dt 2 
= —qE/m, come sì ha dalla prima delle (a). Risolvendo in dx/dt si trova 


dx 

Hi 


E 

—— sencof 


mE ( qB . 

-=■ cos — t - 1 

qB 2 l m 


(b) 


La conoscenza di x e quindi di d 2 xjdt 2 permette di ncavare dalla prima delle 

(a) 


dz _ E 

Ht ~B 


qB 

cos -— t — 1 
m 


mE 

w 



(c) 
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nell’ultima integrazione si è tenuto conto che z = 0 per t = 0. 

La (b) corrisponde a un’oscillazione armonica sull’asse x attorno al punto 
di coordinata x 0 = —mE/qB 2 , con ampiezza mE/qB 2 e pulsazione w = qB/m. 
Lungo l'asse z si ha, secondo (c). oltre ad una oscillazione armonica eguale, a 
parte lo sfasamento di jr/2, a quella lungo l’asse *, una traslazione uniforme 
nel verso negativo con velocità E/B: ad ogni periodo T= 2x/a> = 2nm/qB 
dell’oscillazione la particella avanza della quantità fissa ET/B = 2xmE/qB 2 . 
Il moto risultante avviene lungo la traiettoria mostrata in figura, eguale a 
quella descritta da un punto che ruoti con moto circolare uniforme attorno ad 
un centro che sia in moto rettilineo uniforme lungo l’asse z, come il punto 
generico della circonferenza di una ruota che, nel piano xz, rotoli senza stri¬ 
sciare sull’asse z. Una tale traiettoria si dice cicloide. 



-0.36 -0.72 -1.08 -1.44 -1.80 -2.16 


Nel nostro caso la particella ha carica negativa -e; le equazioni pararne- 
triche (b) e (c) diventano 


eB 

cos- t 

m 


eB 

sen — t- 
m 


Si verifichi, basandosi sul verso e sulla direzione di E nonché sulla forza di 
Lorentz, che il moto dell’elettrone avviene con x>0 e z«S0, come dicono le 
(d). Le espressioni numeriche, cui corrisponde la traiettoria della figura, sono: 

x= 1.78 • IO -4 (1 - cos 1.41 • IO 10 t) m 


z = 1.78 • IO" 4 (sen 1.41 • 10 10 f - 1.41 • 10 I0 r) m 

È evidente dalla prima delle (d) che la massima x accessibile agli elettroni è 
2 mE/eB 2 -, se non si vuole che l’elettrone cada sull’armatura superiore occorre 
che 2 mE/eB 2 <d ovvero 


2 ^ 2 mE _2mV 
ed ed 2 


B > 2.13 • IO -2 T . 


La forza magnetica riesce in tal caso ad incurvare la traiettoria e renderla 
parallela all’asse z prima che essa incontri l’armatura superiore. Con ì dati 
proposti questa condizione è soddisfatta; e del resto lo si vede dalla figura, 
dove x M = 0.36 mm, minore della distanza d = 5 mm tra le armature. 
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9.21. In figura è rappresentato un possibile dispositivo per lo studio delle varia- 
doni della massa con la velocità. Dal filamento F vengono emessi per 
effetto termoelettronico elettroni con velocità trascurabile; essi sono accele¬ 
rati da una d.d.p. V e passano successivamente attraverso un selettore di 
velocità S che si può schematizzare come una regione di spazio ài cui sì 
trovano un campo elettrico e uno magnetico, equìversi rispettivamente al¬ 
l’asse x e all’asse y, uniformi. Uscendo dal selettore gli elettroni sono 
sottoposti solo al campo B di cui sopra e vanno a cadere su uno schermo 
fluorescente T. Descrìvere il procedimento della misura ed esprimere il 
risultato con una relazione analitica che leghi e/m alle altre grandezze 
misurabili. 


Cominciamo con l’esammare il funzionamento del selettore di velocità : sul¬ 
l’elettrone che lo attraversa agiscono la forza elettrica -eE, discorde all’asse x, 
e la forza magnetica -etiXB, concorde all’asse x. L’azione combinata di tali 
forze modifica la traiettoria dell’elettrone a meno che questo non abbia una 
velocità tale che, in modulo, evB = eE e quindi le forze si bilancino; se ciò 
avviene l’elettrone avanza con moto rettilineo uniforme lungo l’asse z alla 
velocità che possedeva inizialmente e che deve valere E/B Con opportuni 
diaframmi è possibile isolare abbastanza bene gli elettroni che seguono una 
traiettoria rettilinea per cui nell’ultima parte dello strumento, che funziona 
come uno spettrometro di massa, entra un fascetto collimato di elettroni mono- 
cromatici, aventi cioè tutti la stessa velocità Questi descrivono un arco di 
circonferenza di centro O, il cui raggio è ricavabile dalle quantità L (costante 
dello strumento) e D (deflessione misurata sullo schermo) tramite l’applicazio¬ 
ne del teorema di Euclide al triangolo rettangolo APC: 


D_ 

L 


2 R-D 


R 


L 2 + D 2 
2 D 


(a) 


Dalla (a) del problema 9.14 sappiamo che 

p _ mv _ mp _ v_ 

qB eB / ,, 2 \ 1 / 2 eB 


R = 


1 c 2 


1 


ovvero, con v- 
,R= — 


■■e/b, 

mp 


W 

i 

i 




2 \ V 2 eB 2 


1 - 


c 2 B‘ 


(b) 


W 

<W 

1 / 

d 


Mettendo insieme le relazioni (a) e (b) si ottiene 
_e_ 2 DE 1 

m 0 


L 2 + D 2 B 7 


c 2 B 2 


1/2 


(C) 


In conclusione: si regola V ad un certo valore, in corrispondenza si regola E 
(supponendo che B sia fissato una volta per tutte) in modo che la velocità 
selezionata corrisponda a quella impressa dalla d.d.p. acceleratrice; quindi si 
misura D. Ogni misura eseguita con valori diversi di V. E, D deve dare, entro 
gli errori sperimentali, lo stesso valore, calcolato con la relazione (c), di e/m 0 . 
Nella figura sono rappresentati alcuni risultati sperimentali e le curve teoriche, 
anche per il rapporto m/m 0 — y. Un esperimento di questo tipo è stato con¬ 
dotto da Bucherer nel 1909 (la teoria di Einstein della relatività ristretta è del 
1905) e successivamente raffinato da altri; i risultati si sono sempre dimostrati 
in perfetto accordo con le previsioni teoriche (e confermano indirettamente che 
la carica elettrica è invariante, cioè non dipende dallo stato di moto della 
particella, come postulato dalla teoria della relatività ristretta). 



v/c 


9.22. Il nucleo dell’atomo di elio, formato da due protoni e due neutroni, viene 
chiamato anche particella a; esso possiede una carica positiva le e una 
massa m = 6.65 • 10 “ 27 Kg. Si vogliono accelerare particelle a mediante 
un ciclotrone fino a portarle a un’energia cinetica di 20 MeV. La sorgente 
di a è posta al centro del ciclotrone; per semplificare, si supponga che le 
particelle, appena uscite dalla sorgente, vengano accelerate dalla stessa 
d.d.p. che poi le accelererà nel passaggio da una cavità all’altra del ciclo¬ 
trone. Il raggio massimo delle traiettorie, fissato dalle dimensioni del ma¬ 
gnete, è Rm = 0.5 m, mentre la d.d.p. acceleratrice vale V 0 = IO 4 V. Cal¬ 
colare il valore di B, la frequenza di ciclotrone, il numero totale di giri, il 
percorso totale e il tempo necessario per passare da zero a 20 MeV; 
discutere infine gli effetti relativistici. 

In figura è mostrato lo schema di un ciclotrone: esso consiste di una cavità 
metallica cilindrica piatta divisa in due metà Di e D 2 (chiamate così a causa 
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della loro forma di d maiuscola), posta in un campo magnetico uniforme B, 
parallelo all’asse. Le due cavità sono isolate e sono connesse ai poli di un 
generatore che fornisce una tensione del tipo V= Vocos ai FF t, detta radiofre¬ 
quenza. Quando lo ione percorre una delle cavità (V cav = cost, £ cav = 0) non 
subisce alcuna forza elettrica, mentre invece viene accelerato quando attraversa 
la regione tra le due D in cui c’è campo elettrico. Il campo B costringe lo ione 
a compiere una traiettoria circolare. Dopo aver percorso una semicirconferenza 
all’interno di una D lo ione si riaffaccia all’intercapedine; se nello stesso tempo 
la radiofrequenza ha cambiato di segno lo ione subisce un’ulteriore accelerazio¬ 
ne e il processo si ripete ad ogni semigiro fino a che viene raggiunta l’orbita di 
raggio massimo e la particella, con un opportuno meccanismo, viene deflessa 
all’esterno del ciclotrone. 

Analizziamo adesso quantitativamente il moto appena descritto. Se la par¬ 
ticella a uscita dalla sorgente viene accelerata propno dalla d.d.p. V 0 , la velo¬ 
cità con cui essa entra per la prima volta m una delle D del ciclotrone è data 
da 

mvi - qV 0 => ' 


Nella D la particella descrive una semicirconferenza di raggio Rj = mvi/qB e 
dopo un tempo r/2 = nR l /v ì = nm/qB (mezzo periodo) esce da una D per 
entrare nell'altra; al passaggio la sua energia cinetica diventa 


+ qV 0 


uf = „ a + ISll. = 2 -2^2- 

m m 


e così via; dopo n semigiri la velocità vale v„ = n l ^ 2 v i = n 1 2 (2qV 0 /m -). 

La velocità massima corrisponde a un’energia cinetica T M = 20 MeV: 
v M = (2 T M /m) U2 = 3.1 • IO 7 m/s. Da v M e dal fatto che R M = 0.5 m si ricava 


B = mV V =1.29 T 
qRM 

II numero totale di giri è 



-IH— = 500 ; 
2 qV Q 


esso è pari al rapporto tra l’energia cinetica finale e l’energia cinetica acquista¬ 
ta in ogni giro. 
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Notiamo che il raggio delle semicirconferenze cresce proporzionalmente 
alla velocità, ma il tempo impiegato a percorrerle è sempre lo stesso, almeno 
finché la massa si può ritenere costante (vedi problema 9.14); il periodo è 
quindi 

2 7tm 2n qB 

t = - -, w = - = 2 - , 

qB t m 

Egualmente costante è allora la frequenza di rivoluzione delle particelle, nota 
come frequenza di ciclotrone, che vale 

v = —= . = 9.88 ■ 10 fi Hz . 

2 jt 2izm 

Abbiamo già detto che nel tempo r/2 = 5 06 • IO -8 s m cui la particella per¬ 
corre mezzo giro la radiofrequenza V n cos ai RF t deve cambiare di segno, di 
conseguenza w RF deve essere un multiplo intero di cu; m termini di frequenze 

v RF = jv 7 = 1, 2, 3, ... (b) 

Se /=1 si dice che il ciclotrone opera in prima armonica, se j = 2 si parla di 
seconda armonica e così via. 

Per passare da zero a 20 MeV occorre il tempo 

1 0 = 2 — 500 = -^°-= 50 6 • IO -6 s 
2 v 

Il percorso totale all’interno del ciclotrone è 

S = JtRy + tiR2 + ... + jiRm = nR-i (1 + + . . + 1000 1 / 2 ) = 

1000 

= zi:/?! J x 1/12 dx = 1125 m . 

1 

Essendo le due D del ciclotrone a una certa distanza tra loro, nel calcolo del 
cammino e del tempo totale occorrerebbe tener conto di ciò, ma la distanza è 
in effetti di pochi centimetri e le correzioni sono dell’ordine di qualche per¬ 
cento. 

Verifichiamo quanta energia viene persa per irraggiamento percorrendo ad 
esempio l’ultima semiorbita. Secondo (9 6) viene irradiata la potenza 

„ pV 

P= 1.38 • 10Va 2 = 1.41 ■ 10" 3 V — • 

s 

L’accelerazione centripeta vale 

a = — = 19.2 • IO 14 => P = 5.2-10 -4 — . 

Rm S 2 s 

Il tempo impiegato sulla semiorbita è 10 _3 t 0 e l’energia persa vale 
W = 10 _3 r o P = 0.26 • IO -10 eV, assolutamente trascurabile rispetto all'energia 
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totale posseduta dalla particella (e lo stesso si può dire per le perdite durante 
l’accelerazione tra le due D). 

Discutiamo ora brevemente gli effetti relativistici. Un requisito essenziale 
per il funzionamento del ciclotrone è la relazione (b) che possiamo chiamare 
isocronismo tra le due frequenze caratteristiche v RF e v. Vediamo se v nmane 
costante durante il moto. In base alla (a) v è inversamente proporzionale alla 
massa che a sua volta dipende dalla velocità secondo (9.7). La variazione 
percentuale di v tra l'istante iniziale, v = 0 W = me 2 , e ristante finale, v = vu 
W = myc 2 con y = (1 — Vm/c 2 )~ 1/1 = 1.005, è data da 

Av _ qB/ym-qB/m _ 1 ~ 7 _ 5 . 1Q -3 

v qB/m y 

A causa dell’aumento della massa la frequenza di rivoluzione diminuisce e alla 
lunga la particella non è più in fase con la radiofrequenza, che deve cambiare 
in corrispondenza. L’effetto si esalta con l’aumentare dell’energia della parti- 
cella e porta a un nuovo tipo di acceleratore, il sincrociclotrone, adatto a 
raggiungere energie di qualche centinaio di MeV. 

Come vedremo nel problema 9.23 è possibile recuperare la condizione di 
isocronismo facendo variare il campo magnetico con la distanza dal centro 
secondo una opportuna legge B(r) che corregga la variazione di v con la 
velocità della particella; il campo magnetico cioè, pur restando costante nel 
tempo, non è più uniforme. 

Notiamo infine che l’effetto relativistico non dipende da V 0 ; se V 0 è picco¬ 
lo maggiore sarà il numero di giri e viceversa; ma l’energia cinetica massima 
T m , ovvero la velocità massima v M , dipendono solo dal prodotto BR M . 

Le idee che stanno alla base del funzionamento del ciclotrone sono state 
formulate nel 1932 da E.O. Lawrence. Fondamentale è l’utilizzazione multipla 
della stessa d.d.p. alternata, che permette di raggiungere elevate energie cineti¬ 
che senza disporre di una corrispondente d.d.p. continua (che oltre i 15 — 20 
MV è tecnicamente irrealizzabile). Questa idea di acceleratore ciclico ha aperto 
la strada alle grandi macchine moderne che, seppure con diverse strutture 
magnetiche e di radiofrequenza, si servono sempre della tecnica di cessione 
multipla, in fase con la particella, di piccole quantità di energia. 


9.23. Per ottenere fasci di ioni pesanti con elevata energia cinetica è stato pro¬ 
gettato, ed è in corso di realizzazione in un laboratorio dell’INFN a Mila¬ 
no, un ciclotrone con un magnete superconduttore (CS) di raggio R = 80 
cm, campo magnetico utile B = 4.2 T, avente una struttura a tre cavità (3 
D). Il progetto prevede che si utilizzi un Tandem (vedi problema 9.3) per 
produrre fasci di ioni da iniettare al centro del ciclotrone per una ulteriore 
accelerazione. Descrivere le caratteristiche dei fasci di ioni ottenibili con il 
sistema Tandem-CS, discutendo le implicazioni degli effetti relativistici sul 
moto degli ioni in campo magnetico e indicando l’intervallo dei valori tra 
cui deve operare la radiofrequenza acceleratrice. 
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un parametro caratteristico del ciclotrone, avente le dimensioni di un’energia. 
Le (a) e (b) indicano chiaramente che per ottenere energie elevate occorre che 
la macchina abbia un K, e quindi un RB, grande e che la sorgente fornisca 
ioni con ( Z/A ) grande. Se si misura l’energia cinetica in MeV (= 1.6 • IO -13 
J) la (b) diviene 


1.6 • 10 “ 


(RB) 2 = Al.9 (RB) 2 MeV . 


Tandem 



Fascio (USCITA) 


Nel sistema a due stadi che vogliamo discutere, schematizzato nella figura, 
il fascio proveniente da un Tandem viene iniettato dall’esterno nel CS dove, 
nella zona centrale, subisce un processo di stripping (perdita di elettroni) in un 
bersaglio sottile. Lo scopo è di aumentare lo stato di carica Z/A per consenti¬ 
re, secondo la (a), energie sufficientemente elevate. I valori di Z/A ottenibili 
sono compresi tra 0.5, caso dello stripping totale di tutti gli elettroni per ioni 
leggeri, e 0.15 — 0.20 per ioni pesanti quali l’oro e l’uranio. 

Il ciclotrone superconduttore offre un metodo per ottenere un K elevato 
con una macchina di dimensioni contenute. Infatti, con un raggio R = 80 cm e 
un campo B = 4.2 T, RB = 3.36 Tm, K = 540 MeV e la (a) diviene 


Zk = 540 

A 


Z\ 2 MeV 
A ) nucleone 


(d) 




CAPITOLO 10 


EQUAZIONI DI MAXWELL. ONDE 
ELETTROMAGNETICHE 


10a. Le leggi fondamentali deH’elettromagnetismo, valide per fenomeni 
variabili nel tempo con legge qualsiasi, sono fornite in forma differenziale dalle 


equazioni di Mawxell 




div E = 0 /s 0 

(10.1) , 

, divB = 0 

(10-2) 

„ 3B 

rotE = —-— 

3 1 

(10.3) 

1 3 E 

. rotB = /i 0 J + — -r— 
c dt 

. (10.4) 


Rispetto a quanto visto finora c’è un’aggiunta essenziale nella (10.4), costituita 
dal termine con il campo elettrico, su cui torneremo più avanti. 

La densità di carica comprende sia le cariche libere che quelle di polariz¬ 
zazione e si scrive 

É> = É»hb + É>poi = Pi,b - divP ; (10.5) 

la densità di corrente a sua volta comprende la densità di corrente di condu¬ 
zione, la densità di corrente amperiana (o di magnetizzazione) e la densità di 
corrente dovuta a spostamenti di cariche di polarizzazione, che si dimostra 
valere 3P/3 1; pertanto 

3P 

j ~ jc “b jamp 4" jpol jc *1* rOtM 4- ^ . (10.6) 

Nelle equazioni di Maxwell compaiono perciò anche i vettori P e M che 
rappresentano macroscopicamente l’influenza dei corpi materiali; di conseguen¬ 
za occorre conoscere le appropriate equazioni di stato che, a seconda del 
mezzo, legano P a E e M a B (come, per esempio, P = £ 0 *E 0 anche 
j c = oE). Spesso, con l’introduzione dei vettori D = e 0 E + P e H = B/fio — M, 
le equazioni di Maxwell vengono scritte in maniera apparentemente più sempli¬ 
ce in quanto compaiono esplicitamente solo £>i,b e ìc> nia il problema è solo 
spostato poiché bisogna pur sempre conoscere i legami tra D e E e tra H e B. 

Nello spazio vuoto, in assenza di cariche e correnti, P = M = 0 e le equa¬ 
zioni di Maxwell diventano 


div E = 0 


(10.7) , div B = 0 


( 10 . 8 ) 
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La (d) è riportata m figura: si vede che si 
possono ottenere fasci di ioni pesanti con 
10-20 MeV/nucleone mentre per gli ioni 
leggeri si può arrivare fino a 135 
MeV/nucleone. In quest’ultimo caso esistono 
tuttavia altri limiti al raggiungimento di ener¬ 
gie elevate, imposti soprattutto dalla focaliz- 
zazione del fascio e dalla frequenza v RF della 
radiofrequenza acceleratrice. 

Per quanto riguarda il primo punto ri¬ 
cordiamo che deve essere soddisfatta la con¬ 
dizione di isocronismo tra v RR e la frequenza 
v di rivoluzione delle particelle, pari a 
qB/2nm. All’iniezione, se il campo magneti¬ 
co agente localmente sulla particella vale B 0 , 
v= qB 0 /2nm = qB 0 /2nAm p , essendo m la 
massa a riposo dello ione. In un istante ge- 



Z/A 


nerico, quando la particella compie l’orbita di raggio r, con velocità v - a) 0 r- 


q S 0 r/m, se in quel punto il campo magnetico vale B(r) la frequenza è 


. qB(r) 


... qB(r) 
2 nm 


avendo fatto uso di (9.7) e avendo posto r x =Am p c/qB 0 . Se si vuole che v 
rimanga costante e pari al valore iniziale, il campo magnetico deve variare col 
raggio secondo la legge 

r / \ 2 i 1/2 

= So/j^ 1 “ (~) ' 

Senza entrare nei particolari di come si realizzi questa condizione diciamo solo 
che la disuniformità di B influisce sulla focalizzazione del fascio e pone un 
limite sull’energia cinetica esprimibile come 

(1)^120 . (e) 

A \A J \A J nucleone 


Anche la (e) è riportata nella figura vista per la (d); la zona tratteggiata è 
quella accessibile in base ai limiti finora discussi. 

Esaminiamo ora il limite dovuto alla radiofrequenza. Come detto nell’e¬ 
nunciato del problema e come mostrato schematicamente in figura, la struttura 
del CS è a tre cavità. Se vogliamo fornire agli ioni la massima energia per giro 
dobbiamo accelerarli ad ogni passaggio da una D alla successiva, cioè tre volte 
per giro; v può essere pertanto solo la terza, sesta, nona, ... armonica della 
frequenza di rivoluzione, cioè 

v R F =nv « = 3, 6, 9, ... 
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La (f) è mostrata in figura; limiti di vana natura impongono per l’interval¬ 
lo di variabilità della radiofrequenza gli estremi 15 e 60 MHz per cui l’energia 
massima per nucleone risulta dell’ordine di 60 MeV/nucl. Dal confronto con i 
dati della tabella del problema 9.3 è evidente che le prestazioni più interessanti 
si ottengono con gli ioni pesanti. Infatti, mentre con ioni tipo He, C, O si 
passa da 7 10 MeV/nucl. a 50 — 60 MeV/nucl., nel caso di Au o U si passa 

da 1 -r 2 MeV/nucl. a 20 MeV/nucl. 



v RF MHz 


Vogliamo mettere in evidenza un ultimo fatto. Come si è già visto nel 
problema 9.14 l’energia cinetica e la quantità di moto ottenibili con un accele¬ 
ratore che, come il ciclotrone, utilizza il campo magnetico per far compiere 
alla particella una traiettona circolare di raggio R, dipendono sempre dal pro¬ 
dotto RB. Se si vogliono energie elevate e non si vogliono portare le dimen¬ 
sioni dell’acceleratore a valori in pratica irrealizzabili, bisogna disporre di cam¬ 
pi magnetici B elevati. Per questo motivo i grandi acceleratori dell’ultima gene¬ 
razione, in costruzione o in progetto, siano essi del tipo ciclotrone per accele¬ 
rare ioni pesanti o del tipo sincrotrone per protoni o elettroni, prevedono 
l’impiego della tecnologia della superconduzione per la realizzazione di condut¬ 
tori capaci di sopportare correnti elevate: i campi magnetici così prodotti sono 
molto più intensi di quelli ottenibili con tecniche tradizionali. 
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9 . 24 . Nella figura sono riportate in sezione le espansioni polari di un magnete 
per betatrone: esso genera un campo magnetico B non uniforme , ma sim¬ 
metrico rispetto ad un asse normale alle espansioni polari, nel senso che il 
modulo di B dipende solo dalla distanza r da questo asse. Coassiale all'asse 
di simmetria c’è una cavità toroidale in cui è praticato un vuoto spinto e in 
cui vengono iniettati elettroni. Il campo B viene fatto variare rapidamente e 
il campo elettrico indotto così generato serve ad accelerare gli elettroni. 
Calcolare quale relazione deve sussistere tra la variazione di B nei punti 
dell’orbita e quella media sul piano dell’orbita affinché questa sia stabile, 
cioè conservi lo stesso raggio R. Assumendo inoltre che sia R = 80 cm e 
che il flusso attraverso l’orbita vari con la legge 0=5 ■ 10 2 t weber 
(0 *£ t s£ 5 • IO - 3 s) calcolare quanta energia viene guadagnata ad ogni 
giro, quanti giri sono necessari per arrivare a 100 MeV, ammesso che 
l’energia di iniezione sia 50 KeV, e quanto vale l’energia massima rag¬ 
giungibile. 

Per ragioni di simmetria si può prevedere che le linee di E siano circonfe¬ 
renze con centro sull’asse di simmetria, ad esso ortogonali, e che lungo di 
queste il modulo di E sia costante. Secondo la legge di Faraday e tralasciando 
il segno 

f d& 

^=4 E* di = 2 jzRE = — , 

così che il modulo del campo elettrico sull’orbita 
di raggio R è 

E = d0_ = E Use 

2jiR dt 2 dt 
dove si é introdotto il valor medio di B nel piano dell’orbita scrivendo 
il flusso come 0= j B • u n dZ= icR 2 B m . 

Un elettione che percorra l’orbita di raggio R trova pertanto il campo E 
che lo accelera (basta che senso di variazione di B e verso di percorrenza siano 
opportunamente combinati); la quantità di moto dell’elettrone varia secondo la 
legge 

dp _ __ e d0 _ eR dB m 
dt 6 enR dt 2 dt 

In un intervallo finito di tempo 

la variazione di quantità di moto è proporzionale alla variazione di flusso 
ovvero alla variazione del valor medio di B. D’altra parte un aumento della 
quantità di moto, a parità di valore di B, implicherebbe un aumento del raggio 
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di curvatura, secondo la (a) del problema 9.14; se si vuole che il raggio resti 
costante deve crescere il valore di B sull’orbita in accordo con 

Ap = eRAB R . (b) 

La condizione di stabilità è raggiunta eguagliando (a) e (b): 

A B m = 2 A B R 

La variazione del campo magnetico medio sul piano dell’orbita deve essere 
doppia della variazione del campo nei punti dell’orbita; si vede come sia neces¬ 
sario un campo non uniforme (minore sull’orbita che al centro). Si noti che la 
trattazione è relativisticamente corretta: sono state infatti usate le formule 
dp/dt = F e R =p/qB, vere in ogni caso. 

Passando ai numeri, la f.em. indotta d0/dt vale 500 V; ad ogni giro gli 
elettroni guadagnano 500 eV e per arnvare a 100 MeV da 50 KeV devono 
compiere un numero di giri pari a n = 2 • IO 5 . La massima quantità di moto 
raggiunta dagli elettroni vale, secondo la (c) del problema 9.14, 

MeV 

p M ~ 300 B r<m R . 

c 

Il valor massimo di B R è la metà del valor massimo di B m , pari a 
0 M j jzR 2 = 1.25 T per cui 

MeV 

B r ,m — 0.625 T =* p M = 150 —— . 

c 

Da (9.9-9.10) si constata che, in valore numerico, W = T =* p = 150, m quanto 
il termine contenente la massa a riposo dell’elettrone si può trascurare; l’ener¬ 
gia massima vale pertanto 150 MeV. 

Con il betatrone è stato possibile raggiungere energie dell’ordine di 300 
MeV; i limiti sono posti dalle perdite di energia per irraggiamento e dalle 
difficoltà tecniche legate al raggiungimento con tecniche tradizionali dei valori 
elevati di B richiesti. 

La proposta di accelerare particelle per mezzo di campi elettrici indotti è 
stata formulata da D.W. Kerst nel 1941. 
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rotE-~|5- ( 10 . 9 ) . . ( 10 . 10 ) 

A parte il caso banale E = B = 0. una soluzione di queste equazioni è necessa¬ 
riamente variabile nel tempo. 

lOb. La soluzione generale delle equazioni di Maxwell presenta notevoli 
difficoltà matematiche che esulano dai limiti di questo libro. Ci interessa inve¬ 
ce porre in evidenza due fatti fondamentali, legati all’introduzione del termine 
c -2 9E/9r nella (10.4). Esso permette innanzitutto di stabilire la conservazione 
della carica elettrica in condizioni non stazionarie (e fu per questo introdotto 
da Maxwell); infatti, applicando l’operatore divergenza alla (10.4), utilizzando 
(10.1) e il fatto che div rot B = 0 (vedi appendice A.5), si ottiene l’equazione 
di continuità 

dlvj+ 2^ = 0 , (10.11) 
dt 

che è l’espressione differenziale della conservazione della carica. 

In secondo luogo il nuovo aspetto della (10 4) dice che un campo magneti¬ 
co viene generato oltre che da correnti anche da un campo elettrico variabile 
nel tempo, viene così stabilita una simmetria tra gli effetti dei campi elettrici e 
magnetici variabili, che è alla base della propagazione delle onde elettromagne¬ 
tiche. Si vede anche come m condizioni non stazionarie l’esistenza di E impli¬ 
chi quella di B e viceversa; ì due concetti si unificano in quello di campo 
elettromagnetico. 

Limitandoci per ora allo spazio vuoto è facile provare che dalle (10.9- 
10.10) utilizzando la (A. 19) dell’appendice si ricava 

v2E -_^igL = 0 , y’B-^-^-o . (io.i 2 ) 

Il campo elettrico e il campo magnetico soddisfano alla stessa equazione, nota 
come equazione delle onde in quanto la sua soluzione più generale rappresenta 
una funzione che si propaga, con velocità c nel caso (10.12). 

In particolare, se si considerano solo fenomeni unidimensionali, cioè campi 
che dipendono da una sola coordinata, si ha la cosiddetta propagazione per 
onde piane che gode delle seguenti proprietà. 

1) I campi E e B sono ortogonali tra loro e alla direzione di propagazio¬ 
ne; questa, e il verso associato, sono individuati da E X B; se la propagazione 
avviene lungo l’asse x, le espressioni dei campi sono 

E = + E z u z . B = B y u y +B z u z . (10.13) 

2) Le componenti E y , E z , B y , B z sono funzioni di x (ciascuna ha lo stesso 
valore nei punti di un piano ortogonale a x) e del tempo; la relazione funzio¬ 
nale può essere qualunque, però l’argomento è necessariamente del tipo x ± cf 
o t±x/v: cioè E y = E y {x ± et) e analogamente per le altre componenti Que¬ 
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sta speciale dipendenza deriva dal carattere propagatorio della soluzione: e 
infatti la funzione E(x, t) assume lo stesso valore, che può essere scritto 
E(x! - eh) o E(x 2 - cf 2 ), nel punto X! al tempo r, e nel punto x 2 al tempo t 2 
se questi valori sono legati dalla relazione X! - eh = x 2 - ct 2 ovvero 
X 2 = x 1 + c(t 2 -h)\ ciò vuol dire che il campo si propaga da X! a x 2 con 

velocità c. 

3) I moduli dei campi sono legati dalla relazione 

E = cB . ( 10 ' 14 ) 

Lo studio della soluzione tipo onda piana è importante perché, in base al 
pnneipio di sovrapposizione, la soluzione più generale dell’equazione delle on¬ 
de in tre dimensioni è data dalla somma di onde piane che si propagano m 

tutte le direzioni. . 

Occorre precisare che nelle (10.4-10.10) il coefficiente del termine 9E/9r 
sarebbe e 0 p 0 e così anche nelle (10.12) questo sarebbe il coefficiente di 
9 2 E/9f 2 e di 9 2 B/9f 2 . Maxwell fu condotto all’ipotesi che la propagazione 
della luce fosse un fenomeno elettromagnetico proprio dal fatto che nell’equa¬ 
zione delle onde V 2 E = ò _2 9 2 E/9f 2 il coefficiente b. che dimensionalmente e 
una velocità ed esprime appunto la velocità di propagazione dell onda, coinci¬ 
desse numericamente con la velocità deEa luce nel vuoto. La relazione 

,2_ 1 (10.15) 

EoPo 

è di importanza fondamentale; è stato proposto di usarla, noto c e fissato po, 
per definire £ 0 e quindi via via tutte le altre grandezze elettriche e magnetiche, 
senza introdurre una quarta unità fondamentale. 

In un mezzo omogeneo e isotropo, con costante dielettrica relativa x e e 
permeabilità magnetica relativa x m , la (10.15) diviene 


x e x m e 0 p 0 x e x n 


(10.16) 


e d esprime la velocità di propagazione delle onde elettromagnetiche nel mez¬ 
zo- in un’onda piana i moduli dei campi sono legati da 

£=uS . ( 10 ‘ 17 ) 


lOc. La propagazione di un’onda elettromagnetica, cioè di un campo 
elettrico e di un campo magnetico variabili nel tempo, è accompagnata da una 
propagazione di energia che avviene con la stessa velocità. La quantità di 
energia che per unità di tempo attraversa l’unità di superficie ortogonale alla 
direzione di propagazione è data dal modulo del vettore 

S = —5— E X B , ( 10 - 18 ) 

Po 

detto vettore di Poynting-, in un mezzo omogeneo e isotropo va aggiunta x m 
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al denominatore. Il flusso di S attraverso una superficie J S * u„ dZ dà il flusso 

' z 

di potenza; integrando rispetto al tempo si ottiene il flusso di energia elettro¬ 
magnetica. 

Oltre a questo fenomeno c’è un trasporto di quantità di moto: precisamen¬ 
te nell’unità di volume è contenuta la quantità di moto 

Q = -i- S . (10.19) 

Il calcolo dell’energia per unità di volume si esegue, nel vuoto, a partire 
dalla densità di energia 

H, = i. £o e 2 + -±- B 2 ; (10.20) 

2 2po 

in un mezzo omogeneo e isotropo si fanno le solite sostituzioni. 


lOd. Le dimensioni del vettore di Poyntmg, in accordo con la definizio¬ 
ne, sono J/m 2 s=W/m 2 . Quelle della densità di quantità di moto da (10.19) 
risultano Ws 2 /m 4 = Js/m 4 . Ricordiamo i valori delle costanti in (10.15): 

c = 3 • 10 s m/s , £o = 8.85 • 10~ 12 F/m , p 0 = Azf IO -7 H/m 

Il valore preciso della velocità della luce nel vuoto è c = 299792458 m/s (± 1 
m/s). Nel 1983, assumendo valido per definizione questo valore di c, è stato 
ndefinito il metro come distanza percorsa dalla luce nel vuoto nel tempo 
1/cs 3.336 • 10~ 9 s. 


* * * 


10.1. Un condensatore piano ha le armature circolari di raggio ri = 50 cm, 
distanti tra loro h = 5 cm; nello spazio tra le armature, coassiale all’asse 
di simmetria e ortogonale a questo, c’è un avvolgimento toroidale di 
N = IO 4 spire, a sezione rettangolare di lati a = 4 cm, b = 2.5 irmi, il cui 
raggio medio è r 2 = 20 cm (vedi figura). L’avvolgimento è chiuso su un 
galvanometro balistico e la resistenza totale del circuito è R = 20 £2. All’i¬ 
stante 1 = 0 si comincia a caricare il condensatore connettendolo a un 
generatore (V 0 = 100 V, Rq = 5 £2). Calcolare il rapporto tra la carica q 
registrata dal galvanometro e la carica Q finale sulle armature del conden¬ 
satore, nei due casi in cui il dielettrico sia il vuoto o un mezzo omogeneo e 
isotropo (x e = 5, x m = 1). 

Nell’avvolgimento c’è un passaggio di carica, la cui entità è determinabile 
con la legge di Felici (6.7) in quanto "esso è interessato da una variazione di 
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flusso magnetico. Il campo B variabile è generato dal campo E variabile che 
esiste tra le armature del condensatore durante il periodo di carica. Occorre 
dunque applicare la (10.4), in cui questa volta gli effetti magnetici sono dovuti 
a un campo elettrico variabile e non a un moto di cariche (/ = 0). Formalmen¬ 
te però, secondo (10.4-10.15), tutto avviene come se il condensatore fosse 
attraversato da una densità di corrente, uniforme sulla sezione, 


1 dE _ dE 
p 0 c 2 dt £ ° dt 


Sappiamo dal problema 5.14 che una tale corrente genera un 
campo magnetico le cui linee sono circonferenze ortogonali 
all’asse; su di queste il modulo di B è costante e vale 


dii r r dE 

B(r) — Po ~2 Js~ lt o£o y yy 


r dE 
le 1 dt 


(b) 


Nel caso specifico r = r 2 ; assumendo inoltre B costante sulla 
sezione dell’avvolgimento (visto che b«i 2 ), il flusso magneti¬ 
co vale 


& = NabB(r 2 )=- y^- 


dE 

dt 



Detti 0, e <Pf i flussi iniziali e finali, la canea elettnca che circola nell’avvolgi¬ 
mento durante il processo è data da 



Nabr 2 17 3£\ / 3£\ " 

2 c 2 R LI 3r ), V 9* 


Il campo elettrico si calcola a partire dalla d.d.p. ai capi del condensatore, che 
dal problema 4.24 sappiamo essere V{t) = V 0 {1 — e~ t/RoC ): E{t) — V[t)/h e 
(dE/dt), = Vo/RoCh, (dE/dt)f= 0. La carica finale sulle armature del conden¬ 
satore è Q = CV 0 e si conclude 


q _ Nabr 2 
~Q~ 2 c 2 RR 0 C 2 h 


La capacità del condensatore nel vuoto è C— £oZ/h = e 0 nr?/h = 1.39 • IO -10 
F e così qlQ— 11.5. 

Quando tra le armature del condensatore c’è un mezzo con x e *£l, biso¬ 
gna sostituire x e e 0 al posto di £ 0 nella (a). Infatti nella (10.4) compare ora 
anche il termine j po i = dP/dt e la densità di corrente diventa e 0 3E/3f + 
3P/3r = 3D/3r; siccome D = £ 0 x e E nel caso di un dielettrico omogeneo e 
isotropo, la densità di corrente vale x e £ 0 3E/3 1 e si vede come basti la sostitu¬ 
zione di x e t 0 al posto di e 0 . Ripercorrendo il problema risultano moltiplicati 
per y. e il campo magnetico e il relativo flusso; va però moltiplicata per x e 
anche la capacità del condensatore che nella (c) compare al quadrato al deno¬ 
minatore e alla fine risulta 
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Nella terminologia usuale ai due termini 
3E 3E 3P 3D 

£ ° 3f ’ £ ° Bt + 3 1 3 1 

validi rispettivamente nel vuoto e in un mezzo non ferromagnetico, si dà il 
nome di densità di corrente di spostamento. Deve essere ben chiaro che per 
quanto riguarda il termine col campo elettrico la denominazione è impropria, 
m quanto esso non corrisponde ad alcuna corrente, intesa come movimento di 
cariche elettriche. 

Notiamo marginalmente che la costante di tempo di canea del condensato- 
re, t = RqC. è assai breve, dell’ordine di IO -9 s: il tempo in cui avviene 
effettivamente passaggio di carica nell’avvolgimento è trascurabile rispetto al 
tempo necessario affinché l’equipaggio mobile del galvanometro entri in movi¬ 
mento; come è noto, questa è la condizione alla base del funzionamento di un 
galvanometro balistico. 


10.2. Un’onda piana elettromagnetica si propaga nel vuoto lungo l’asse x; il 
modulo del campo elettrico è funzione della posizione e del tempo secondo 
la relazione E = E 0 coso}(t — x/c) e un’analoga espressione vale per il cam¬ 
po magnetico; supponiamo inoltre che E sia sempre parallelo all’asse jeB 
all’asse z. Verificare innanzitutto che campi di questo tipo sono soluzioni 
dell’equazione delle onde (10.12). Se l’intensità risulta pari a 53.12 • IO -4 
W/m 2 calcolare i valori di E 0 e B 0 e della densità media della quantità di 
moto trasportata dall’onda. 

Le componenti cartesiane dei campi sono E x = E z = B x = B y = 0, 
E y — Eocosco(t — x/c), B z = Bocosa)(t — x/c). Le (10.12) si riducono pertanto 
a 

3 2 E y _ 1 3 2 Ey 3 2 B z _ 1 3 2 B z 

dx 2 C 2 Bt 2 ’ dx 2 C 2 3 f 2 

Calcolando le derivate si constata subito che queste condizioni sono soddi¬ 
sfatte. 

Un’onda come quella trattata si dice monocromatica , in quanto ha un ben 
determinato valore della frequenza, e polarizzata rettilineamente, in quanto 
sono fisse le direzioni lungo cui oscillano i campi E e B. 

L ’intesità dell’onda è il valor medio del modulo del vettore di Poynting 
(10.18) 
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l’integrale vale T/2, come si è visto nel capitolo ottavo 
10.15) 



Utilizzando (10 14- 
(«0 


da cui si calcola E 0 = 2 V/m, B 0 = 0.67 • IO -8 T. Per il valor medio della 
densità di quantità di moto si ha poi, secondo (10.19), 



£ q£q —59. io -20 ^ s2 

2 c ' m 4 


Alla (a) si può arrivare anche così: da (10.20-10.14) si ottiene per la 
densità di energia w = £ 0 E 2 ovvero per il valor medio w med = £ 0 Eq/2 variando 
E in modo sinusoidale. In un secondo attraverso l’area unitaria I passa tutta 
l’energia contenuta in un volume di base I e altezza c (spazio percorso m un 
secondo dall’onda); l’intensità media dell’onda piana è dunque ceqEq/2. È 
anche interessante notare come <2 med non sia altro che w meà /c: in un’onda 
piana elettromagnetica la densità di quantità di moto è eguale alla densità di 
energia divisa per la velocità di propagazione. 


10.3. La radiazione solare cede alla superficie terrestre 2.2 calorie per centimetro 
quadrato e per minuto. In base a questo dato, la cosiddetta costante solare, 
e supponendo che l’energia sia portata da un’onda piana incidente normal¬ 
mente alla superfìcie terrestre, calcolare i valori massimi del campo elettri¬ 
co e del campo magnetico dell’onda e la pressione esercitata sulla super¬ 
ficie. 



Il valore S med rappresenta, come si è detto, la potenza per unità di superficie. 
Ma la potenza è F • v, dove v coincide con c; la forza per unità di superficie, 
cioè la pressione, vale quindi 

Pmed = -^- = - = 4- £ o£o 2 = 5.11 • IO- 6 Jl=5.04- IO- 11 atm. 
c c 2 m 

Notiamo ancora una volta come la pressione sia eguale alla densità di energia. 
Lo stesso risultato si ottiene considerando la quantità di moto trasportata m un 
secondo dall’onda attraverso l’unità di superficie, che da una parte è eguale al- 
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valore medio della forza per unità di superficie, cioè alla pressione, dall altra 
pari a c<2 me d = w met j. 

Il risultato ottenuto è vero se si suppone che la superficie terrestre sia 
completamente assorbente. Nell’altro caso limite m cui la superficie colpita sia 
totalmente riflettente la pressione è maggiore di un fattore 2. 


10.4. Una distribuzione di cariche è in moto entro un campo elettrico E e un 
campo magnetico B ai cui valori contribuisce anch’essa. La forza per unità 
di volume esercitata dai campi sulle cariche è F r = q(E + »XBJe pertanto 
viene spesa per unità di volume la potenza P r = F r • v = qE • v = E • j. In 
base all’equazione di Maxwell (10.4) trovare un’espressione equivalente a 
P r ed esprimere la conservazione dell’energia in una forma differenziale 
che ricordi l'equazione di continuità ( 10 . 11 ) e nella corrispondente forma 
integrale. 


Dalla (10.4) ricaviamo un’espressione esplicita per la densità di corrente 
legata al movimento di cariche; 

1 1 0E „ B 3E 

• _ Y> ___ rnt .. 


rotB — • 


Itoc 2 dt 


: ro t-e 0 

Ito 


Il prodotto scalare E • j diventa così 

B _ 3 

E • j = E • rot-eoE • — 

u i ». r 


L’ultimo termine può essere scritto 

eoE .J!L = l2.-—(E'E)-- 
0 dt 2 3f 


e vediamo che compare nell’espressione di E • j la densità di energia del cam¬ 
po elettrico. Cominciamo a renderci conto del risultato che otterremo: da una 
parte c’è la potenza spesa, dall’altra la variazione nel tempo di una densità di 
energia. Per far quadrare il bilancio ci aspettiamo, in una formulazione del 
tutto generale, sia un termine con la densità di energia magnetica che un 
termine con un flusso di energia legato al vettore di Poynting. Dall’appendice 
(A. 18) ricaviamo 

div(E X B) = B • rotE - E • rotB 
da cui deduciamo, attraverso (10.3) e (10.18), 

E • rot - 2 - = • rotE —— div(E X B) = ~ • - divS . 

Po Mo M o d ‘ 

Ma -2- • 9B =— (analogamente a quanto visto prima per il cam- 

Po 3* 3* VW 
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po elettrico e arriviamo alla formula conclusiva 


1 b-2 , 

— e 0 £ +-— 

2 2p 0 



E • j — divS 


una variazione di energia è sempre bilanciata da un lavoro speso per mantene¬ 
re le correnti e da un flusso di energia raggiante. L’espressione integrale si 
ncava da (a) integrando su un volume r racchiuso dalla superficie E e appli¬ 
cando il teorema della divergenza (appendice A.4): 

‘aT~ - = - J E • jrfr- j> S • u n dl 


L’interesse delle formulazioni (a) e (b) della conservazione dell’energia risiede 
nella dimostrazione di come l’aggiunta del termine c 2 3E/3f nella (10.4) porti 
con sé la necessità di un flusso di energia; per questa via il vettore di Poynting 
viene introdotto in maniera naturale e spontanea. 

Anche nel caso in cui l’energia totale entro il volume x resti costante, 
3W/3f=0, le espressioni precedenti conservano significato: è un flusso di 
energia del campo elettromagnetico la sorgente del lavoro necessario a mante¬ 
nere le correnti. Tipico è il caso del filo conduttore percorso da corrente 
costante; lasciamo come esercizio il verificare che dall’esterno all’interno del 
filo c’è un flusso di energia che eguaglia il lavoro speso per effetto Joule. 
Vedremo altri esempi nei problemi seguenti. 


10.5. Un condensatore piano con armature circolari (E = 5 • 10 2 m 2 , h - 1 
cmj, caricato alla d.d.p. Vo — IO 4 V, viene lasciato scaricare attraverso un 
resistere di resistenza Rq = IO 6 £ì. Calcolare il flusso totale di energia 
dall’interno all’esterno del condensatore durante la scarica. 

Dobbiamo calcolare i campi E e B e da questi il vettore di Poynting S 
durante il processo di scarica. Il modulo del campo elettrico è E{t) = V{t)/h\ 
la direzione è ortogonale alle armature, il verso è dall’armatura positiva a 
quella negativa. La variazione di E dà origine a una densità di corrente di 
spostamento e quindi a un campo magnetico le cui linee sono circonferenze 
con centro sull’asse del sistema e ortogonali a questo. Dalla (b) del problema 
10.1 ricaviamo per il modulo di B 

R 3 E _ ppSpR 3 E 
2 c 2 dt 2 dt 

in un punto P della superficie cilindrica E' di raggio R che delimita lateral¬ 
mente il volume del condensatore x — Eh = nR 2 h. Il verso di B è indicato in 
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figura; esso è tale in quanto 8 E/ 8 1 punta dall’armatura + 

negativa a quella positiva (E decresce, la derivata è ne- -—>. _ 

gativa ovvero vettorialmente opposta a E). Viste le dire- 

ziom e i versi dei campi, il vettore di Poynting S nel -.-R, \ \ j s 

punto P ha modulo 

_ EB _ eo R F BE_ = sqR_ SE 2 I 

M o 2 8r 4 8r 

e punta verso l’esterno, ortoganalmente a Z'\ se poi assumiamo positivo il 
flusso uscente, occorre aggiungere un segno meno nella formula che dà 5 
poiché 8£ 2 /8r è negativa. La potenza uscente da 1' è 

f „ e 0 hxR 2 8 E 2 eqt 9 E 2 

P = J S*u„dr = S2'=2*/WiS =-2_- 

e coincide con quella totale uscente dal condensatore perché attraverso le 
armature non c’è flusso di energia (S è parallelo alle armature). Integrando 
sulla durata del processo si ottiene l’energia emessa: 

\pdt = — [E 2 M - £ 2 (0)] . 

0 0 

Alla fine del processo il condensatore è scarico e £(“>) = 0; all’inizio 
E(0) = Eq— V 0 /h e quindi W=re 0 E$/2, che è esattamente l’energia imma¬ 
gazzinata nel condensatore all’istante iniziale. Sappiamo d’altra parte che du¬ 
rante il processo viene sviluppata nel resistore una certa quantità di calore. 
Normalmente si è abituati a pensare che l’energia passi dal condensatore al 
resistore attraverso i fili di collegamento, portata dalla cariche; qui vediamo 
un’altra interpretazione altrettanto legittima, il cui il passaggio di energia av¬ 
viene tramite il campo elettromagnetico esistente nello spazio circostante il 
circuito. _ , 

Per il calcolo numenco, dal problema 4.22 abbiamo V{t) = V 0 e '< 0 ; 
ricordiamo che E{t) = V(t)/h e quindi: 


„ EqR 9 f Vi n ~2t/RnC 

S ~ 4 8r U 2 


EpRVj e -2t/RoC , 

2h 2 R 0 C 


R 0 C = R ° e h o1 =4.43 ■ 10" 5 s , R 


= 0.126 m 


12.6 • IO 3 


,-4 5 10 < I 


: 2.2 • IO -3 J 


10.6. Un cavo coassiale è costituito da due superficie metalliche cilindriche, una 
di raggio Ri e l’altra di raggio R 2 . Ad una estremità il cavo è connesso ad 
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un generatore di f.em. costante V 0 e all’altra estremità ad un resistore di 
resistenza R. Calcolare il flusso di energia attraverso una generica sezione 
ortogonale del cavo. 


Il campo elettrico all’interno del cavo è eguale a quello già calcolato per 
un condensatore cilindrico (vedi problemi 3.8 o 9.10) e vale 

£( r ) =_ Yì _ 

K) rlog(R 2 /RÙ 

la direzione è radiale, il verso dall’interno all’esterno se il conduttore centrale 
è positivo, come m figura. Il campo magnetico è stato calcolato nel problema 
5.14: 


la direzione è tangenziale, il verso è legato a quello della corrente nel condut¬ 
tore centrale dalla solita convenzione destrogira. Sia B che E sono nulli per 
r<Ri, B è nullo anche per r>R 2 . Il vettore di Poynting, mostrato m figura, 
ha il modulo 


E(r) B(r) 


vi 

23tRlog(R 2 / R\) 


L’energia che attraversa la sezione I del cavo nell’unità di tempo, cioè la 
potenza, vale 

V 0 l 2jtrdr _ Vi , 


P= S • u n dZ=- 


2nR\og(R 2 /Ri) 


si constata l’identità col valore della potenza trasmessa dal generatore al resi¬ 
store e su questo dissipata. 

Il risultato ottenuto è interessante, ma va preso con cautela; si deve dire 
subito che nel cavo non ci sono certamente onde elettromagnetiche poiché i 
campi sono stazionari (a parte l’istante iniziale di chiusura del circuito); tutta 
l’intercapedine è uniformemente riempita di energia elettrica e magnetica. Nel¬ 
la (a) del problema 10.4 il primo termine è nullo perché la densità di energia è 
costante nel tempo, il secondo è nullo perché non c’è, nell’intercapedine, moto 
di cariche (j = 0) e quindi deve essere nullo anche il terzo termine; il vettore 
di Poynting risulta solenoidale: il suo flusso è lo stesso attraverso qualsiasi 
sezione Z del cavo. Il passaggio di energia dal generatore al resistore è così 
descritto per mezzo di un flusso statico di energia, in contrasto con l’intuizione 
comune che assegna al moto delle cariche elettriche il trasporto di energia (si 
veda la nota alla fine del capitolo). 

Ad ogni modo la considerazione del vettore di Poynting nei casi statici 
non ci dice nulla di nuovo, ci fa solo vedere sotto una luce diversa fatti noti. 
È invece nei casi non stazionari che la nozione di flusso di energia elettroma¬ 
gnetica acquista importanza fondamentale. 
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10.7. Ad un capo di un cavo coassiale (Ri, Ri) viene applicata tra i due condut¬ 
tori una tensione V = V 0 costd£. Trovare le equazioni differenziali cui obbe¬ 
discono la tensione tra i conduttori e la corrente lungo di essi in un punto 
generico del cavo e discutere il risultato. 

Indichiamo con L 0 e Co il coefficiente di autoinduzione e la capacità per 
unità di lunghezza del cavo (vedi problema 8.10). Prendiamo un tratto generi¬ 
co tic di cavo, compreso tra i punti di coordinate x e x + dx. La corrente, che 
in x vale i(x), in x + dx non ha lo stesso valore perché tra ì due conduttori c"è 
una capacità distribuita; il bilancio delle correnti porta a 

9 V 

i(x) = i(x + dx) + Codx -jj^- 

essendosi scritta come Co dx V la carica sull’e¬ 
lemento dx e come dq/dt la corrente che 
passa attraverso il condensatore. Analoga¬ 
mente V(x) e V(x + dx) non possono essere 
eguali a causa dell’induttanza distribuita e si 
scrive 

V(x) = V(x + tic) + Lodx ■— . 

Sviluppiamo in serie di Taylor limitandoci al primo termine: 

i(x + dx) = i(x) + -|j- dx , V(x + tic) = V(x) + -|j- dx 



Le due equazioni precedenti diventano 

di _ 9R 9V _ _ 9 1 

dx C ° dt ’ dx 0 dt 

Deriviamo rispetto al tempo la prima equazione, moltiplicata per L 0 , e rispetto 
a x la seconda e sommiamo; si ottiene 


d 2 V 

dx 2 


d 2 V 

= L ° C ° TF* 


Procedendo in modo analogo l’equazione della corrente risulta 


d 2 i 

dx 2 


= Co Co 



In conclusione, quando si applica ad una estremità del cavo una tensione 
variabile tra i due conduttori, ha origine la propagazione di un’onda di tensio¬ 
ne e di un’onda di corrente lungo il cavo, con velocità v = (L 0 C 0 )~ 1 ^ 2 ■ Dal 
problema 8.10 
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per cui L 0 Cq= eoPo = 1/c 2 : la velocità di propagazione coincide con quella 
della luce nel vuoto. Il risultato si estende a qualunque coppia di conduttori 
rettilinei e paralleli. Se lo spazio non è vuoto, ma è riempito da un dielettnco 
omogeneo e isotropo, per la velocità di propagazione vale la (10.16). 

Sempre secondo il problema 8.10 il cavo coassiale in esame presenta l’im¬ 
pedenza reale Z Q = (Lq/Cq) 1 ^ 2 ; in un punto generico x del cavo, dopo un 
tempo x/c dall’istante in cui viene applicato il segnale sinusoidale, la tensione 
tra i conduttori e la corrente valgono 

V = V 0 cos co^t- —^ , i = cos a^t-^- 

il segnale è sempre sinusoidale, ma c’è uno sfasamento proporzionale alla 
distanza dall’origine. Quanto detto vale fino a che le onde non raggiungono la 
fine del cavo; per i fenomeni successivi (riflessioni, onde stazionarie) rimandia¬ 
mo ai vari trattati sull’argomento. 


10.8. Un’onda piana elettromagnetica incide sulla superficie piana E che separa 
due diversi mezzi dielettrici, omogenei e isotropi, entrambi con x m = 1. 
Usando le equazioni di Maxwell trovare quali sono le relazioni di disconti¬ 
nuità dei campi elettrico e magnetico su E; si supponga che siano diverse 
da zero, agli effetti pratici, solo le derivate rispetto alla coordinata lungo 
cui c’è la discontinuità del mezzo. 

Per comodità prendiamo in figura come piano 
xy il piano m cui giace il campo elettrico nel pun¬ 
to di incidenza ad un certo istante; il campo ma¬ 
gnetico ha allora la direzione dell’asse z e le com¬ 
ponenti non nulle dei campi sono E x , E y , B z . 

Se le proprietà magnetiche dei due mezzi sono eguali il campo magnetico 
non può subire alcuna discontinuità passando da un mezzo all’altro; quindi 
dB z /dy = 0 ovvero I? 2 (1) = B^ 2 \ 

La situazione per E è diversa e occorre far uso delle equazioni (10.1-10.3) 
Nella prima la densità di carica è solo quella di polarizzazione, cioè 
p — -divP, e quindi si ottiene div(£ 0 E + P) =0. Siccome il dielettrico è omo¬ 
geneo e isotropo P = £ 0 x e E, div(e 0 E + £oZc E ) = div(£ 0 x e E) = 0. Ricordando 
la definizione di divergenza e il fatto che vanno considerate solo le derivate 
rispetto a y abbiamo d/dy (e 0 x e E y ) = 0 ovvero la quantità £o x e E y resta co¬ 
stante nel passaggio attraverso E. Questo fatto si traduce nell’eguaglianza 

x<» E m = x ») e <2) . (a) 

la componente del campo elettrico normale alla superficie di separazione è 
discontinua. 

Passiamo a (10.3), tenuto conto di nuovo solo delle componenti non nulle 
e della rilevanza delle sole derivate rispetto a y nonché della definizione di 
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rotore (appendice A.5), la (10.3) diventa 3E x /3y = 3B z /3t; ma 3B z /3t si può 
scrivere (3B z /3y) (3 y/3t) ed è quindi nulla; in conclusione 3E x /3y = Q ov¬ 
vero 

■Ei 15 = £i 2) : (b) 

la componente del campo elettrico tangenziale alla superficie di separazione è 
continua. 

Se E y è discontinua e E x è continua il campo elettrico nelPattraversamento 
resta nel piano xy (in quanto B resta ortogonale a tale piano), ma cambia 
direzione; dovendo E essere a sua volta ortogonale alla direzione di propaga¬ 
zione, vuol dire che questa cambia nell’attraversare I (fenomeno della rifra¬ 
zione). 

Le relazioni (a) e (b), ottenute dalle equazioni differenziali del campo 
elettromagnetico, possono essere raggiunte anche partendo dalle corrispondenti 
equazioni integrali. Per esempio, consideriamo il rettangolo in figura, la cui 
altezza h può essere ridotta quanto si vuole; diciamo C il suo perimetro e Z 0 
la sua superficie; la relazione integrale corrispondente a (10.3) è 

j E • di = | rotE • u n dZ 0 =-j ~ • u n dZ 0 = —J^- j B • u n dZ 0 , 

Zo Xq Xo 

l’ultimo passaggio è lecito perché Z 0 non dipende dal tempo. Se h può essere 
ridotto a piacere Z 0 diventa infinitesima e il flusso di B attraverso Z 0 si 
annulla. Ne segue che nulla è la circuitazione di E lungo C e trascurando il 
contributo dei lati infinitesimi si arriva alla (b) nella forma Epdl - Epdl - 0. 

Sempre nella figura la zona tratteggiata rappresenta la traccia di una su¬ 
perficie cilindrica di altezza h, avente una base di area Zq nel primo mezzo e 
l’altra base nel secondo mezzo (entrambe parallele a 2); la superficie laterale 
diventa infinitesima al diminuire di h. In assenza di cariche libere il teorema di 
Gauss per il vettore induzione dielettrica D = e 0 E + P = e 0 x e E, secondo (3.6), 
dà 

| D • n n dZ' = 0 , 


se Z' è la superficie cilindrica chiusa; ma il flusso è solo quello di D y attra¬ 
verso le basi per cui D, (1) Z 0 ' - D&Z = 0 ovvero (D v (1) - £> v (2 >) Zi = 
= e 0 (xV E m - *0>£C2>) x 0 ' = 0 e si ritrova la (a). 


10-9. Quando un’onda piana elettromagnetica investe la superfìcie Z di separa¬ 
zione tra due diversi mezzi dielettrici, una parte di essa viene riflessa e una 
parte trasmessa (rifratta); applicando le relazioni di discontinuità dimostrate 
nel problema 10.8 trovare la relazione che sussiste tra le ampiezze del 
campo elettrico incidente E„ del campo elettrico riflesso E* e del campo 
elettrico trasmesso E r . Si assuma che la superficie Z sia piana, che E, 

l 
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giaccia nel piano II (piano di incidenza) della figura e che = 1; 

si assumano inoltre note le leggi dell’ottica geometrica i = i" e 
seni /seni' = n. 

Nel punto in cui l’onda incidente si scinde nelle parti riflessa e trasmessa il 
campo elettrico nel mezzo uno è la somma di E, e di E* mentre nel mezzo 
due è eguale a Ej-, Le (a) e (b) del problema 10.8 divengono 

y.e 1 ' 1 (E,seni + E R scni) = x| 2) E T seni’ , 

E, cos i - E r cosi = £j-cosi' 


Introducendo l’indice di rifrazione n, = c/v„ rapporto 
tra le velocità della onda nel vuoto e nel mezzo, 
abbiamo da (10.16) con x m - 1 



seni __ - 
seni' 


dove n, indice di rifrazione relativo del mezzo due 

rispetto al mezzo uno, coincide col secondo membro della legge di Snell sulla 
rifrazione seni/seni' = n. Il sistema di equazioni si può perciò riscrìvere nella 
maniera seguente. 


E T seni' - E K seni = £,seni 


jEj-cosi ' + E R cosi = E, cosi 


ed ha la soluzione 


seni cosi - seni' cosi' _ sen(i - i') cos (i + i') 
seni cosi + seni' cosi' ' sen(i + i') cos(i - i') ' 

=■ 


tgO + O 


2seni' cosi 


i --- b t =-- E, , (b) 

seni cos i + sen i cos i sen(i + i') cos (i-i‘) 

Notiamo alcuni fatti importanti che abbiamo implicitamente accolto, ma 
che occorre spiegare per esteso. 

1) Se E, giace su fi. anche E/? e Ej- giacciono su fi: ciò è dovuto alla 
continuità di B attraverso Z e alla trasversalità delle onde. Infatti nell’onda 
incidente B, è ortogonale a fi e diretto verso il lettore, dovendo E, X B, avere 
direzione e verso eguali a quelli dell’asse di propagazione; inoltre nel punto di 
incidenza B è continuo, cioè B (1) = B (2) , con B (1) = B, + B R e B (2) = B r . Ne 
segue che se per esempio B R acquistasse una componente parallela al piano fi 
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(pur restando ortogonale all’asse di propagazione dell’onda riflessa), B r do¬ 
vrebbe acquistarne una eguale con il che non risulterebbe più ortogonale all’as¬ 
se di propagazione dell’onda trasmessa (si provi a fare una verifica grafica). In 
conclusione anche B* e B r sono ortogonali a 17 e quindi E* e E r giacciono su 
17 come E,. 

2) Se il verso di E, è quello indicato in figura, Et- è proprio quello mostra¬ 

to e non, per esempio, quello con la stessa direzione e verso opposto. Ciò si 
deduce dalla (b) in quanto Et/E, non può assumere mai valori negativi quali 
che siano gli angoli (ricordiamo che i e V sono ciascuno ^ 90° e i + i ' 180°); 

come conseguenza Br è diretto verso il lettore, analogamente a B,. 

3) Nell’onda riflessa invece E/? può assumere sia il verso indicato che 
quello opposto in quanto nella (a) E R /E, può essere positivo o negativo; 
pertanto B/? può essere rivolto verso il lettore o verso la pagina; il risultato 
dipende dal valore dell’angolo di incidenza i. 


10.10. Studiare numericamente, nei due casi di passaggio aria-vetro e vetro-aria 
come variano i rapporti Er/E, e E T /E, ai variare dell’angolo di inciden¬ 
za, sempre limitandosi a considerare campi elettrici contenuti nel piano di 
incidenza; in particolare, ricavare le formule valevoli per incidenza nor¬ 
male (i = V = 0). Si prenda per l’aria «i = 1, per il vetro n 2 = 1.5. 

Utilizziamo le (a) e (b) del problema 10.9 che riscriviamo in modo diverso 
per mezzo degli indici di rifrazione, precisamente, dividendo i secondi membri 
di quelle relazioni per seni" sia a numeratore che a denominatore, si ottiene 

E R _ n cosi - cosi' Et _ 2cosi 
E, n cosi + cosi’ ’ E, n cosi + cosi' 

Per i = i ' = 0 queste diventano 


M 

E .},-o 


«2 ~ »i 

n 2 + rtj 


Et\ 

E,Ì,. q 


2nj 

n 2 + «i 


Riportiamo in tabella i valori dei rapporti, calcolati per alcuni valori di i, nel 
caso aria-vetro in cui n = 1.5; i grafici corrispondenti sono mostrati in figura. 


i 

i' 

E r /E , 

Et/E, 

0 ° 

0 ° 

0.20 

0.80 

15° 

9.94° 

0.19 

0.79 

30° 

19.47° 

0.16 

0.77 

45° 

28.13° 

0.11 

0.71 

56.31° 

33.69° 

0.00 

0.67 

60° 

35.26° 

-0.04 

0.64 

75° 

40.09° 

-0.33 

0.41 

90° 

41.81° 

- 1.00 

0.00 



15° 45° 75° l 
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Per il campo trasmesso non c’è molto da dire; esso decresce monotona¬ 
mente dal valore massimo per i = 0° a zero per i = 90°. Il campo riflesso ha il 
valore massimo per i = 0°; poi decresce e passa per zero quando i + i ' = 90° in 
quanto allora, in base alla (a) del problema 10.9, tg(i + i') = °°; successiva¬ 
mente il rapporto diviene negativo e infine a 90° il campo riflesso è eguale a 
quello incidente, ma con segno opposto (questo è un caso limite in cui in 
realtà non esiste più il fenomeno di riflessione e trasmissione). L’angolo di 
incidenza per cui É R = 0 obbedisce alla 

seni _ seni _ seni _ _ M 

seni' sen(90° - 1 ) cosi 

e viene detto angolo di Brewster. È fondamentale ricordare che questa partico¬ 
lare condizione di soppressione del campo riflesso è caratteristica esclusiva di 
onde col campo elettrico giacente nel piano di incidenza 17. 

Passiamo al caso vetro-aria, n = 0.667. Anche ora riportiamo alcuni valori 
in tabella e i grafici corrispondenti in figura. Per i tale che tg; = n (un aste- 


i 

l' 

e r /e, 

Et/E, 

0 ° 

0 ° 

- 0.20 

1.20 

15° 

22.83° 

-0.18 

1.22 

30° 

48.56° 

-0.07 

1.41 

33.69° 

56.31° 

0.00 

1.50 

41.81° 

90° 

1.00 

3.00 

45° 

— 

1 00 

— 

60° 

— 

1.00 

— 

75° 

— 

1.00 

— 

90° 

— 

1.00 

— 



vetro -aria \ 


risco) c’è soppressione dell’onda riflessa. Accade poi - / 

un altro fatto fondamentale: da seni/seni' = n si ri- - J 

cava che i è minore di i' se n è minore di uno; -ao-^/- 
quando i cresce, i' cresce con maggiore rapidità e 

raggiunge 90° in corrispondenza a sent = sen ; 0 = n; , 5 = ' 45 ’ ' 75^1 

per i> i 0 sen i>n e dovrebbe essere seni'>l. Ciò 

vuol dire che per i > i 0 non è possibile avere trasmissione attraverso la superfi¬ 
cie e l’onda incidente viene riflessa totalmente-, condizione perché avvenga que¬ 
sto fenomeno è che l’indice di rifrazione del mezzo uno, in cui si trova l’onda 
incidente, sia maggiore dell’indice di rifrazione del mezzo due (quindi vetro- 
acqua, acqua-aria, vetro-aria, sì; aria-acqua, aria-vetro, acqua-vetro, no, tanto 
per fare alcuni esempi). La riflessione totale è un fatto generale, che si ricava 
direttamente dalla legge della rifrazione e non dipende dalla particolare giaci¬ 
tura del campo elettrico. 

In conclusione, il campo riflesso parte da un valore mimmo negativo, 
passa attraverso zero all’angolo di Brewster e cresce fino a diventare eguale al 
campo incidente quando i = io! in corrispondenza il campo trasmesso cresce 
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monotonamente fino ad assumere il suo valore massimo per i = i 0 ; oltre questo 
limite non c’è più onda trasmessa, ma nei punti del mezzo due infinitamente 
vicmi alla superficie di separazione le relazioni di discontinuità richiedono un 
valore del campo diverso da zero. Si dimostra che penetrando nel mezzo due il 
valore del campo elettrico decresce con legge esponenziale annullandosi in 
pratica a una profondità dell’ordine della lunghezza d’onda della radiazione 
incidente. 

Ritornando, per finire, alle condizioni di incidenza normale, vediamo che 
nei due casi n > 1 e n < 1 si ha un comportamento diverso del campo riflesso. 

1) n > 1, ana-vetro: E R /E, > 0, il campo riflesso conserva la stessa posi¬ 
zione rispetto al versore di propagazione; si ha la situazione mostrata nella 
parte a della figura e si può dire che nel punto di incidenza il campo elettrico 
subisce una rotazione di 180°; il campo magnetico riflesso deve allora conserva¬ 
re il verso di quello incidente. 


z 

E, 

* 

Bn 

w.z= 


1 

z 

.. 

-In È, 

* 

gj 


J5 

w/mmTrm77x 


a(n>1) b(ncl) 


2) n < 1, vetro-ana: E r /E, < 0, la posizione di E R rispetto all’asse di pro¬ 
pagazione muta; si ha la situazione della parte (b) della figura e dunque il 
campo elettrico non ruota, ruota invece di 180° il campo magnetico. 

Esamineremo le conseguenze di tali fatti nel capitolo sui fenomeni di 
interferenza 

Oltre ai rapporti dei moduli dei campi, che abbiamo qui considerato, è 
molto importante il quadrato del rapporto dei moduli. Nel problema 10.2 
abbiamo trovato che l’intensità di 
un’onda è proporzionale al quadrato Ir 

dell’ampiezza del campo elettnco. La * 

quantità ^ 

2 

05- 

rappresenta, come vedremo nel capito¬ 
lo undicesimo, la percentuale di ener¬ 
gia riflessa. In figura è riportato R p in 

funzione di i per ì due casi discussi, prendendo i dati dalle tabelle. 




10.11. In un dipolo elettrico oscillante il moto della carica q, che supponiamo 
avvenga sull’asse z con ampiezza di oscillazione Zo, è descritto tramite un 
momento di dipolo elettrico p = Po sen tot con p 0 — qzo- Si dimostra che il 
campo elettrico a distanze r » z 0 vale in modulo 


E~ (“V sen (kr - at) ; (a) 

4zs 0 r \c J 

esso è sempre contenuto nel piano azimutale definito dall’asse del dipolo 
e Aniìn direzione di propagazione ed è normale a quest’ultìma. Dare 
l’espressione del campo magnetico associato al campo elettrico del dipolo 
oscillante e calcolare l’intensità 1(6) e la potenza totale P 0 (’). Dedurre da 
p 0 l’espressione della potenza irradiata da una carica in moto con accele¬ 
razione a. 


Riscnviamo la (a) per mettere meglio in 
evidenza la dipendenza del campo elettrico 
dalla distanza r e dall’angolo di emissione 6: 


E(r, 6 ) 


E 0 


sen 6sen (kr - coi) 


E 0 : 


Po 


4 ttS 0 


0 ») 

(c) 



Ricordiamo che il fattore fc, misurato in 
rad/m e inserito per riportare l’argomento 
del seno alle corrette dimensioni, vale co/c. 

La perturbazione elettromagnetica rappresentata dalla (b), che vale a 
grandi distanze dal dipolo, ha un andamento quasi sferico: questo perchè ac¬ 
canto alla dipendenza l/r c’è il fattore sen 6 e pertanto, a parità di r, il campo 
non è costante in modulo. Se si considera una piccola porzione del fronte 
d’onda, come ad esempio l’elemento di superficie di della figura, l’onda si 
comporta da onda piana; in base alla (10.14) il campo magnetico vale, in 
modulo, 


B 


sen0sen(fcr - coi) 


c cr 

esso è ortogonale a E con verso tale che il vettore di Poynting S dia la 
direzione di propagazione dell’onda. Il modulo di S si scrive 

5= JE1L = -JEL = £ 0 cjE 2 ■ 

Po cpo 

e l’intensità, cioè l’energia che passa in media nell’unità di tempo attraverso 
l’unità di superficie, vale 

I(r, 0) = -p f = y cso |f- sen 2 6 = -J§- sen 2 6 , (d) 


£2 

: e 0 c sen 2 0sen 2 (fcr - coi) 
r i 


(') Per una trattazione del campo generato da un dipolo elettnco oscillante si veda A Rista¬ 
gni, Fisica Generale, UTET, Voi. II, pg. 459. 
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7 0 = y c£ oEo = 


1 4 

P6& 

32n 2 e Q c 3 


(e) 


essendosi usata l’espressione (c). 

In figura è rappresentato un diagramma polare della funzione 7(0): con r 
costante per ogni valore di 0 si riporta dal centro del dipolo un segmento di 
lunghezza proporzionale a 7(0). Il diagramma mette bene in evidenza le carat¬ 
teristiche principali dell’emissione del dipolo elettrico oscillante: 1 intensità è 
nulla per 0 = 0 e 8—n, cioè lungo l'asse del dipolo, ed è massima per 0 = n/2 
o 0 = 3 >r /2 (la figura è valida in qualunque piano passante per z). 



La potenza media dP Q (0, <p) che passa attraverso un elemento di superfi¬ 
cie dX=r 2 sen6d6dcj) (espresso in coordinate polari, secondo la nota B del 
primo capitolo) normale a S. è data da 

dP 0 (8, <t>) = sen 2 Odi = - 7 0 sen 2 ddcosddcp ; 

la potenza media totale irradiata dal dipolo si ottiene integrando su una super¬ 
ficie sferica: 

2 X +1 

P 0 = - 7 0 j<7$ | sen 2 0<7cos0 = -|^ 7 q (f) 

o -1 


ovvero, utilizzando la (e), 


9 4 

Po « 


12 jisqc 


(g) 


La dipendenza da r scompare in quanto la potenza irradiata è la stessa attra¬ 
verso tutte le superficie sferiche concentriche al dipolo (conservazione dell e- 

nergia) . 

Ritorniamo alla carica q che oscilla con legge oraria z = z 0 sencuf; la sua 
accelerazione è d 2 z[dt 2 — — co 2 z^sencot e 1 accelerazione quadratica media vale 
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da questa e da p Q = qz 0 ricaviamo paco 4 = 2q 2 a 2 e sostituendo nella (g) 

P = 9 Z jl — = 0.22 • IO " 15 q 2 a 2 W . 

6n£ 0 c 

Abbiamo ritrovato la formula di Larmor (9.6), che ha validità generale e si 
applica a tutti ì casi non relativistici in cui una carica q si muove con accelera¬ 
zione a. 


10.12. Un’antenna radio lunga z 0 = 30 m trasmette su una frequenza v = 5 • IO 5 
Hz ed invia a un apparecchio radio, posto a distanza r = 10 Km in 
direzione ortogonale rispetto all’antenna, un segnale di ampiezza E = 0.1 
V/m. Calcolare la potenza irradiata dall’antenna e il valore massimo 
della corrente che la percorre. 

Trattiamo l’antenna come un dipolo oscillante e utilizziamo le relazioni 
trovate nel problema 10.11; nella (b) £ o sen0/r=O.l V/m con r=10 4 m e 
0= n/2 per cui £ 0 = IO 3 V/m. Dalle (e) e (f) 

7 0 = — ce 0 £ 0 2 = 1.33 ■ IO 3 -^r , Po = H-l • IO 3 W = 11 1 KW 
2 m~ 

Nell’antenna il moto oscillatorio della carica q = q 0 sencot dà origine alla 
corrente 7= dq/dt= q 0 co Q coscot per cui 

r „ „ „ 7 ma x Zp 

*max “ QOO) , po — Qo z O 

Sostituendo nella (g) del problema 10.11 

„ 1 / 4® 2 \ , 2_ 1 D r 2 („) 

Per la grandezza R a si ottiene l’espressione 

■ (b) 

avendo usato la (10.15), la cu = 2 jtv e la relazione Av= c tra lunghezza d'onda, 
frequenza e velocità di propagazione. R a ha le dimensioni di una resistenza e si 
chiama resistenza di radiazione-, essa caratterizza il processo di emissione di 
energia elettromagnetica qui descritto. Naturalmente R a non è la resistenza 
ohmica dell’antenna e la (a) non rappresenta la potenza dissipata per effetto 
Joule in seguito al passaggio della corrente. La (a) rappresenta invece la po¬ 
tenza che bisogna fornire all’antenna per produrre un segnale radio di ampiez¬ 
za £ = 0.1 V/m a 10 Km di distanza. 

Con i dati del problema 7? fl = 1 97 Q e dal valore noto di P 0 ricaviamo 
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/ max = 106.2 A. Per inciso, notiamo che A = c/v=600 m, cioè che z 0 « A: 
troviamo che è soddisfatta una delle condizioni fondamentali per la teoria 
dell’emissione del dipolo elettrico oscillante. 


CAPITOLO 11 


POLARIZZAZIONE 


NOTA 

Nel problema 10.4 si è visto come la conservazione dell’energia nella sua 
forma più generale, cioè per campi variabili comunque nel tempo, richiedesse 
l’introduzione del flusso di energia attraverso il vettore di Poyntmg. Già nei 
casi più semplici, come il condensatore che si carica o scarica, la considerazio¬ 
ne del flusso di energia porta a risultati che sembrano in contrasto con l’intui¬ 
zione; lo scambio di energia avverrebbe tramite il campo elettromagnetico che 
circonda il circuito e non lungo i fili che portano la corrente. Nei fenomeni 
statici il contrasto è ancora più evidente, per quanto occorra notare che un 
campo magnetico, anche se costante, è sempre prodotto da un moto di cari¬ 
che. In realtà questa problematica è legata da una parte alla difficoltà di 
localizzare l’energia elettromagnetica, per cui non ha molto significato il chie¬ 
dersi che strada faccia l’energia, dall’altra al fatto che un campo elettromagne¬ 
tico porta anche momento angolare, oltre ad energia e quantità di moto, ed è 
proprio la conservazione di questo che richiede un flusso di energia e quantità 
di moto anche nei fenomeni statici. Si veda allo scopo il capitolo 27 del II 
Volume della Fisica di Feynman. 


* * * 


Ila. In un’onda elettromagnetica piana che si propaga lungo l’asse x le 
componenti y e z del campo elettrico E, espresso m modo del tutto generale 
da (10.13), variano di norma in maniera indipendente; pertanto E ha una 
direzione e un modulo che non sono costanti nel tempo: esso gira e varia in 
lunghezza casualmente man mano che si propaga lungo l’asse x , pur restando 
sempre trasversale , cioè ortogonale a x. Il campo magnetico B ha lo stesso 
comportamento m quanto il suo modulo è proporzionale a quello di E (10.14- 
10.17) e la sua direzione è sempre ortogonale ad E; per tale ragione nel 
seguito ci riferiremo esclusivamente al campo elettrico. Questa situazione viene 
riassunta dicendo che l'onda piana elettromagnetica non è polarizzata. 

Di particolare interesse sono i casi in cui E non varia casualmente, ma con 
legge regolare. Consideriamo per semplicità un’onda piana sinusoidale mono¬ 
cromatica, le cui componenti variano con la legge 


E y = E 0y cos 



- 0 7 


COS 


tot — CO - h Ó 

V 


( 11 . 1 ) 


Il luogo dei punti descritti dall’estremo del vettore E si ottiene eliminando il 
tempo e risulta essere 

2 

4-l-E^-l —2 E V E; cos 0 = S en 2 <p . (11-2) 




E()y E{ 


Or 


Se cp rimane costante nel tempo, l’estremo di E percorre un’elica ellittica, 
avente come asse la direzione di propagazione e con proiezione sul piano yz 
rappresentata da (11.2), ruotando con velocità angolare co. L’onda piana si 
dice polarizzata ellitticamente. 

Sono notevoli i seguenti casi particolari. 

A. Polarizzazione rettilinea, cp = 0 oppure <p — x. 

Le equazioni (11.1-11.2) diventano 


E y = E 0y cos co 



E z = 


± £ 0 z cos tu 


t 


X 

V 


Ez _ + Ey 

Eoz ~ E 0y 


(11.3) 
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L’estremo del vettore E giace sempre nel piano 17 passante per l’asse x e 
intersecante il piano yz lungo la retta che forma con 1 asse y 1 angolo 6 tale 
che tg0= ±E Q jE Qy (vedi figura). Mentre E si propaga il suo modulo varia 
con legge armonica assumendo i valori compresi tra zero e 
E 0 = (Ely + E 2 0z ) l/2 . In pratica l’ellisse è degenerata in una retta e l’onda 
piana si dice appunto polarizzata rettilineamente o linearmente. Il piano 7T, in 



cui avviene la vibrazione e che ha giacitura fissa, viene chiamato piano ài 
polarizzazione. 

B. Polarizzazione circolare, (j> = ±n/2, E 0y = E 0 , = E 0 . 

Le (11.1-11.2) si scrivono: 

Ey = £ 0 cos w ^ -yì , E z = ± E 0 sen co ^ , 


Ey -l" £ 2 — Eo . ( n - 4 ) 

Durante la propagazione E ruota con velocità angolare ai, il suo modulo resta 
costante, il suo estremo descrive nello spazio un’elica cilindrica di passo co¬ 
stante, avente come proiezione sul piano yz una circonferenza di raggio E 0 . I 
versi di rotazione sono mostrati m figura: guardando dal verso positivo all’asse 



x se si vede E ruotare in senso orario si dice che l’onda piana è polarizzata 
circolarmente in senso levogiro, in caso contrario è polarizzata circolarmente in 
senso destrogiro. 


llb. L’energia elettromagnetica che passa nell’unità di tempo attraverso l’uni¬ 
tà di superficie è data dal modulo del vettore di Poynting (vedi paragrafo 
10c.); m un’onda piana B = E/ v e quindi 



y-mttoV 



E 2 = r]E 2 


(11.5) 
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avendo posto ri = c£ 0 (x e /^m)V 2 - Se poi valgono le (11.1) abbiamo 

S=rj E\y cos 2 (tot - co yì + E% 2 cos 2 fcot-co^-+<p) . (11.6) 


Ha importanza nella pratica conoscere non tanto i valori istantanei di S quanto 
il suo valor medio nel tempo, dato che gli strumenti di rivelazione sono sensibi¬ 
li a tale quantità. Il valor medio 7 di S è definito come 

r 

7 = y \s(t)dt 

0 


e si chiama intensità dell’onda. Introducendo (11.6) si ottiene 


7=i?^+i?-^- = /, + 7, , C 11 - 7 ) 

indipendentemente dal valore di 0 ; l’intensità è data quindi dalla somma di 
due termini, ciascuno connesso a una delle due componenti di E e tra loro 
indipendenti. 

Per un’onda polanzzata ellitticamente la (11.7) conserva la sua forma, con 
I y =£ 7 2 . Se invece l’onda è polarizzata rettilineamente possiamo dire, con riferi¬ 
mento alla relativa figura, che £ 0> .= E 0 cos9, E 0z = E 0 stn6 e la (11.7) diviene 



concludiamo che un’onda piana polarizzata linearmente m un piano che forma 
un angolo 6 con una direzione y prefissata si può pensare come sovrapposizio¬ 
ne di due onde piane polarizzate linearmente nei piani xy e xz, tra loro ortogo¬ 
nali; queste onde componenti sono in fase o in opposizione di fase e hanno le 
intensità l y = 7cos 2 6, 1 2 = 7sen 2 6. 

Nel caso di polarizzazione circolare £ 0j , = £o 2 = £o e la (11.7) si scrive 

7= rjEo ; ( n - 9 ) 

anche questa volta possiamo pensare Yonda piana polarizzata circolarmente 
come sovrapposizione di due onde piane polarizzate linearmente in piani per¬ 
pendicolari, in quadratura di fase e con intensità eguali, ciascuna pari a 7/2. 

A questo punto riconsideriamo Yonda piana polarizzata ellitticamente e 
concludiamo che anch’essa si può pensare come sovrapposizione di due onde 
polarizzate linearmente m piani ortogonali, le quali presentano una differenza 
di fase generica, ma costante nel tempo, e ampiezze generalmente diverse (si 
veda il paragrafo 12 a ). 

Quando l’onda piana non è polarizzata la direzione di vibrazione di E 
varia in maniera completamente casuale, come puntualizzato nel paragrafo Ila. 
Formalmente però, si può ancora scrivere istante per istante E = E^, + E r e 
quindi I = Iy + 7 Z , secondo quanto visto m (11.8); con l’avvertenza che cos 2 0 e 
sen 2 8 variano nel tempo casualmente assumendo tutti i valori compresi tra 
zero e uno, con valor medio l/2. Ciò vuol dire che 
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2 , = /, = ■!/ : , ( 11 . 10 ) 

un’onda non polarizzata, di intensità 7, si può rappresentare come sovrapposi¬ 
zione di due onde incoerenti polarizzate linearmente in due piani ortogonali, 
ciascuna di intensità 1/2. Col termine incoerenti si ìndica che non c’è una 
definita relazione di fase tra le onde componenti, nota l’ampiezza di una in un 
certo istante, nulla si può dedurre per l’ampiezza dell’altra. Ritorneremo su 
questo punto alla fine del problema 11.14. 


Ile. Nell’attraversare un mezzo materiale un’onda subisce un processo di 
assorbimento' ad uno spessore ds corrisponde una diminuzione di intensità 
di = - aids ('), proporzionale allo spessore e all’intensità incidente secondo la 
costante a, dipendente dal mezzo e dalla lunghezza d’onda della radiazione. 
Integrando su uno spessore finito s si ottiene l’intensità che viene trasmessa dal 
materiale: 


/ = / oe -“ = / oe - s ^ ; ( 11 . 11 ) 

I 0 è l’intensità primaria incidente. Tale legge è indipendente dallo stato di 
polarizzazione dell’onda. 

La costante a prende il nome di coefficiente di assorbimento (o potere 
assorbente) mentre p — l/a è detto cammino libero medio per assorbimento 
Attraversando lo spessore p l’intensità dell’onda viene ridotta di un fattore 
1/e = 0.368. 


lld. Nel seguito ci occuperemo esclusivamente della radiazione elettro¬ 
magnetica visibile. Un fascio di raggi paralleli di luce ordinaria costituisce un 
esempio di onda piana non polarizzata. Tra ì vari sistemi per ottenere da 
questa un’onda polarizzata esaminiamo per primo il metodo della polarizzazio¬ 
ne per riflessione, limitandoci a mezzi trasparenti con x m = 1, le cui proprietà 
ottiche sono esprimibili in funzione dell’indice di rifrazione n = c/v = fx e ) l l 2 , 
rapporto tra la velocità della luce nel vuoto e nel mezzo ( 2 ), Rimandiamo ad 
ogni modo alle figure successive e al problema 10.9 per la definizione dei 
simboli e delle terminologie usate in questo paragrafo; ripetiamo solo che la 
relazione tra angolo di incidenza e angolo di trasmissione è dato dalla legge di 
Snell 


seni _ n 2 
seni 1 


( 11 . 12 ) 


(') Per la trattazione di questo punto si veda il problema 16.12 

( J ) Si veda la nota alla fine del capitolo per una discussione sulla relazione tra indice di 
rifrazione e costante dielettrica relativa 


Cominciamo col considerare un’onda piana polarizzata nel piano 17 defini¬ 
to dalla direzione di incidenza e dalla normale alla superficie di separazione, 
chiamato piano di incidenza (vedi figura). Sottosegnamo con un ìndice p le 
grandezze relative a questo caso (polarizzazione parallela a 77). Sia l’onda 
riflessa che quella trasmessa sono polarizzate nel piano II (problema 10.9) e le 
ampiezze delle onde incidente, riflessa e trasmessa sono legate dalle relazioni 


tg(i- ;') 


tgo + n Ep fpEp 


t?t _ 2 seni' cosi _ 

p sen(i-t-i') cos(i-i') p tp p 


(11.13) 

(11.14) 



Ai vettori rappresentativi dei campi elettrici si attribuiscono come versi positivi 
quelli mostrati in figura. Ricordando la definizione di intensità, la (11.5) con 
K m = 1 e detta I p l’intensità dell’onda incidente, abbiamo per l’intensità del¬ 
l’onda riflessa 

T T 

Ip = C£ 0 «i y | (E*fdt = C£ 0 n! rj y J {E p fdt = rjl p . 

0 0 


Dette W B 


■Ip2 o 


la potenza dell’onda incidente e W p — I p 2 R la potenza del¬ 


l’onda riflessa, la percentuale di energia riflessa è 
T In _ 2 _ tg 2 (Ì~l') 


Rn 


: 2-Z.z 




w„ 


IpZ o 


tfO + f) 


(11.15) 


dalla figura si vede infatti che 2 R = 2 0 : nella riflessione non cambia la sezione 

del fascio. Per l’onda trasmessa 

r r 

7/ = C£ 0 n 2 y | (£/) 2 = C£ 0 n 2 r 2 y J ( E p ) 2 dt = t*I p ; 
o o n * 


passando alla potenza, la percentuale di energia trasmessa è 
p - W<T_ Ip 2r _ n 2 cosi' 2 _ sen2isen2/' 
p W p I p 2 0 njcosi p sen 2 (i + i') cos 2 (i-i') 


(11.16) 


infatti la sezione del fascio trasmesso è legata a quella del fascio incidente 
dalla relazione 2 0 /cosi = Et/ cosi'. In accordo col principio di conservazione 
dell’energia si verifica che 


R p + T p = 1 


2 , n 2 cosi' 
r; + — - 

«icosi 


[ p = 


1 . 


Se invece l’onda incidente è polarizzata in un piano a normale a II (indice 
t per significare polarizzazione trasversale rispetto al piano di incidenza), come 
è mostrato nella figura dove con un punto è indicato un vettore normale al 
disegno e uscente, allora sia l’onda riflessa che quella trasmessa sono polarizza¬ 
te ortogonalmente a 77 e le ampiezze sono legate dalle relazioni 
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sen(i — f) 
sen(i + i') 


E, = r,E, 


2 seni'cosi 
sen(i + i') 


E, = t,E, 


(11.17) 

(11.18) 



che si ricavano in modo analogo a quanto visto nel problema 10.9. Procedendo 
come nel caso precedente, si ha per le percentuali di energia riflessa e tra¬ 
smessa 


W? == _7f_ = sen 2 (i - i') 
W, I, r ‘ sen 2 (i + i') 


(11.19) 


_ _ ijlr _ n 2 cosi' ^ _ sen2isen2i ' 

' W, 1,1 0 cosi ' sen 2 (i + i') 

Anche ora si verifica 


( 11 . 20 ) 


R, + Tr- 


2 i W2COSI 2 
Tt ___ t 


Infine, se l’onda incidente è polarizzata in un piano che forma un angolo 
6 con JJ diverso da zero e da jt/ 2, l’onda riflessa e l’onda trasmessa sono 
ancora polarizzate, ma i loro piani di polarizzazione formano con 17 angoli 
diversi da 6 Vedremo questo fatto nel problema 11.3 dove calcoleremo, in 
funzione di 6 e dell’angolo di incidenza, questa rotazione del piano di polariz¬ 
zazione e le percentuali di energia riflessa e trasmessa. 

Nel caso di un’onda piana non polarizzata di intensità I sappiamo, per 
quanto mostrato nel paragrafo llb., che si può rappresentarla come sovrappo¬ 
sizione di due onde incoerenti polarizzate m piani ortogonali con intensità 
I p = I,- 7/2. Quindi 


I p R = R p I p = ±- R p l 

I? = R,1, = \ R,I 


/* = /* + /* = ! (R p + R,) I 




tg 2 (i - i') sen 2 (i - i') 

tg 2 (i + i') sen 2 (i + i') 


( 11 . 21 ) 


R dà la percentuale di energia riflessa; in modo analogo si calcola la percen¬ 
tuale di energia trasmessa T = 1/2 (T p + T t ), oppure si ricorre a T = 1 - R. Le 
grandezze R e T si chiamano, nspettivamente, coefficiente di riflessione e coef¬ 
ficiente di trasmissione. 

Da (11.15) si vede che R p = 0 se i + i' = jr/2: in queste condizioni, E 
giace nel piano 17, non si ha riflessione (problema 10.10). Per un fascio di luce 
non polarizzata, che incide su 1 con un angolo i B soddisfacente alla 
i B + i B = jr/2, si può concludere che viene riflessa solo una certa percentuale, 


POLARIZZAZIONE 


379 


con il vettore E che giace in un piano ortogonale a 77: pertanto il fascio 
riflesso è polarizzato rettilineamente. Si dimostra (vedi ancora il problema 
10.10) che 

tg i B = — -n-, (11.22) 


i B è detto angolo di Brewster. Dal confronto tra (11.15) e (11.19) si vede che è 
sempre R, > R p ; quindi si ha nel fascio riflesso 7f 2* I p . Si dice allora che la 
luce riflessa è parzialmente polarizzata e si definisce come grado di polarizza¬ 
zione la quantità 

p _ I* — Ip _ R<~ Rp CI c 

FR -n*rtf R,+s, • (U - 23) 


Si tratta di un caso particolare della definizione generale di grado di polarizza¬ 
zione di un fascio 


It ~ I P _ W f -W p 
I,+ I P W,+ W p 


(11 24) 


esso può assumere ì valori compresi tra zero (I p = I ,), fascio non polarizzato, e 
uno (p.e. I p = 0), fascio totalmente polarizzato. 

Quando l’angolo di incidenza assume valori vicini a zero (incidenza nor¬ 
male). si possono confondere il coseno con l’unità e il seno e la tangente con 
l'angolo. Dalla relazione (a) del problema 10.10 abbiamo 


«2 ~ »i 

n 2 + «i 


n 2 + «i 


E => t ■ 


. _ «2 ~ ni 

n 2 + «i 

_ 2 «i 

n 2 + n i 


(11.25) 


(11.26) 


In tal caso infatti perde significato la definizione di piano di incidenza e quindi 
la distinzione tra E p e E,. Si ha così un unico coefficiente di riflessione e di 
trasmissione: 


« 2~«1 
n 2 + n x 


(11.27) 


(11.28) 


T = t 2 = 4ni ” 2 . (11.28) 

I ni (n 2 + n{) 2 

Nel caso della trasmissione il rapporto delle intensità è eguale al rapporto delle 
potenze perché 1 T = 1 0 in incidenza normale. 


Ile. Ricordiamo alcuni dei risultati più importanti relativi a un’onda pia¬ 
na elettromagnetica che incide su una lamina di cristallo uniassico, dotato cioè 
di un solo asse ottico; la maggior parte dei cristalli adoperati per gli strumenti 
ottici sono di questo tipo (quarzo, calcite, tormalina, spato). 









380 


CAPITOLO 11 


Consideriamo una lamina di cristallo uniassico con le superficie di taglio 
parallele all’asse ottico; il piano di incidenza fi, individuato dalla direzione 
dell’onda incidente e dalla perpendicolare x alla lamina, sia normale all’asse 
ottico e l’angolo di incidenza sia i (vedi figura). Nella rifrazione hanno origine 
due onde trasmesse (donde il nome di lamine birifrangenti) con le seguenti 
carattenstiche: 



a) hanno la direzione di propagazione contenuta nel piano di incidenza; 

b) sono polanzzate una nel piano fi (onda ordinaria) e l’altra m un piano 
passante per la direzione di propagazione e per l’asse ottico (onda straordina¬ 
ria); i due piani di polarizzazione sono quindi ortogonali; 

c) si propagano nel cristallo con velocità diversa ovvero vedono il cristal¬ 
lo con due indici di rifrazione diversi, n a per l’ordinana, n s per là straordinaria 
('); di conseguenza, valendo per entrambe la (11.12), le due onde si propagano 
dentro la lamina in direzioni diverse per poi proseguire parallelamente quando 
escono da essa; 

d) la potenza delle due onde trasmesse è la stessa ed è metà della potenza 
dell’onda incidente se quest’ultima è un’onda piana non polarizzata. 

Quando l’onda piana incidente è del tipo E = E 0 cosco(r - x/v), si propaga 
lungo l’asse x (i = 0) ed è polarizzata rettilineamente in un piano che forma un 
angolo 8 con l’asse ottico della lamina (asse y), all’entrata della lamina abbia- 




che nella lamina si propagano sovrapposte lungo l’asse x. A causa della diversa 
velocità di propagazione si introduce uno sfasamento tra l’onda ordinaria E 2 e 
l’onda straordinaria E^ legato allo spessore s attraversato: 



n s )s 


(11.29) 


(') Se n s < n 0 il cristallo si dice negativo, se è vero il contrano si dice positivo 
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con A lunghezza d’onda della luce incidente. All’uscita della lamina la risultan¬ 
te delle due onde sfasate 


E^, — £ o cos0cos^air — ai — j a y , E z = £ 0 sen 0cos ^a>r - co - h <pj u 2 , 

è un’onda piana polarizzata ellitticamente (paragrafo Ila.) Tali lamine, dette 
di ritardo, servono quindi a produrre fasci di luce polarizzata ellitticamente. 

Passiamo adesso al caso di una lamina con superficie di taglio normali 
all asse ottico; in figura l’asse x dà la direzione di propagazio¬ 
ne dell’onda incidente e dell’asse ottico. In questa situazione yp 

non avviene doppia rifrazione: l’onda piana attraversa senza |Yj 
scindersi la lamina e non subisce deviazioni. ! x 

Infine, se la lamina è tagliata con le superficie che forma- .fs 

no un angolo arbitrario con l’asse ottico, avvengono gli stessi 
tipi di fenomeni descritti nel primo caso trattato Riassumere il comportamento 
della lamina non è però semplice e non tratteremo mai tale caso nei problemi 
che seguono. 

Ritornando al primo caso, che è quello più importante, notiamo che alcu¬ 
ni cristalli, come la tormalina, hanno la proprietà di assorbire maggiormente 
una delle due onde polarizzate che si propagano dentro la lamina; il fenomeno 
si dice dicroismo. Se si dispone di un opportuno spessore si ha l’estinzione 
completa di una delle due componenti, mentre l’altra è parzialmente trasmessa; 
si ha così in uscita un fascio di luce polarizzato rettilineamente. 


llf. Quando un’onda polarizzata rettilineamente attraversa certe sostan¬ 
ze, dette otticamente attive, il piano di polarizzazione ruota di un angolo a, 
determinato dallo spessore h attraversato secondo la legge 

a = Kh , (11.30) 

dove K è una costante caratteristica del materiale, detta potere rotatorio speci¬ 
fico. In particolare per le soluzioni vale la legge di Biot 

a = kch ; (U. 31 ) 

per esse cioè K = kc, con c concentrazione del soluto; anche a k viene dato il 
nome di potere rotatorio specifico. Il potere rotatorio dipende in generale dalla 
temperatura e dalla frequenza d’onda della luce incidente. 

L’analisi del fenomeno è ricondotta ad una sorta di birifrangenza circolare, 
nel senso che una luce polarizzata rettilineamente può pensarsi scomposta in 
due componenti, ciascuna polarizzata circolarmente, una destrogira e una levo¬ 
gira, le quali si propagano in una sostanza otticamente attiva con velocità 
diverse. Per la trattazione matematica rimandiamo al problema 11.20. 

Un fenomeno analogo avviene quando un’onda polarizzata rettilineamente 
si propaga in una sostanza a cui è applicato un campo magnetico (e che, in 
assenza di campo, non è otticamente attiva); il fenomeno è detto effetto Fara¬ 
day e vale per esso la legge di Verdet: 
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a = VBhcosdp , (11 ' 32) 

con V costante caratteristica della sostanza e 6 B angolo tra direzione di propa¬ 
gazione e B. Mentre nell’attività ottica normale il verso della rotazione dipen¬ 
de dal verso di propagazione, nell’effetto Faraday ne è indipendente. 


llg. Ricordiamo che l’intensità si misura in W/m 2 e che l’indice di rifra¬ 
zione e i coefficienti di riflessione e di trasmissione sono adimensionali. Il 
potere rotatorio specifico si misura in gradi/m e la costante di Verdet m 

8I ' ad La'lunghezza d’onda A si misura in metri; sono però usati comunemente 1 
sottomultipli micrometro o micron (pm=l(T 6 m) e nanometro (nm = 10 
m) Lo spettro delle lunghezze d’onda della luce visibile nel vuoto è. 


0.4 ixm«A^0.7 pm 
400 nm =S A =S 700 nm 


0.75 • IO 15 HzSsvS=0.43 • IO 15 Hz 


Nelle diseguaghanze il primo numero corrisponde al violetto, il secondo al 

r ° SS Riassumiamo infine brevemente le varie maniere usate per scrivere l’argo¬ 
mento di una funzione sinusoidale che si propaga lungo l’asse x con pulsazione 
w e velocità v 

-IH = 2;r(vf - Nx) = o)f- kx , 

T-2nl co è il periodo, v= l/T = a)/2n la frequenza, A= vT-v/v- 
la lunghezza d’onda, N= l/A il numero d’onde (comprese nell intervallo unita- 
rio di lunghezza), k - ìJ= 2«/I - »/» il modulo dui vettore di prop.gaz.o- 
ne k, che dà la direzione e il verso di propagazione. 

* * * 



11.1. Un fascio di luce naturale incide con un angolo di 60 sulla superficie 
piana di un blocco di vetro. L’esame della luce riflessa mostra che essa e 
polarizzata rettilineamente. Determinare l’indice di rifrazione n del vetro, la 
percentuale della luce incidente che viene riflessa, specificandone il piano 
di polarizzazione, il grado di polarizzazione della luce trasmessa. 

Se l’onda riflessa è totalmente polarizzata vuol dire che l’angolo di inci¬ 
denza è quello di Brewster (11.22) per il vetro che costituisce il blocco; quindi, 
assumendo che il mezzo uno sia aria, n = tg60°= 1.73. Poiché m queste condi¬ 
zioni l’angolo di incidenza e l’angolo di trasmissione sono complementari, que¬ 
st’ultimo vale 30°. La percentuale di luce che viene riflessa è data da (11.21) 

con R p = 0: 

t 
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W R _ W* 
W 0 " W 0 ' 


sen 2 (60° - 30°) = 0.125 


Soltanto il 12.5% della luce viene riflesso; il campo elettrico dell’onda piana 
riflessa vibra in un piano normale al piano di incidenza. 

Visto che il 12.5% dell’energia è riflesso, il restante 87.5% deve essere 
trasmesso. Ricorrendo alla scomposizione dell’onda piana incidente in due on¬ 
de incoerenti polarizzate nel piano di incidenza e in un piano a questo ortogo¬ 
nale, la potenza incidente è W 0 = W p + W, con ~W p = W,= 0.5 W 0 , secondo il 

paragrafo 11.d. Ma W p non può che essere tutta trasmessa e quindi W p = 0.5 

W 0 ; invece W? =W,-Wf = 0.5 W 0 - 0.125 W 0 = 0.375 W 0 . Ne nsulta, in base 
a (11.24), un grado di polarizzazione della luce trasmessa 

p 0.500 - 0.375 _ 

tT W t +w t 0.500 + 0.375 


11.2. Un fascio di luce naturale, di intensità Io — 1 W/cm 2 e sezione 2T 0 1 

cm 2 , incide con un angolo di 70° sulla superficie di una lastra di vetro con indice 
di rifrazione n = 1.5. Determinare l’intensità e la potenza dei fasci di luce riflesso 
e trasmesso e il loro grado di polarizzazione. 

L’angolo di Brewster (11.22) della lastra è determinato da tg i B = « = L5. 
cioè i B = 56.31°; l’angolo di incidenza è diverso da i B e quindi l’onda riflessa 
non è totalmente polarizzata L'angolo di trasmissione si calcola da (11.12). 

SCO 70 ., _ oo 70° 

sen* -——— => i -Jo./v 

Della luce incidente viene riflessa, secondo (11.21), una percentuale 

ll-± R 1 tg 2 (70°- 38.79°) _ nml 
/ 0 ~ 2 p 2 tg 2 (70° + 38.79°) 

con il vettore elettrico contenuto nel piano di incidenza il e una percentuale 
I? _ 1 1 sen 2 (70°-38.79°) _ n1gn 

To'" 2 ' 2 sen 2 (70° + 38.79°) 

con il vettore elettrico contenuto in un piano normale a JT. In totale 


(R p + R,) = 0.171 


I R = RIq = 0.171 


W* -I*X 0 = 0.171 W . 

Il grado di polarizzazione del fascio riflesso è 
jR _ ]R 

p *-TTff- om ■ 
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L’onda trasmessa, di potenza W T = Wq - W R = 0.829 W, è costituita dalla 
solita sovrapposizione di due onde incoerenti, di potenza W p e Wj: 

W/= = R p ) W 0 = 0.479 W , 

WT = W, - W R = y (1 - R t ) W 0 = 0.350 W , 

essendo W p -W,= W 0 / 2. L’intensità dell’onda trasmessa è 

= ^ 1 = 0.364 -^ , 

I T cosi L 0 cm 

suddivisa nelle parti ij = Wf/Z T = 0.210 W/cm 2 e ij = Wj/I T = 0.154 
W/cm 2 . L’onda trasmessa ha un grado di polarizzazione 



I risultati visti qui e nel problema 11.1 portano alla seguente osservazione, 
che ha carattere generale: disponendo di un fascio di luce di data intensità, se 
lo si fa incidere su una superficie piana di un materiale trasparente si ottengo¬ 
no due fasci: uno riflesso, di bassa intensità, ma con alto grado di polarizzazio¬ 
ne (fino a uno quando l’angolo di incidenza è quello di Brewster), e uno 
trasmesso, di alta intensità, ma con basso grado di polarizzazione. 


11.3. Un fascio di luce di potenza W 0 e sezione Lo, polarizzata in un piano che 
forma un angolo 6 con il piano di incidenza, incide con angolo i sulla 
superficie di un mezzo trasparente con indice di rifrazione n. Dimostrare 
che i fasci riflesso e trasmesso sono polarizzati rettilineamente in piani che 
sono in generale ruotati rispetto al piano di polarizzazione della luce inci¬ 
dente di un angolo che dipende da 0 e da i; dare inoltre la legge con cui 
variano le potenze e le intensità dei fasci suddetti al variare di Bei. Si 
eseguano i calcoli per W 0 = 8 W, Lo = 1 cm 2 , i — i B — 56.31°, 0 = 45°. 


A norma di quanto visto nel paragrafo llb. l’onda piana polarizzata di 
ampiezza E 0 e intensità 7 0 si può scomporre in due onde piane: la prima, con 
E contenuto in FI, ha ampiezza E p = £ o cos0 e intensità I p = / o cos 2 0, la secon¬ 
da, con E contenuto in un piano a ortogonale a n, ha ampiezza E, = E 0 seti 6 e 
intensità /, = 7 Q sen 2 0 (vedi figura). 

Da (11.13-11.17) si ricava per il campo riflesso 


E r = E r + E r 


tgp-o 

tg(l-t-l') 


Eocosduy — 


sen(i — i') 
sen(i + i') 


Eo sen0u 2 


(a) 
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Noti £, Wo, £ 0 si calcolano subito W R = RW 0 e I R = RW 0 /Io- Nel fascio 
trasmesso W T = Wo — W R , T = W r /Wo = 1 — R e 

jT _Wj*_ cosi (1 R) Wo _ COSI ^^ 

Ir cosi' Io cosi' 


Nella figura è rappresentato l’andamento di 
(3 R e /3 T in funzione di i per 6 = 45° e n = 1.5. In 
particolare, quando i coincide con l’angolo di 
Brewster, i + i' = 90° e, per la (c), /3 R = 90°: l’on¬ 
da riflessa è polarizzata normalmente a II. Questo 
è il nostro caso e i' = 33 69°. Il coefficiente di 
riflessione si riduce a 

R = sen 2 (i - i') sen 2 0 = 7 4 • IO -2 : 

dell’onda incidente viene riflesso il 7.4%, cioè 
W* = 0.59W, I R = 0.59W/cm 2 ; il rimanente 
92.6% viene trasmesso, cioè W T = 7.41 W e 
I t =W t /I t = 4.94 W/cm 2 . Infine /3 r = 42.71°, 
come si ricava dalla (d). 



11.4. Un fascio di luce polarizzata circolarmente, di intensità 7 0 = 10 W/cm 2 e 
sezione Io — 0.5 cm 2 , incide con un angolo i sulla superficie di un mezzo 
trasparente avente indice di rifrazione n = 1.5. Determinare come variano 
con i lo stato di polarizzazione e l’intensità dei fasci riflesso e trasmesso. 
Studiare in particolare il caso in cui i coincide con l’angolo di Brewster 

Sappiamo dal paragrafo Ila che l’onda incidente può essere rappresentata 
come sovrapposizione delle onde piane 

E p = Eo cosci u y > E, = E 0 sena>(t-^j\ u z , 


la prima polarizzata nel piano di incidenza 17, la seconda in un piano a ortogo¬ 
nale a 77. Facendo uso delle (11.13-11.17) per l’onda riflessa e delle (11.14- 
11.18) per l’onda trasmessa scriviamo 

e p = tg ^ E 0 cos w (t - — \ % , 

P tg(i + i') V w/ 

sen (i-n \ „ 


sen(i -fi') 


£ 0 sen co t 


_2 seni'cosi 

sen(i + i') cos(i - i') 

2seni'cosi „ / 

- " ■■■ - £ 0 sen o) 1 1 

sen(t-fi) \ 


£ocoscu( t 


v 
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In queste formule x rappresenta una coordinata misurata lungo la direzione di 
incidenza, di riflessione e di trasmissione (non abbiamo usato simboli diversi 
per non appesantire la notazione) e u y , u, sono ì versori dei corrispondenti assi 
mutuamente ortogonali che formano un sistema cartesiano con u x . 

Ricordando la (11-1) vediamo che le onde piane riflessa e trasmessa sono 
polarizzate ellitticamente; il rapporto tra gli assi dell’ellisse descritta dall’estre¬ 
mo del vettore E* e quello relativo a E r valgono 

E r _ sen(i - i') tg(i + ;') _ cos(i - i') 

£r E r sen(i-fi') ’ tg(i-i') cos(i + i') 

- E? - 2 seni'cosi sen(i + i') cosp - i') 

Et ~ Ep sen(i-fi') 2 sem' cosi 

Con incidenza normale (i = i' = 0) e R = e T = 1' entrambe le onde sono 
polarizzate circolarmente; quando i = zc/2 non c’è onda trasmessa e l’onda 
riflessa, eguale a quella incidente, è ovviamente circolare, per i = i B 
, + j' = jc/ 2, s R = °=: all’angolo di Brewster l’onda riflessa è polarizzata rettili¬ 
neamente in un piano ortogonale a 17, come del resto abbiamo visto più volte 
(£/ va a zero, £f resta finito). In tutti gli altri casi £ g >l e l’onda riflessa è 
polarizzata ellitticamente. Per l’onda trasmessa non ci sono tante possibilità; a 
parte il caso dell’incidenza normale, e t è sempre minore di uno, ma non si 
annulla mai e quindi c'è sempre polarizzazione ellittica. 

Il coefficiente di riflessione è dato da (11.21), per i = i B £ = 05 
sen 2 (i — V) con i = 56.31° e i'= 33.69°, cioè £ = 74-IO -2 . Pertanto 
= £/ 0 = 0.74 W/cm 2 e W* = I*I 0 = 0 37 W. La potenza incidente vale 
I 0 I 0 = 5 W e quella trasmessa nsulta W r = Wo - W R = 4 63 W, di qui 

r _ W T _ W T cosi' _ 6 1? W 
I T I 0 cosi ' cm 2 

Il rapporto tra gli assi dell’ellisse nell’onda trasmessa è s T = 0.923. 


11.5. Un fascio di luce naturale di intensità I 0 incide normalmente su un sistema 
di due lamine di tormalina T\ e T 2 , tagliate con le superficie parallele 
all’asse ottico e poste addossate. Descrivere lo stato di polarizzazione del 
fascio trasmesso da questo sistema e la sua intensità al variare dell’angolo 
0 tra gli assi ottici di T\ e T 2 . 

Come abbiamo visto più volte l’onda piana non polarizzata può essere 
pensata come sovrapposizione incoerente di un’onda piana di intensità 
7 j = 7 0 /2, con il vettore E che vibra nel piano 77 determinato dall’asse ottico di 
Ti e dalla direzione di propagazione, e di un’altra egualmente intensa con il 
vettore E che vibra in un piano normale a 77. La tormalina è un cristallo 
dicroico (paragrafo Ile.) e, se lo spessore della lamina è sufficiente, lascia 


cos(i - 1 ') 
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passare solo l’onda che vibra nel piano JT; pertanto, all’uscita della prima 
lamina abbiamo un fascio polarizzato rettilineamente di intensità li, supponen¬ 
do di poter trascurare l’assorbimento della tormalina per la componente tra¬ 
smessa. 

Il fascio polarizzato incidente su T 2 si può a sua volta pensare come 
sovrapposizione di due onde piane polarizzate (paragrafo llb.): una m un 
piano passante per l’asse ottico della seconda lamina T 2 , di intensità 
I 2 = li cos 2 0 , e l’altra polarizzata m un piano nor¬ 
male a questo, di intensità / 3 = /isen 2 0. T 2 lascia 
passare solo la prima onda e quindi, all’usata, ab¬ 
biamo un fascio polarizzato di intensità 


asse offrcolo /asse ottico T, 

i « / 1 


Iq cos 2 6 



traccia della direzione 
di propagazione 


La luce trasmessa dal sistema ha intensità che va¬ 
ria da zero {6=71/2, tormaline incrociate) a Ii = I 0 /2 (0 = 0, tormaline paral¬ 
lele). La dipendenza dell’intensità trasmessa da cos 2 6 è nota come legge di 
Malus (1809). 

Cristalli dicroici di uso comune sono ì polaroidi, che hanno il pregio di 
ottenere gli stessi effetti con spessori molto piccoli, dell’ordine del decimo di 
millimetro. Ad ogni modo comune è la caratteristica di polarizzare la luce 
parallelamente all’asse attico e di assorbire il 50% dell’intensità di un fascio di 
luce ordinaria. 


i 


11.6. Un fascio di luce bianca incide sulla superficie di un liquido il cui indice 
di rifrazione varia con la lunghezza d’onda secondo la formula empirica 
n=A+ Bj A 2 con A = 1.5137 e B = 4.6085 • IO 3 nm 2 . Osservando attra¬ 
verso un polaroide la luce riflessa si nota che in determinate condizioni è 
completamente mancante la luce di lunghezza d’onda À 0 = 656 nm. Preci¬ 
sare le condizioni per cui ciò avviene. 

Affinché una certa lunghezza d’onda possa essere eliminata in seguito a 
riflessione e ad attraversamento del polaroide è necessario che siano verificate 
due condizioni: 

1 ) per quella lunghezza d’onda la luce riflessa deve essere polarizzata 
rettilineamente; ciò avviene all’angolo di Brewster (11.22): 

tgz B = n = A + ~2 = 1-5244 =*> = 56.74° ; 

ao 

l’angolo di incidenza deve dunque valere i B ; 

2) poiché in tali condizioni l’onda riflessa ha il vettore E che vibra in un 
piano normale al piano di incidenza 17, per avere estinzione l’asse del polaroi¬ 
de deve essere paralleleo a 77. 

Sostanzialmente analogo è il principio di funzionamento degli occhiali da 


sole Polaroid. Per esempio, la luce riflessa da una distesa d’acqua è parzial¬ 
mente polarizzata, con preponderanza della componente trasversale (cioè oriz¬ 
zontale) rispetto al piano di incidenza; guardandola attraverso un polaroide 
con l’asse ottico parallelo al piano di incidenza (cioè verticale) si ha assorbi¬ 
mento di questa componente. 


11.7. Un fascio di luce naturale, di potenza W 0 = 1 W, incide normalmente su 
un sistema di due tormaline T\ e T 2 del tipo descritto nel problema 11.5. 
Tra le due tormaline ne viene inserita una terza in modo tale che essa è 
attraversata solamente da metà del fascio trasmesso da T 2 ; tutti e tre gli 
assi ottici giacciono in piani paralleli. L’angolo tra gli assi ottici di T\ e di 
T 3 è 2 a = 2°. Descrivere come varia la potenza del fascio trasmesso dall’in¬ 
tero sistema ruotando T 2 attorno all’asse x di propagazione. 


L’onda trasmessa da 7) è polarizzata rettilineamente m un piano passante 
per l’asse ottico e la direzione di propagazione e ha la potenza Wj = 0.5 W. 
Metà di questo fascio attraversa la lamina T 3 \ all’uscita di T 3 la luce è polariz¬ 
zata parallelamente all’asse ottico di T 3 e trasporta una potenza W 2 = 0 5 
Wjcos 2 2a ovvero, essendo 2 a molto piccolo, W 2 = 0.5 Wj Sulla seconda tor¬ 
malina incidono quindi due fasci adiacenti che trasportano ognuno W 2 = 0 25 
W, polarizzati m due piani che formano un angolo 2 a; la situazione è mostrata 
in figura, con 2 a ingrandito per comodità. Detto 6 l’angolo formato dalla 
bisettrice dell’angolo di apertura 2 a con la direzione 
dell’asse ottico di T 2 , avremo all’uscita di questa due 
fasci adiacenti di potenza 

W A = W 2 cos 2 (0 - a) = 0.25 cos 2 (0 - a) W 

W fl = W 2 cos 2 (jt - 0 - a) = 0.25 cos 2 (0 + a) W . 

Non esiste alcun angolo 0 per cui si riesca ad annullare contemporaneamente 
W A e W B . Quando 6 = zi/2 



/asse T, 


asselj» 


- = sen 2 a = 


: 3 ■ 10” 


W 2 W 2 

i due fasci hanno la stessa intensità e solo una piccola percentuale viene 
trasmessa. Se ruotiamo T 2 di un piccolo angolo A 0 nell’intorno di 6= ti/ 2 la 
variazione relativa di potenza dei due fasci è 


Ws 


1 

'w A 


dw_ 


00 


^ ' Ad = 

e=jt/2 


2 Ad 
tg a 


2 Ad 


4W B _ 1 /0W B \ 2A0 _ 2A0 

W B W B V 30 )*-*/2 tga a 

Per esempio, se A8=V e a=l°, AW a /W a = — 3.3 • IO -2 . AW B /W B = 
3.3 • IO -2 : la potenza dei due fasci differisce del 6 6 %, quantità ben rilevatole 
sperimentalmente anche con l’occhio. 
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Il sistema ora descritto si presta per determinare, con una notevole preci¬ 
sione, la posizione di incrocio degli assi ottici di due tormaline (T) e T 2 nel 
nostro caso); esso è usato in molti strumenti, quali 1 polarimetri. La posizione 
di eguale intensità è assunta come quella di incrocio ed è detta, per ovvi 
motivi, di equipenombra. 


11.8. Un fascio di luce naturale di intensità 1 W/cm 2 incide con un angolo di 
70° sulla superficie di una lastra di vetro con indice di rifrazione n = 1.5. 
Sul fascio riflesso viene posto un polaroide P. Determinare la legge con cui 
varia l’intensità da questo trasmessa al variare dell’angolo 6 tra il suo asse 
ottico e il piano di incidenza. 

Nel problema 11.2 abbiamo ricavato che l’onda riflessa è parzialmente 
polarizzata, con grado di polarizzazione P R = 0.754; precisamente essa è una 
sovrapposizione di due onde piane incoerenti polarizza¬ 
te, una con E contenuto nel piano di incidenza 17 e 
intensità l p = 0.021 W/cm 2 , l’altra con E normale a 17 e 
intensità 7, = 0.150 W/cm 2 . Quando l’asse ottico del po¬ 
laroide P è parallelo a II viene trasmessa solo I p , men¬ 
tre quando è ortogonale a 77 passa solo I,. In una posi¬ 
zione intermedia caratterizzata dall’angolo 6 tra l’asse 
ottico PP del polaroide e II, vengono trasmesse le intensità 7/ = I p cos 2 0 e 
Il =1, sen 2 0. All’uscita del polaroide si ha un’onda polarizzata rettilineamente 
di intensità 

7 = 7/ + 7/ = 7 p cos 2 0 + 7,sen 2 0 = 0.021 cos 2 6 + 0.150sen 2 0 W/cm 2 . 



11.9. Una lamina di calcite, spessa s = 2 cm, è tagliata con le due facce paralle¬ 
le all’asse ottico. Un fascio di luce ordinaria gialla incide sulla lamina 
secondo un angolo i = 45°, col piano di incidenza perpendicolare all’asse 
ottico (vedi figura). Sapendo che per tale luce gli indici di rifrazione della 
calcite sono n Q = 1.6583 e n s = 1.4864, calcolare la separazione tra i due 
fasci all’uscita della lamina. Descrivere come varia l’intensità luminosa dei 
due fasci se si pone un polarizzatore sul fascio incidente e lo si ruota. 


Siamo nelle condizioni descritte nel paragrafo Ile: 
le onde ordinana e straordinaria si propagano nel piano 
di incidenza e i rispettivi angoli di trasmissione risultano 


seni 

senio 


n 0 => io — 25.24°, 


sem 

senij 


— n s =>i s = 28.41°. 


La distanza tra le direzioni di propagazione all’uscita 


della lamina vale 


d = s(tgi s - tgi 0 ) cosi = 982 pm « 1 mm 
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L’onda ordinaria ha il vettore elettrico che vibra nel piano di incidenza 77 
mentre per quella straordinaria la vibrazione è normale a 77, cioè parallela 

all’asse ottico della lamina. 

Se si pone un polarizzatore sul fascio incidente 
con l’asse nel piano 77 viene trasmessa dalla lamina 
solo l’onda ordinana; se invece l’asse del polarizzato¬ 
re è normale a 77 , ovvero parallelo all asse ottico 
della lamina, viene trasmessa solo l’onda straordina¬ 
ria. Infine, nel caso generale mostrato m figura, sulla 
lamina incide un’onda polarizzata rettilineamente di intensità 7 0 pan alla meta 
dell’intensità iniziale; dalla lamina escono un’onda ordinaria e una straordinaria 
con le intensità rispettive 7 Qrd = I o sen 2 0, 7 str = 7 0 cos 0 (nell ipotesi usuale di 
trascurare l'assorbimento della lamina). 



11.10. Un’onda piana di luce ordinaria monocromatica (Ao = 589 nm) con inten¬ 
sità 5 W/cm 2 incide normalmente su un sistema ottico composto da un 
cristallo dicroico e da una lamina di quarzo, tagliata parallelamente al¬ 
l’asse ottico. Gli assi ottici dei due cristalli giacciono su piani paralleli e 
l’angolo 0 tra di essi può essere variato. Gli indici di rifrazione del 
quarzo per la data A 0 sono n 0 = 1.544 e n s = 1.553. Determinare lo spes¬ 
sore minimo s della lamina necessario per ottenere una differenza di fase 
<jk = z r /2 tra le due onde ordinaria e straordinaria emergenti dal sistema, 
lo stato di polarizzazione dell’onda uscente e la sua intensità al variare di 
0; trattare in particolare il caso 0 = n/4. 


Dal cristallo dicroico esce un’onda polarizzata di intensità 7 = 2.5 W/cm 
che incide normalmente sulla lamina di quarzo. Da essa hanno origine un onda 
ordinaria e una straordinaria che si propagano ancora lungo la direzione di 
incidenza e sono polarizzate una ortogonalmente e una parallelamente all’asse 
ottico, rispettivamente con le ampiezze 

Eord = E 0 sendcosa)(t - -^J u z , E slr = £ o cos0coso>^ - —^ u y . 


All’uscita della lamina tali onde sono sfasate di un angolo 4> dato da (11.29). 
dovendo essere cj> = ztj 2 lo spessore s risulta pari a 


s = 


Ap 

4(n, — n 0 ) 


- 16.4 pm 


questo è lo spessore minimo per produrre l’effetto voluto; ì suoi multipli interi 

dispari danno uno sfasamento (277+1) zt /2 con 77 = 1 , 2, 3, ... • 

Quando è soddisfatta tale condizione si parla di lamina quarto donda con 
riferimento alla particolare lunghezza d’onda A 0 . All’uscita della lamina 


E or d = Epsen 6 cos m 


t 
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E str = £ocos 0 cos ^ o)t - ai y + -yj u y = - £ 0 cos 0 sen 

L’onda straordinaria è ritardata di n/2 rispetto all’ordinana, più veloce entro il 
cristallo positivo. Come visto nei paragrafi Ila e Ile. l'onda risultante è 
polarizzata ellitticamente; ì semiassi dell’ellisse percorsa dall’estremo del vetto¬ 
re E sono paralleli agli assi coordinati e valgono E 0y = £ 0 costì, E 0z - £ 0 sentì. 
Secondo le convenzioni l'onda è destrorsa (l’asse x nella 
figura entra nel foglio). 

L’intensità dell’onda ellittica è data da (11.7) che, viste 
le espressioni di E Qy e £ 0z , coincide con ( 11 . 8 ): cioè, l’in¬ 
tensità dell’onda ellittica trasmessa è eguale all’intensità 
dell’onda rettilinea incidente sulla lamina, come del resto è 
ovvio se si possono trascurare le perdite per assorbimento 
In questo caso 1-2.5 W/cm 2 . 

Se in particolare tì = jc/2, l’ellisse degenera in una circonferenza 
(E 0y = £o z ). Riassumendo allora ì risultati, esclusi ì casi banali 0 = 0 e 0 = rr/2 
in cui è come se non ci fosse la lamina, una lamina quarto d’onda trasforma 
un’onda monocromatica polarizzata linearmente in una di eguale intensità pola¬ 
rizzata ellitticamente e. in particolare, circolarmente se il piano di polarizzazio¬ 
ne forma un angolo di 45° con l’asse ottico della lamina. Al variare di 0 da 0 a 
jc/2 varia la forma dell’ellisse che si schiaccia lungo y e si allunga lungo z; a 
metà processo, per Q-n/A, si ha una circonferenza. Da tì dipende cioè solo 
la forma della curva descritta dall’estremo di E, mentre lo stato di polarizza¬ 
zione dipende esclusivamente da <p e quindi da s 




11.11. Per il sistema ottico del problema 11.10 calcolare lo spessore minimo della 
lamina di quarzo necessario per ottenere una differenza di fase di n tra le 
onde ordinaria e straordinaria. Determinare inoltre lo stato di polarizza¬ 
zione dell’onda uscente e la sua intensità al variare di 0; trattare in 
particolare il caso 0 = jt/4. 

Valgono ancora tutte le considerazioni fatte nel problema 11.10 sull’onda 
trasmessa dal polarizzatore e incidente sulla lamina. Lo spessore minimo per 
avere <p= Jt è determinato da (11.29): 


2 (n s -n a ) 


: 32.7 pm 


Vanno altrettanto bene tutti gli spessori che sono multipli interi dispan di 
questo valore. Una tale lamina si chiama mezz’onda con riferimento alla lun¬ 
ghezza d’onda À 0 . Per quel che riguarda lo stato di polarizzazione, in uscita si 


i 
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Le due Vibrazioni ortogonali sono in opposizione di fase e pertanto la somma 
’Tpo.aka.a re,.*—£ » P»°° 

l’asse ottico della lamina. In particolare, quando tì - 45 la rotazione 


11 12 Col metodo del problema 11.10 si ottiene da un’onda non polarizzata 
' un’onda polarizzata ellitticamente. Se dopo la lamina viem postava sc- 
condo polizzatore si nota che l’intensità trasmessa vana al ruotare di 
Questo ZZ aU’asse x di propagazione (tutti e tre gli ornala 
no in piani paralleli). Detto 0 l’angolo tra l’asse ottico del primo polizza 
tare e quatto della lamina e a l’angolo tra l’asse ottico detta e 

quello del secondo polizzatore, determinare la legge con cui vana I mmen¬ 
sità trasmessa al variare di a; discutere in particolare d caso 0 */4. 

ra_i» S £ « —SS 

" SIS?-» ««S AnS.a il suddivisa Ira ronda / ordinaria, E, 
,. ’. - tà t — / nS en 2 0 e l’onda straordinaria E y di intensità / Str -/ O cos 0. 

Jntse 5 * il^Vggf* Malus il secondo polarizzatore P 2 trasmette d 
- a) = /“ sen 2 « e /^cos 2 *, cioè in totale l’intensità trasmessa vale 


I = Io cos 2 0 cos 2 a + Io sen 2 0 sen a 


(a) 


Confrontando col risultato del problema 11.8 dedu¬ 
ciamo che si ottiene la stessa legge se su P ? arriva 
un’onda della stessa intensità di quella ellittica par¬ 
zialmente polarizzata con grado di polarizzazione 


/ n cos 2 tì- /psen 2 tì 
P ~ / 0 cos 2 tì + /osen / tì 


cos 2 e - sen 2 0 



onda entrante nel foglio 


Non è quindi possibile se un > onda è polarizzata 

con l’analisi della luce trasmessa da un polarizzatore, se un oh f 


parzialmente o ellitticamente. 
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Per 8=n /4 sappiamo dal problema 11.10 che l’onda incidente su P 2 è 
polarizzata circolarmente; dalla (a), essendo cos 2 0 = sen 2 0= 1/2, I=I Q / 2, in¬ 
dipendentemente dal valore di a. P 2 trasforma quindi un’onda polarizzata cir¬ 
colarmente in una con metà intensità polarizzata rettilineamente. Abbiamo 
visto nel problema 11.5 che una tormalina o un polaroide trasformano un’onda 
non polarizzata in una polarizzata rettilineamente con metà intensità. Si con¬ 
clude che con un polarizzatore non è possibile decidere se un’onda non è 
polarizzata oppure è polarizzata circolarmente. 


11.13. Dall’analisi di un fascio monocromatico di lunghezza d’onda A 0 = 600 nm 
fatta con un polarizzatore si ricava che l’intensità da questo trasmessa 
varia con la legge I = (0.4 cos 2 a + 0.2 sen 2 a) W/cm 2 , se si indica con 
a l’angolo formato dall’asse ottico del polarizzatore con una certa direzio¬ 
ne prefissata y contenuta in un piano normale alla direzione di propaga¬ 
zione. Progettare un sistema ottico per determinare lo stato di polarizzazio¬ 
ne del fascio. 


Se l’intensità trasmessa vana con quella data legge deduciamo, per quanto 
visto nel problema 11 . 12 , che ci sono due alternative. 

1 ) l’onda è polarizzata ellitticamente secondo le equazioni 


E v = E 0v costo 


t 


x 

V 


lly 


E. = E 0z scnco 


t 


x 

V 


«z 


con l y = 0.4 W/cm 2 e 4 = 0.2 W/cm 2 ; 

2 ) l’onda è parzialmente polarizzata con un grado di polarizzazione 


P = 


0.4- 0,2 
0 4 + 0.2 


0.33 


Per decidere tra i due casi poniamo sul fascio un sistema ottico composto 
da una lamina quarto d’onda per la luce m esame e da un polaroide (inseria¬ 
mo cioè la lamina prima del polarizzatore di cui parla il testo) Si può usare 
una lamina di quarzo di spessore s = A 0 /4 (n s - n 0 ) = 16.7 pm oppure di spes¬ 
sore (2 K + l)s con K intero, ricordando i risultati del problema 11.10. Come 
asse y scegliamo la direzione lungo cui I è massima. Nell'ipotesi che l’onda 
piana incidente sia ellittica all’uscita della lamina quarto d’onda avremo un’on¬ 
da di equazione 

E> = E 0y cos ^ wt - co -2- + - Uj, = — E 0y sen co (^t - —^ , 

E, = E 0z sen w{t — u. 


cioè polarizzata rettilineamente m un piano che forma l’angolo Q con l’as¬ 
se ottico della lamina; si ha tg0= -E 0z /E 0> = -(4/f >) 1/2 = -0.707, 
6= -35.26°. 



onda piana asse ottico asse polanzz onda piana 

ellittica rettilinea 


L’intensità vale 7=4+4 = 0.6 W/cm 2 . Detto a l’angolo tra gli assi ottici 
della lamina e del polarizzatore, questo trasmette un fascio di intensità 

I T = I cos 2 (0- a) = 0.6 cos 2 (0- a) W/cm 2 . (a) 

Supponendo invece che l’onda incidente sia parzialmente polarizzata, la si 
può pensare come sovrapposizione di due onde rettilinee incoerenti, con i 
campi elettrici che giacciono su due piani ortogonali, di intensità rispettive 
I } = 0.4 W/cm 2 , 4 = 0.2 W/cm 2 . Queste passano imperturbate attraverso la 
lamina quarto d’onda (non essendoci una relazione di fase definita, l’aggiunta 
di n/2 non cambia nulla) e l’intensità trasmessa dal polarizzatore, secondo il 
problema 11.8, è 

iy= (0.4 cos 2 a J - 0.2 sen 2 a) W/cm 2 . (b) 

Confrontiamo le relazioni (a) e (b)- se l’onda è parzialmente polarizzata 
l’introduzione della lamina quarto d’onda non deve produrre alcun effetto sul¬ 
l’intensità trasmessa dal polarizzatore; se invece la polarizzazione è ellittica è 
possibile trovare due posizioni angolari, a 180° tra loro, per le quali l T si 
annulla- m tali posizioni l'asse del polarizzatore è ortogonale al piano di pola¬ 
rizzazione dell’onda uscente dalla lamina. Se 6= —35.26°, da 6— a = 90° o 
6 - a = 270° ricaviamo a = -125.26° o a = - 305.26° = 54.74°. 


11.14. Interponendo un polarizzatore su un fascio parallelo di luce monocromati¬ 
ca (Ào = 600 nm) si osserva che l’intensità trasmessa non varia al ruotare 
del polarizzatore attorno alla direzione di propagazione. Progettare un 
sistema ottico per determinare lo stato di polarizzazione del fascio. 

Le possibilità sono due: o l’onda incidente non è polarizzata oppure è 
polarizzata circolarmente La procedura da seguire è identica a quella vista nel 
problema 11 13: si inserisce nel fascio una lamina quarto d’onda per la lun¬ 
ghezza d’onda À 0 ; se scegliamo quarzo occorre uno spessore eguale a (o multi¬ 
plo dispari di) s = 16.7 pm. Nel caso di luce non polarizzata la lamina non 
modifica per nulla il fascio e ruotando il polarizzatore non si nota alcuna 
variazione nell’intensità trasmessa Se invece la luce è polarizzata circolarmente 
la lamina quarto d’onda, introducendo uno sfasamento di n/2 tra l’onda ordi¬ 
naria e l’onda straordinaria, cambia la polarizzazione da circolare in rettilinea, 
la situazione è schematizzata in figura, dove y rappresenta l’asse ottico della 
lamina. 
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circolare rettilìnea 


Analiticamente, all’ingresso e all’uscita della lamina birifrangente possiamo 


E y = E 0 cosco(t -J u y , E z = £ 0 sencw( i —J u* 


E y = £ 0 cos ( 0)1 ~ w ~~ + ~ ~ £osen w ^ J u y > 


E 2 = £ 0 sen co ( t - —J u z . 


L’onda uscente è appunto un’onda polarizzata rettilineamente con il campo 
elettrico che giace m un piano a -45° con l’asse y (tg 9=E./E y - -1). Esi¬ 
stono quindi due posizioni, a 180° una rispetto all’altra, nelle quali >1 fascio 
viene estinto dal polarizzatore: esse sono individuate da a-45 e- a-il 5 , 
usando lo stesso simbolo del problema 11.13. 

Raccogliendo i risultati visti ora e nel problema 11.13 possiamo concludere 
quanto segue: con un polarizzatore si può stabilire solo se un fascio è o non e 
polarizzato rettilineamente, interponendo una lamina quarto d’onda (per la 
lunghezza d’onda del fascio, supporto monocromatico), da misure solamente 
angolari fatte ruotando il polarizzatore si può stabilire se la luce è polarizzata 
circolamente (estinzione a w/4 e jt/4 + n rispetto all’asse ottico della lamina) 
oppure ellitticamente (estinzione ad un angolo 0 e B+n). Se non si ha mai 
estinzione la luce è naturale o parzialmente polarizzata; per distinguere questi 
due casi bisogna fare una misura dell'intensità, costante nel primo caso e 
variabile nel secondo al ruotare del polarizzatore. 

Ritorniamo su un punto importante: abbiamo affermato che l’effetto di 
una lamina quarto d’onda (o mezz’onda) è nullo sia per la luce naturale che 
per quella parzialmente polarizzata. Infatti, pur potendosi pensare che la luce 
naturale, o parzialmente polarizzata, sia la sovrapposizione di onde polarizzate 
rettilineamente in piani ortogonali, occorre specificare che la sovrapposizione e 
incoerente, nel senso che la differenza di fase tra le onde componenti non è 
costante, ma vana nel tempo; non ha perciò significato parlare di un certo 
sfasamento introdotto dalla lamina tra le due componenti y e z, in quanto ciò 
non modifica l’incoerenza. Una lamina di ritardo, come sono m generale chia¬ 
mate le quarto d’onda e le mezz’onda, può agire solo se il rapporto di fase è 
costante nel tempo, cioè solo se la luce è polarizzata. 

La scomposizione ha comunque significato agli effetti energetici, come si è 
già visto in vari problemi; il fatto è che questi sono mediati nel tempo e 
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pertanto la fase scompare. Gli strumenti di misura infatti sono sensibili non al 
valore istantaneo dell’energia, ma al suo valor medio e nel calcolo di questo si 
perde l’informazione su <p\ per esempio 

T 

I=ce 0 J | £o sen 2 (m - co ^ + cpj dt = y ce 0 £o ■ 


11.15. Un’onda piana polarizzata circolarmente, di intensità I 0 = 50 W/cm 2 e 
lunghezza d’onda A 0 = 500 nm, incide normalmente su un sistema ottico 
formato da due polaroidi con gli assi paralleli all’asse y (vedi figura). Tra 
i polaroidi è inserita una lamina birifrangente (n s = 1.51, n 0 = 1.50), di 
spessore d variabile con continuità, il cui asse ottico forma un angolo 
a = jr/4 con l’asse y. Calcolare l’intensità I(d) trasmessa dall’intero siste¬ 
ma in funzione di d e darne una rappresentazione grafica per 0 =£ d *£ 10 
d 0 se d 0 vale 12.5 pm. Calcolare inoltre i valori di d per cui l’intensità 
assume il valore massimo I M , è nulla, vale I M / 2. 


Dal primo polarizzatore emerge 
un’onda polarizzata rettilineamente 
di intensità I\ = lo/ 2=25 W/cm 2 , 
con il campo elettrico parallelo al¬ 
l’asse y e formante pertanto un an¬ 
golo di 45° con l’asse ottico della la¬ 
mina. All’ingresso di questa il cam¬ 



po può essere pensato scisso nelle due componenti 



che danno origine rispettivamente all’onda straordinaria e all’onda ordinaria. 
Se la lamina non introduce sfasamento trà queste due, ovvero cp = 2Kn con K 
intero, all’uscita il campo elettrico è ancora parallelo all’asse y e il polarizzato- 
re trasmette tutta l’intensità: / M = /, = 25 W/cm 2 . Gli spessori corrispondenti, 
secondo (11.29), sono dati dalla condizione (K essendo un numero intero) 


(n s — n 0 )d => d- 


K • 50 pm = 4 Kdo 


Vediamo dunque che do = A 0 /4(n, - n a ) è lo spessore per cui la lamina è 
quarto d’onda e che, escluso il caso d = 0 (assenza della lamina), l’intensità è 
massima, nell’intervallo indicato, per d = 4d 0 = 50 pm e d = 8d 0 = 100 um. 

Il secondo caso notevole si ha se <p = tt/2: sappiamo che in tal caso la 
lamina trasforma l’onda rettilinea in circolare, con la stessa intensità, e che il 
secondo polarizzatore trasmette il 50% dell’intensità, cioè I M /2 ovvero 12.5 
W/cm 2 . Ciò avviene se 

(2K+1) 4 = ^ (n s -n 0 )d => d=(2K+l)d 0 , 

2 Aq 
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d = 12.5 , 37.5 , 62.5 , 87.5 , 112.5 |im . 

Infine, se <p = zt, l’onda rettilinea incidente sulla lamina subisce una rota¬ 
zione del piano di polarizzazione di 2a= 90° e quindi il campo elettrico vibra 
lungo l'asse z; in tal caso il secondo polarizzatore non trasmette nulla. Gli 
spessori corrispondenti sono 

d = 2(2K+l)d 0 => d = 25 pm , 75 ^m , 125 nm . 

In figura sono disegnati i campi elettrici all’uscita della lamina nei tre casi 
considerati e indicate le rispettive intensità dopo il secondo polarizzatore. 



Nel caso generale in cui <p abbia un valore qualunque l’onda emergente 
dalla lamina è'"polarizzata ellitticamente e le (a) diventano 

Ey = . J 2~ cos - w ~ + U P ’ E * = ~2 cos ( ù)f ~ m ~U ) n * ’ 

dove y' è l’asse ottico della lamina e z' un asse a questo ortogonale. Trasfor¬ 
mando nel sistema di coordinate y, z e tralasciando la notazione vettoriale si 
ha 



Si vede che in effetti l’ellisse descritta dal vettore E in uscita dalla lamina ha 
gli assi paralleli a y e z e che E 2 viene assorbito dal secondo polarizzatore 
mentre E^, passa interamente, per cui l’intensità trasmessa è 

I T = I M cos 2 = I m cos 2 -j -j- = 0.25 cos 2 (2jt • 10 ~ 2 d) W/cm 2 (b) 


1 
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se d è espresso in micron. Questa formula generale contiene evidentemente ì 
casi già studiati; la sua rappresentazione grafica è data m figura. 

Riguardando la figura preceden- /toi w/cm 2 

te si capisce come al variare dello 250 _ ^ ^ 

spessore l’ellisse cambi forma: per \ / \ / N \ 

d = 0 essa è degenerata m un seg- 7a5 .. \ ' \ i \ 

mento lungo l’asse y, poi ha il se- \ / \ j \ 

mi asse maggiore lungo l’asse y fin- I J 1 ti 1 al N - ~ 

ché per d = d 0 diviene una circonfe- d ° 0 0 0 0 

renza; successivamente ha il semiasse maggiore lungo l’asse z e per d-2d 0 
degenera di nuovo in un segmento, ma lungo l’asse z; per d che vana da 2d 0 a 
4 d 0 si ripete in senso inverso questo processo. Il penodo è 4 d 0 che corrispon¬ 
de allo sfasamento 2 n. 


11.16. Un’onda piana, composta da due lunghezze d’onda k\ = 720 nm e 
l 2 = 576 nm, si propaga lungo l’asse x (vedi figura) e attraversa una 
lamina birifrangente, di spessore d = 360 firn e indici di rifrazione 
n s = 1.55, n B = 1.54. Le intensità dette due componenti sono 7,- 2 
W/cm 2 e / 2 = 4 W/cm 2 . Analizzando il fascio trasmesso con un polariz¬ 
zatore si osserva che quando l’asse di questo forma un angolo a = s r/4 
con l’asse y, che coincide con l’asse ottico della lamina, viene trasmessa 
solo la componente Ai, mentre quando l’angolo è a + itj 2 viene trasmes¬ 
sa solo la componente A 2 . Calcolare l’andamento dell’intensità I(a) tra¬ 
smessa dal polarizzatore in funzione di a e lo stalo di polarizzazione delle 
due componenti dell’onda piana. Calcolare inoltre le ampiezze dei campi 
Ey, E z , B y , B z dentro il cristallo. 


Dai dati del problema si de¬ 
duce che le due componenti del¬ 
l’onda piana all’entrata del pola¬ 
rizzatore sono polanzzate rettili¬ 
neamente; quella di lunghezza 
d’onda A x nel piano che forma 
l’angolo a-n/A con l’asse y. 


Vi 



quella di lunghezza d’onda A 2 in un piano ortogonale al precedente. L’intensità 
trasmessa dal polarizzatore è quindi 


I(<t) = A cos 2 / a -iM+/ 2 sen 2 (a-~ 


ed è riportata in figura per un giro completo del polarizzatore (0=£ as=2rr). 

Se entrambe le componenti dell’onda sono polarizzate all uscita della lami- 
na devono esserlo necessariamente anche all’ingresso: una lamina può cambia¬ 
re’lo stato di polarizzazione di un’onda, ma non polarizzarla. Le possibilità 
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sono allora che prima della lamina ciascuna 
componente sia polarizzata rettilineamente o 
circolarmente, dalla (11.29) ricaviamo 


Hall W/cm‘ 


<pi = 10 rr , <p 2 =l 2 i[ + - 


Per Ài la lamina introduce uno sfasamento 
multiplo di 2 re e quindi è come se non ci 

fosse' questa componente è polarizzata retti- I- 1 -,-,_ 

lmeamente nel piano che forma l’angolo 51 2lt 

a = x/4 con l’asse ottico della lamina Per A 2 invece la lamina è quarto d’onda 
e questa componente è polarizzata circolarmente. 

Le ampiezze dei campi elettrici nel vuoto si calcolano in base a (11.8) e 
(11.9) con x e = x m = 1 e risultano eguali: 

£i = (Ì1lV , L/ÌÌlV ,2 , 3 .88. 1 0»^ , 


= 3.88 ■ IO 3 


Nell'onda rettilinea E u = EiCOsdcosw(t - xjv), E lz = Ljsen dcosco(t - x/v) e 
quindi, per 8 = tr/4, le due ampiezze sono eguali a 2.74 • IO 3 V/m. Nell’onda 
circolare E 2y = E 2 cosco(t - xj v), E 2z = £ 2 sen cu(r - x/v) e l’ampiezza ha il va¬ 
lore E 2 . 

Dentro la lamina, trascurando la percentuale di luce che viene riflessa nel 
passaggio aria-vetro (si veda la nota alla fine del capitolo), per l’onda Ai 
abbiamo una suddivisione in parti eguali dell’intensità tra le onde ordinaria e 
straordinaria e da (11 8 ) con x m = 1 ricaviamo: 

/ or \ V2 / r \ 1 /~ i r 


pL _ 
£■ ly — 


: 2.20 • IO 3 


= 2 21 • IO 3 


Un’affermazione analoga si può fare anche per l’onda A 2 (sostituendo I 2 a £) e 
si trova 

E l 2v = 3.11 - IO 3 — , E L 2z = 3.13 - IO 3 — . 

m m 

Ricordando che in un’onda piana B y = —E z /v= — E z n/c, B z = E y /v= E y n/c 
abbiamo infine: 

5 L £j£L = l14 . 10 -5 T 5 l 1.13-10-5 t 

c c 

B L 2y = --* z * s » = 1.61 -10~ s T , B l 2z = E - L ^ n ° = 1.61 • IO " 5 T . 
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11.17. Un’onda piana è composta da tre lunghezze d’onda: Aj polarizzata circo¬ 
larmente, X 2 polarizzata rettilineamente con il campo E parallelo all’asse 
y, A 3 polarizzata rettilineamente con il campo E parallelo all’asse z (vedi 
figura). L’onda si propaga lungo l’asse x e attraversa una lamina birì- 
frangente con l’asse ottico parallelo all’asse y (n s = 1.485, n a = 1.655). La 
seconda faccia della lamina è tagliata obliquamente con angolo alla base 
fi = 50.50°. Determinare lo stato di polarizzazione delle tre componenti 
dell’onda trasmessa dalla lamina. Supponendo che la potenza incidente sia 
W 0 = 9 W egualmente distribuita tra le tre componenti, calcolare la poten¬ 
za W T trasmessa dalla lamina (trascurando la riflessione sulla prima fac¬ 
cia e l’assorbimento). 



Dopo avere attraversato la prima faccia della lamina l’onda piana incide 
sulla faccia obliqua con un angolo 1 = 90° — 50.50° = 39.50°. L angolo di tra¬ 
smissione i ’ dipende dal piano di vibrazione e risulta 

seni'o r d = n 0 seni = 1.053 , seni' str = n s seni = 0.945 . 

L’onda ordinaria, che vibra nel piano xz, viene pertanto riflessa totalmente 
sulla seconda faccia (seni' or d> 1 ), mentre l’onda straordinaria viene trasmessa 
e in uscita si ha solo vibrazione parallela all’asse y. Dal momento che ogni 
onda piana, indipendentemente dal suo stato di polarizzazione, può essere 
pensata come sovrapposizione di due onde piane che vibrano nei piani xy e xz, 
si comprende che dalla lamina esce in ogni caso un’onda polarizzata rettilinea¬ 
mente nel piano xy. Il sistema si comporta come un polarizzatore. 

Per il calcolo della potenza trasmessa, basta dunque considerare solo la 
componente che vibra nel piano xy: questa ha una potenza Wo/3 = 3 W asso¬ 
data a A 2 e 0.5 W 0 /3 = 1.5 W associata a Ai, doè in totale 4.5 W. Trascuran¬ 
do la riflessione sulla prima faccia (si veda la nota alla fine del capitolo) e 
l’assorbimento, sulla seconda faccia la potenza W 0 /2 = 4.5 W viene in parte 
riflessa e in parte trasmessa, con gli angoli i = 39.50° e i' m = 70.83°. Il coeffi¬ 
ciente di riflessione (11.15) vale R p = 0.05 per cui viene trasmessa la potenza 

W r = -^(1-^ = 4.28W . 
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11.18. Un fascio di luce bianca, polarizzata rettilineamente, incide perpendicolar¬ 
mente su una lamina di quarzo tagliata parallelamente all’asse ottico, con 
cui il piano di polarizzazione forma un angolo di 45°. Lo spessore della 
lamina è s = 865 pm e gli indici di rifrazione valgono n B — 1.5442, 
n s = 1.5533, praticamente indipendenti dalla lunghezza d’onda nell’inter¬ 
vallo tra 600 e 700 nm. Determinare per quali X entro questo intervallo la 
luce emergente dalla lamina risulta ancora polarizzata rettilineamente. Se 
questa luce viene analizzata mediante un polaroide con l’asse ottico orto¬ 
gonale al piano di vibrazione della luce incidente dire quali lunghezze 
d’onda tra quelle polarizzate rettilineamente non risultano trasmesse dal 
polaroide. 

Dal problema 11.11 sappiamo che un’onda polarizzata rettilineamente esce 
dalla lamina ancora tale se lo sfasamento (11.29) tra onda ordinaria e straordi¬ 
naria soddisfa alla condizione (con K intero) 

= (n s -n 0 )s = Kzt => KX = 2s(n s - n a ) = 15.743 • IO 3 nm . 

A 


Nell'intervallo tra 600 e 700 nm ì possibili valori di K sono compresi tra gli 
estremi 


K i = 


15.743 • IO 3 
700 


22.5 


. _ 15.743 • IO 3 _ 
2 600 


e quindi la luce è polarizzata rettilineamente per ì seguenti valori di A: 


K 23 24 25 26 

A(nm) 684.5 656.0 629 7 605.5 


Se K è pan l’onda emergente dalla lamina è ancora polarizzata nello stesso 
piano dell’onda incidente; poiché l’asse ottico del polaroide è posto a 90° 
rispetto a tale piano le lunghezze d’onda A = 656.0 nm e A = 605.5 nm vengono 
estinte. In corrispondenza ai valori dispari di K (A = 684.5 nm e A = 629.7 nm) 
la lamina è mezz’onda e ruota il piano di polarizzazione di 28, che nel nostro 
caso vale 90°. per cui si ha trasmissione. 


11.19. Un fascio di luce di intensità / 0 = 1.6 W/cm 2 , in cui sono presenti con 
eguale intensità tutte le lunghezze d’onda comprese tra Aj = 400 nm e 
X 2 = 800 nm, incide normalmente su un sistema ottico formato da due 
polaroidi Pi e P 2 con gli assi paralleli tra i quali si trova una lamina 
(spessore s — 20 firn, n s — n a = IO -2 ) con l’asse ottico a 45° rispetto a 
quello dei polaroidi. Determinare la composizione spettrale della luce 
uscente da P 2 . 

In assenza della lamina L tutte le lunghezze, d’onda trasmesse da P\ sono 
trasmesse anche da P 2 , m uscita la luce è polarizzata rettilineamente, ha la 


stessa composizione spettrale di quella incidente e un’intensità I\ = 0.8 W/cm 2 , 
in quanto Pi ha eliminato metà del fascio incidente. Visto che il fascio contie¬ 
ne con eguale intensità tutte le lunghezze d’onda da Ai a X 2 , l'intensità per 
intervallo unitario di lunghezza d’onda è costante ovvero 


di I x 
dX X 2 — Ai 


di = F(X)dX 



IO 4 


w 

cm 3 


Questa è la composizione spettrale in uscita da Pj e in ingresso alla lamina. 
La lamina introduce lo sfasamento (11.29) 


tp( A) = (n s - n a )s = 400 — (A in nm) 

A A 


e trasforma l’onda incidente da polarizzata rettilineamente a polarizzata ellitti¬ 
camente. In base alla (b) del problema 11 15 m uscita da P 2 abbiamo per ogni 
intervallo dX 


dl u - di cos 2 => F u ( A) = F( A) cos 2 ^--2 ■ 10 4 cos 2 322/E. —. 

2 Za cm 

In figura sono rappresentate F( A) e F u ( A) 

E facile verificare che per Aj = 400 nm la 
lamina è mezz’onda: di conseguenza il piano di 
polarizzazione viene ruotato di 90° essendo l’as¬ 
se della lamina a 45° rispetto agli assi dei pola¬ 
roidi e la lunghezza d’onda Ai non viene tra¬ 
smessa da P 2 . Se è mezz’onda per Ai la lamina 
è quarto d’onda per A 2 = 2 Ai = 800 nm’ in tal 
caso l’onda esce da L polarizzata circolarmente 
e P 2 ne trasmette il 50%: m effetti F u (800) = IO 4 W/cm J = 05 F(800). 

Dalla figura si capisce che nella luce trasmessa predominano le lunghezze 
d’onda maggiori: in uscita si ha quindi una luce di colore rossastro. 



400 600 800 nm 


11.20. Un fascio di luce polarizzata rettilineamente di lunghezza d’onda X - 500 
nm passa attraverso una soluzione zuccherina che ruota il piano di pola¬ 
rizzazione di 90° per ogni centimetro di soluzione attraversata. Calcolare 
la differenza degli indici di rifrazione per le due onde polarizzate circolar¬ 
mente in sensi opposti che si propagano nella sostanza. Dopo aver attra¬ 
versato 100 cm di questa soluzione la luce, a causa del diverso coefficien¬ 
te di assorbimento delle due onde circolari, è divenuta polarizzata ellittica¬ 
mente e il rapporto tra gli assi dell’ellisse vale e — 3. Calcolare il valore 
di e dopo 200 e dopo 500 cm e studiare il caso limite di spessore infinito. 

Un’onda piana che si propaga lungo l’asse x ed è polarizzata rettilinea¬ 
mente, ad esempio secondo l’asse y, si può sempre pensare come sovrapposi¬ 
zione di due onde piane polarizzate circolarmente in senso opposto- 
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E„ = 2£ 0 cosa> t 


Ey = £q C 0S “ ( r 


Et = -E 0 senco (t 


Ey = £ 0 cosa> — J u y 


Ef = £ 0 sena) u * 


2E 0 C 

l'’É=Ì L +E D 





come è rappresentato m figura, dove l’asse x entra nel foglio. In alcune sostan¬ 
ze, come le soluzioni di zucchero, queste due onde circolari si propagano con 
velocità diversa, ovvero vedono la sostanza con due indici di rifrazione diversi 
Diciamo n L e n D gli indici di rifrazione associati alle due onde, dopo aver 
attraversato lo spessore h si è prodotto tra di esse lo sfasamento 

<t> = -¥r- ( n L ~n D ) h , ( a ) 


formalmente eguale a (11.29). Perciò, dopo lo spessore h, 


Ey = £ 0 cos ( a>t - ai 


E^ = £qcos f a>t - ai — + <pj u y , 


Et = — £osen fair — ai —■ + <pj u 2 , Ef 3 — £osen ^air ai ^ 


La somma di questi vettori (vedi anche problema 11.15) dà 
é ! x . <A 

Ey = 2£ 0 cos -E cos icot - co — + —J n y , 

E 2 = 2£ 0 sen y cos ^air - ai tL + u 2 , 


ossia un’onda polarizzata rettilineamente in un piano formante un angolo a col 
primitivo piano di polarizzazione, tale che 


£ 2 _ é 


<p _ n 


(n L - n D )h 
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essendosi utilizzata la (a). Se n L >n D (onda destrogira più veloce) l’angolo a è 
positivo, cioè la rotazione è destrogira (rispetto al verso di propagazione essa è 
individuata dalla solita regola della vite destrogira), il viceversa avviene se 
fiL < n D (onda levogira più veloce). La (c) fornisce un’espressione esplicita del 
potere rotatorio specifico, che risulta dipendente da A anche se non nella 
forma 1/A m quanto n L e n D possono essere a loro volta funzioni di A. 

Dai dati del problema a= 7t/2 se h = 1 cm, quindi da (c) 
n L — n D = ~~ = 2.5 • 10“ 5 ; 

inoltre da (a) o da (c) vediamo che cp aumenta di 2k ogni 2 cm. Il fenomeno 
descritto si chiama birifrangenza circolare. 

Dimostriamo ora come, a causa del diverso assorbimento delle onde circo¬ 
lari, la luce da rettilinea diventi ellittica. Secondo (11.11) l'intensità di ciascu- 
n’onda decresce con lo spessore nel modo seguente: 

l D = r}EZ e~ 2cDS , 4 = r?£o 2 e” 2ciS 

essendosi usata la (11.9) per l’intensità di un’onda circolare, a D = 2c D e 
a L = 2 c l sono ì coefficienti di assorbimento delle due onde circolari le cui 
ampiezze decrescono di conseguenza con la legge 



Dopo uno spessore s, tale che lo sfasamento (j> sia multiplo di 2 n (come 
avviene per gli spessori dati nel testo), la risultante delle due onde polarizzate 
circolarmente è, in base alle (b), 

E y = £ 0 ( e~ CDS + e~ CLS ) cosai fr --^\ u y , 


E z = £ 0 (e CDS - e CLS ) sena) ( r- “j u * 


cioè un’onda polarizzata ellitticamente. Il rapporto degli assi vale 

£ 0y 1+e- (et - CB)l 1 . e+1 

-1 


■c D ~— log 


e con i dati e = 3 quando s = 100 cm si ricava c L - c D = 6.93 • 10“ 3 cm -1 . Di 
qui £(200) = 1.67, £(500) = 1.06. Al tendere di s all’infinito s tenderebbe a 
uno e la luce diventerebbe circolare; essa però nsulterebbe completamente 
assorbita! 
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11.21. Un fascio di luce bianca passa attraverso due polaroidi incrociati, tra i 
quali è posta una lamina di quarzo di spessore s = 44 min, tagliata orto¬ 
gonalmente all’asse ottico: in tal caso un’onda che si propaga nella dire¬ 
zione dell’asse ottico non subisce birifrangenza. Analizzando con uno spet¬ 
trometro la luce che esce dal sistema si osserva uno spettro a bande, con 
bande nere in corrispondenza alle seguenti lunghezze d’onda: 434, 456, 
482, 513, 551, 599 nm. Dimostrare che tale situazione è consistente con 
l’ipotesi che il quarzo presenti un potere rotatorio specifico variabile con 
la frequenza secondo la legge K(k) = a 4- b /A 2 , a e b essendo costanti. Se 
per A = 589.3 nm la rotazione del piano di polarizzazione è di 21.24° per 
ogni millimetro di quarzo attraversato, calcolare lo spessore So che produ¬ 
ce una rotazione di 360° nella luce di lunghezza d’onda A 0 = 500 nm. 


L'onda uscente dal primo polaroide è polarizzata rettilineamente col cam¬ 
po elettrico Ei che vibra nella direzione dell’asse ottico P\\ attraversando lo 
spessore s di quarzo E ruota di un angolo a (vedi figura) proporzionale a s: 
a = Ks= (a + è/A 2 )s. D’altra parte, affinché una radiazione di lunghezza d’on¬ 
da A sia estinta dal secondo polaroide (E 2 = 0 m figura), occorre che sia 
a = mzt con m intero. Per ciascuna delle lunghezze d’onda A, mancanti dobbia¬ 
mo quindi avere 



S — 171,31 


Non conosciamo a, è e m,; però per sottrazione tra due 
qualunque di tali relazioni possiamo eliminare a: 


( m , — m,) zi — bs 


A? 





inoltre facendo il rapporto di due qualunque delle (a) eliminiamo anche è: 

171 ,- 171 , _ A 2 - A? A 2 
ITI, ITlf, A* A, Ay 


Abbiamo così ottenuto delle relazioni che non contengono le costanti incognite 
a e è; gli m, sono un gruppo di interi consecutivi. Se, per esempio, A„ X,, X k 
sono tre lunghezze d’onda mancanti adiacenti, m, - m, = 1, m, - m k = 2 e la 
(b) diviene 


0 = 


É- 


■A? 


At - A? 




= 0.5 


Con la combinazione (Ai, A 2 , A 3 ) abbiamo (3 — 0.498, con (A 4 , A s , A 6 ) 
j3 = 0.500, con (A 3 , A 4 , A s ) [3 = 0.499: i dati sperimentali sono compatibili entro 
gli errori con la legge K(X) = a 4- b/ A 2 . 

Dalla (a) si può ricavare la costante b prendendo una qualunque coppia di 
lunghezze d’onda mancanti e si trova b = 1.416 • 10' 8 rad • cm. Infine dal 


fatto che per A = 589.3 nm il potere rotatorio specifico vale 21.24°/min cioè 
3.707 rad/cm deduciamo 


a = — --Zr= -0.370 


rad 

cm 


per cui l’espressione del potere rotatorio specifico del quarzo è 

K(X) = -0.370 + 1,416 ' 10 * — 

A 2 cm 

se la lunghezza d’onda è misurata m centimetri. Risulta subito che lo spessore 
necessario per far ruotare di 2jz il piano di polarizzazione della luce di lun¬ 


ghezza d’onda Ao = 0.5 
2zt 


10 ' 


cm e 


*o = 


K(X 0 ) 


= 1.19 cm 


11.22. Un fascio monocromatico con lunghezza d’onda A = 600 nm, costituito da 
luce polarizzata ellitticamente, ha un’intensità così distribuita tra le com¬ 
ponenti: l y = 75 W/cm 2 , /. = 25 W/cm 2 . Esso incide normalmente su 
una lamina birifrangente positiva, tagliata parallelamente all’asse ottico, 
la cui direzione coincide con quella dell’asse y; uscita dalla lamina la luce 
attraversa, parallelamente a B, l’interferro di un elettromagnete, spesso 
h = 6 cm e riempito con solfuro di carbonio (x m = 1). Se con un polariz¬ 
zatore si analizza il fascio, si vede che ci sono due posizioni di estinzione, 
a 180° tra loro, nelle quali l’asse del polarizzatore è normale all’asse della 
lamina. Calcolare modulo e verso di B nell’interferro se la costante di 
Verdet per il solfuro di carbonio ha il valore V = 7.07 • IO 2 gradi/mT e 
se è noto da altre misure che il modulo di B è inferiore a 1 T. 

Per ottenere estinzione col polarizzatore l’onda che esce dall’interferro 
deve essere polarizzata rettilineamente; siccome l’azione di B nel solfuro di 
carbonio provoca attività ottica, cioè una rotazione del piano di polarizzazione, 
la luce deve essere polarizzata rettilineamente già all’uscita dalla lamina bin- 
frangente. Si conclude che quest’ultima è quarto d’onda per la luce in esame, 
in quanto tramuta l’onda incidente ellittica in onda rettilinea. Se dunque prima 
della lamina 

E y = E 0y cosa (^t - Uy, , E. = £ 02 sentori - u 2 , 

dopo la lamina (positiva, cioè con n s > n a ) 

Ej, = EoyCos fwt - co — + -yì u y =-£ 0y senai f r- ~ì u y > 


E 2 = £ 02 sento 
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Quest’onda, polarizzata rettilineamente, ha il piano di polarizzazione che for¬ 
ma con l’asse y l’angolo 6 dato da 



1 \ 1/2 

=-0.577 

4 / 


0= -35.26° 


Dopo l’attraversamento del magnete il piano di polarizzazione è parallelo al¬ 
l’asse y, visto che si ha estinzione con l’asse del polaroide normale a y. Quindi 
l’angolo a di rotazione magnetica deve valere — 8 = 35.26°. Poiché a è positivo 
si ricava dalla (11.32) che cos 8 B vale uno: il campo B è parallelo e concorde 
alla direzione di propagazione. Il suo modulo vale 


B = —— = 0.83 T . 

Vh 

Ci sarebbe stata naturalmente la possibilità a= -144.74°, ma deve essere 


esclusa perché richiede un campo maggiore di 1 T; per la stessa ragione vanno 
escluse le rotazioni a+ Kjz, con K intero. 


* 


* 


NOTE 

A. In molti problemi proposti in questo capitolo un’onda viene fatta incidere 
normalmente sulla superficie di un materiale trasparente, con indice di rifrazio¬ 
ne vicino a quello del vetro Nel calcolo della potenza trasmessa si è sempre 
trascurato il fatto che una parte dell’energia viene riflessa a 180° e non passa 
attraverso il cristallo. Abbiamo visto nel paragrafo lld., formula (11.27), che 
la percentuale di energia riflessa vale 

«2 ~ ”i \ 2 _ / « - 1 

n 2 + ni ) \ n + 1 



se « = n 2 /«ì è l’indice di rifrazione relativo del mez¬ 
zo due rispetto al mezzo uno; tutto ciò indipendente¬ 
mente dallo stato di polarizzazione. Per n = 1.5 (tipi¬ 
co di aria-vetro) il coefficiente di riflessione vale 
4 • IO -2 ; si capisce dunque come si possa trascurare 
questo effetto, soprattutto se si vuole concentrare 
l’attenzione sui fenomeni che avvengono nei cristalli 
umassici e in quelli dicroici. Però nel prossimo capi¬ 
tolo vedremo molti esempi in cui è importante la 
considerazione della luce riflessa, anche in incidenza 
normale. Nella figura sono mostrati, in funzione di i, 
i coefficienti di riflessione R, R„ R p . 
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B. La costante dielettrica x e che compare nella formula n = (x e ) 1/2 non ha lo 
stesso valore di quella che si misura quando si sottopone una sostanza all’azio¬ 
ne di un campo elettrico statico e che abbiamo quindi usato nel terzo capitolo. 

Sviluppando la teoria atomica della costante dielettrica si dimostra che 

X e ~ 1 + Xe ~ 1 + n MÌ a e + &p + a ò > 

dove n M è il numero di molecole per unità di volume, a e la polarizzabilità 
elettronica, a p la polarizzabilità per orientazione delle molecole dotate di un 
momento di dipolo intrinseco p 0 , a, la polarizzabilità ionica, presente solo nei 
cristalli e legata allo spostamento degli ioni di un cristallo sotto l’azione di un 
campo elettrico. 

Quando una sostanza è attraversata da un’onda elettromagnetica visibile, 
le cui frequenze sono comprese tra 4.3 • IO 14 Hz e 7.5 ■ IO 14 Hz, il grande 
momento d’inerzia delle molecole che hanno un momento p 0 non consente 
loro di seguire istante per istante le rapide variazioni di E: ciò equivale a dire 
che per campi elettrici rapidamente variabili a p - 0. Per lo stesso motivo 
a, = 0 e pertanto alle frequenze visibili 

n 2 = 1 + «A/Cte ; 


l’indice di rifrazione è determinato dal meccanismo di polarizzabilità elettro¬ 
nica. 

Possiamo fare due esempi estremi: per l’aria x e = 1.0006 (misura statica) e 
n = 1.0003 = x\ ,2 \ invece per l’acqua x e = 81 (misura statica) e n - 1.333, mol¬ 
to minore di x l J 2 . Sfruttando le formule esposte abbiamo che nell’acqua 



-2h- = 101.6 

a e 


(a, = 0). Il confronto tra n e x e (statica) permette di valutare il rapporto delle 
polarizzabilità, cioè l’importanza relativa dei due effetti. Va poi detto che il 
valore statico di x e è valido almeno fino a frequenze dell’ordine di IO 9 Hz. 
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12a. Consideriamo due onde piane elettromagnetiche, monocromatiche, 
polarizzate rettilineamente nel medesimo piano, che si propagano lungo la 
stessa direzione x e provengono da due sorgenti distinte; le loro equazioni 
sono 


Ej = Eoicos cot 


co —+ (j>i 

V 


E 2 = Evzcos cot 


■ CO —+ <p2 

V 


e le fasi 4>% e <j> 2 dipendono dalle sorgenti che le hanno generate. Sovrappo¬ 
nendo tali onde si ottiene un’onda piana polarizzata nello stesso piano con 
E = Ei + E 2 . In base alla definizione di intensità data nel paragrafo llb. l’in¬ 
tensità risultante vale 

I = li + I z + 2(/ 1 i 2 ) 1/2 cos (cj> 2 - 4> ì) ( 12 - 1 ) 

se h = rjE%i/2 e / 2 = r}E 2 02 /2 sono le intensità delle onde componenti. 

La differenza di fase Acj>= cj> 2 - <p i può variare o rimanere costante nel 
tempo; in questo secondo caso le due sorgenti si dicono coerenti e l’intensità 
risultante è funzione di Acj>. In particolare, se Eoi = £o 2 > 

I = III (1 + cos A tj>) = 4/iCOS 2 -4^- ■ ( 12 - 2 ) 

Si hanno massimi e minimi di intensità: 

1—AL se Acj) = 2Kjc , 

(12.31 

1=0 se Acj>= (2K+ 1 )jc , 

dove K è un numero intero (0, ± 1, ± 2, ...). 

Quanto detto per due sorgenti si può estendere a un numero N qualunque 
di sorgenti che emettono onde piane polanzzate nel medesimo piano; sussiste 
la 

/=E, 4+ 2 E,**(V*) 1/2 cos 

i i 


(12.4) 
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se tutte le A cf> jk = <j> ) - (p k rimangono costanti nel tempo si dice che le N 
sorgenti costituiscono un sistema di sorgenti coerenti. 

La (12.4) resta valida anche nel caso in cui le N sorgenti emettano onde 
piane non polarizzate, ma con i vettori E, che istante per istante giacciono 
nello stesso piano, così che il campo risultante vibra m quel medesimo piano. 
Di nuovo si parla di coerenza tra le N sorgenti se le differenze di fase mutue 
restano costanti nel tempo. 


12b. Sorgenti ordinarie di onde elettromagnetiche coerenti possono esse¬ 
re antenne, del tipo descritto nei problemi 10.11 e 10.12, eccitate dal medesi¬ 
mo circuito risonante. Vedremo in alcuni problemi gli interessanti fenomeni 
che si possono ottenere con N di queste antenne. Il campo delle frequenze 
producibili si estende dai KHz ai GHz (IO 9 Hz) 

Nel caso di onde elettromagnetiche luminose (visibili) bisogna procedere 
in modo diverso a causa della natura stessa delle sorgenti di queste onde che 
sono ì singoli atomi. Ognuno di questi (e ricordiamo che in 1 cm 3 di gas a 
pressione atmosferica ce ne sono dell’ordine di IO 19 ) se opportunamente eccita¬ 
to emette un’onda piana (') polarizzata rettilineamente; ma il tempo dell’emis¬ 
sione e il piano di polarizzazione sono diversi per ogni atomo, cioè queste 
emissioni di energia sono completamente casuali e scorrelate tra loro ( 2 ), per 
cui l’onda luminosa emessa da un insieme di atomi e costituita dalla sovrappo¬ 
sizione di innumerevoli emissioni elementari appare non polarizzata (il piano di 
polarizzazione varia troppo rapidamente perché si possa mettere in evidenza 
una sua particolare direzione). Inoltre le onde provenienti da due diverse 
sorgenti non sono coerenti: il coseno della differenza di fase varia casualmente 
e molto rapidamente nel tempo, assumendo tutti i valori compresi tra -1 e 
+ 1 con valor medio zero. Le (12.1) o (12.4) divengono 

N 

A > (12.5) 

ì 

le intensità di sorgenti incoerenti si sommano. Tale relazione è valida, oltre che 
per gli atomi di una sorgente ordinaria, anche per N sorgenti ordinarie indi¬ 
pendenti. 

Se vogliamo ottenere, in linea di principio, N sorgenti luminose coerenti 
dall’onda piana emessa da un singolo atomo possiamo introdurre nel cammino 
dell’onda uno schermo opaco e su questo praticare N fon; le onde uscenti da 
tali fori, che fungono da sorgenti, hanno una differenza di fase costante in 
quanto una variazione di fase della sorgente primaria (l’atomo) si trasmette a 
tutte le sorgenti nel medesimo modo; si trasmette altresì allo stesso modo una 


variazione del piano di polarizzazione. È chiaro che tale metodo è valido, 
proprio in pratica, per ottenere sorgenti coerenti da una sorgente ordinaria: 
infatti questa è costituita da un numero molto grande di atomi, per ognuno dei 
quali valgono le precedenti considerazioni. I fori si comportano quindi come 
un sistema di sorgenti ordinarie coerenti. 

Rifacendosi al paragrafo llb. l’onda emessa dal singolo foro si può a sua 
volta rappresentare come sovrapposizione di due onde incoerenti di eguale 
intensità polarizzate m due piani tra loro ortogonali. Pertanto i fori si possono 
pensare come sorgenti di due sistemi indipendenti di onde polarizzate rettili¬ 
neamente in piani ortogonali; entrambi i sistemi sono coerenti e per ciascuno 
di essi si applica la (12.4). 

Le caratteristiche delle onde emesse dalle sorgenti così costruite si ricava¬ 
no dal principio di Huygens-Fresnel-Kirchhoff: ogni elemento superficiale di 
area di di un fronte d’onda piano o sferico si può pensare come sorgente 
secondaria di onde che hanno: 

a) la stessa frequenza dell’onda primaria, 

b) la fase iniziale dell’onda primaria, 

c) l’ampiezza data da 

= , iE . m , 
r s r 


con k{Q ) = 


1 4- cos 6 
2 


( 12 . 6 ) 


rispettivamente per un’onda piana di ampiezza E 0 e per un’onda sferica che a 
distanza s dalla sorgente ha un’ampiezza E 0 /s. Il termine 1 jr che compare in 
entrambe le formule stabilisce che le onde emesse dalle sorgenti (i fori) sono 
sferiche. Il fattore di inclinazione k(6) garantisce tra l’altro che queste sorgenti 
non emettono verso la sorgente primaria: k(j r) = 0. 



! propagazione 

| 

traccia del piano 
donda 



/ 


„<traccia dell onda sferica 


(') In realtà e più corretto dire che un atomo emette m un tempo dell’ordine di r= IO -8 s un 
pacchetto d’onde che ha una estensione spaziale finita (l = cr=3 m) piuttosto che un’onda piana 
la cm lunghezza è indefinita, ciò però non cambia la descrizione degli effetti di interferenza che 
tratteremo m seguito 

( 2 ) Solo con il sistema laser si ha emissione coerente di radiazione da parte di atomi diversi 


Il metodo esposto per ottenere sorgenti coerenti è detto di divisione del 
fronte d’onda. Un altro metodo comunemente usato consiste nel far incidere la 
luce emessa da una sorgente su superficie parzialmente riflettenti dalle quali 
una parte dell’energia elettromagnetica viene riflessa e una parte trasmessa; 
tale metodo è detto di divisione dell’ampiezza in quanto l’intensità di ogni 
sorgente dipende dalle condizioni di riflessione. 
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Quando le onde emesse da sorgenti coerenti si incontrano in un dato 
punto si dice che interferiscono. I fenomeni che si osservano sono dovuti a 
differenze di fase che si producono tra onde coerenti: que¬ 
ste, in fase neH’origine, acquistano poi una differenza di -bi¬ 
fase in quanto raggiungono il punto di interferenza com- 
piendo cammini geometricamente o fisicamente diversi. Per “*— : —- 

esempio, in figura sono considerate due onde che si propa- li si p *x 
gano nella stessa direzione x, emesse da due sorgenti coe¬ 
renti 5, e S 2 : Ei = EqCoso) (t-xi/v) ed E 2 = E 0 cosce (t - x 2 /v) sono le 
espressioni dei campi nel punto P; ivi al campo e l’intensità risultanti valgono 
E 2 = 4£qCos 2 $/2, I = 4/ o cos 2 0/2 in accordo con (12.2) essendosi posto 


<o{x 2 ~ *i) 


2 x (x 2 - Xi) 
T c/n 


2 n n(x 2 — *i) 
^o 


IxnAx 

2-o 


A 0 è la lunghezza d’onda nel vuoto, n è l’indice di rifrazione del mezzo in cui 
le onde si propagano. Completiamo allora così le (12.3): 


max <p = 2Kx 

min <p=(2K+l)x 


■=> nAx = KX 0 , 

=5> nAx = (2K+ 1) 4^- 


( 12 . 8 ) 


La quantità nAx prende il nome di differenza dei cammini ottici ; quindi si 
hanno massimi di intensità se la differenza dei cammini ottici è un multiplo 
intero della lunghezza d’onda della luce mentre si hanno minimi in corrispon¬ 
denza dei multipli semmteri. Si vede anche come cammini geometrici eguali in 
mezzi diversi diano cammini ottici diversi. 

L’esempio appena esposto mostra una delle cause più comuni di sfasamen¬ 
to tra onde coerenti, appunto le differenze di cammino ottico; però non sono 
queste le uniche cause. Pertanto, mentre è sempre corretto dire che si hanno 
massimi e minimi in corrispondenza a sfasamenti di 2Kn e di (2 K+ \)x/2, 
secondo le (12.3), bisogna fare attenzione nell’applicare le (12.8) al fatto che 
non ci siano altre cause di sfasamento diverse da differenze di cammino ottico, 
come per esempio riflessioni su superficie di discontinuità dell’indice di rifra¬ 
zione. 


12c. La maggior parte dei problemi di questo capitolo sono dedicati alle 
onde elettromagnetiche ed anzi alle onde luminose, m quanto più interessanti 
sono i fenomeni che si osservano. Nondimeno verranno trattati alcuni problemi 
con onde elastiche allo scopo di sottolineare che l’interferenza è una caratteri¬ 
stica della propagazione delle onde di qualsiasi natura. Si può dire che‘l’osser¬ 
vazione di fenomeni interferenziali porta come conseguenza l’esistenza di una 
propagazione ondosa; fu proprio con un esperimento di interferenza che Hertz 
mise in evidenza l’esistenza delle onde elettromagnetiche (vedi paragrafo 12d. 
e problema 12.36). 
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Ricordiamo rapidamente alcune proprietà delle onde elastiche: 

a) possono essere longitudinali (onde m una sbarra, in un gas) o trasver¬ 
sali (in una corda, in una membrana), ... , 

b) comportano sempre uno spostamento di materia: 1 ampiezza dell onda 
coincide con lo spostamento massimo dalla posizione di equilibrio dell elemen¬ 
to interessato dall’onda; 

c) trasportano energia (cinetica). . „ , . . 

Per un’onda sinusoidale £ = § 0 sento (t - x/v) l’intensità, definita sempre 
come energia trasportata dall’onda che nell’unità di tempo attraversa 1 unità di 
superficie, si scrive 

I = ^vqw 2 U ; (12 ' 9) 

u è la velocità di propagazione dell’onda elastica, p la densità del mezzo. 

A seconda del sistema considerato si hanno diverse espressioni della velo¬ 
cità di propagazione: 

/ y\ 1/2 

— onde in una sbarra u=(—J (12.10) 


y è il modulo di Young o di elasticità, che si misura m N/m , ed e definito 
dalla relazione esistente tra la deformazione d% di un tratto di sbarra di sezio¬ 
ne 2 lungo dx e la forza F applicata- 

Jf . 1 F . 

d^ y 2 

si tratta di una scrittura più esplicita della legge di Hooke dell elasticità 

/ \ 1/2 

— onde in una corda v= [~) (12.11) 


m è la densità lineare della corda (Kg/m), tesa con tensione t(N). 

(yP\ 1/2 _ /yRA 172 

— onde in un gas (ideale) v = 1 — I - \ ~Jf J 


( 12 . 12 ) 


y è il rapporto tra i calori specifici del gas, p la pressione, T la temperatura 
assoluta, M la massa molecolare, R la costante dei gas. La relazione tra pres¬ 
sione istantanea p e spostamento dalla posizione di equilibrio è e p Po 
= _yn 0 3t/3x, se Po è la pressione del gas non perturbato. 

Vale sempre la relazione u = Av tra velocità di propagazione, lunghezz 

d’onda e frequenza v = cd/2 jc. 


12d. Quando un’onda elastica longitudinale che si propaga con velocità v 
lungo una sbarra raggiunge un estremo oppure quando un’onda trasversale m 
una* corda raggiunge un estremo, e questo estremo e fisso, dalla reazione del 
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vincolo ha origine un’onda riflessa che si propaga in verso opposto (si veda 
allo scopo il problema 12.16). Se ^ 0 sen2zt(t/T — x/X) è l’equazione del¬ 
l'onda inadente, l’onda riflessa m r = 0 si scrive = -fo se n2jr (t/T + jt/A); 
dall’interferenza di queste due onde coerenti si ottiene 

X t t 

fin = ? + Ir = -2§ 0 sen2jr — cos2jt — = ^(x) cos2ir — . 

Ai i 


Un'espressione di questo tipo non rappresenta un’onda che si propaga perché 
non compaiono più le espressioni (t/T±x/ A), bensì m'onda stazionaria. I 
singoli punti del mezzo oscillano tutti con lo stesso periodo T—to/2zt=X/v, 
ma con ampiezza A(x) funzione sinusoidale della posizione. Esistono punti di 
ampiezza nulla, detti nodi , e punti di ampiezza massima 2 % 0 , detti ventri, 
determinati dalle condizioni 


nodi 2n ■ 


Kn 


K 


K = 0, 1, 2, 


n 


ventri 2n — = (2LT + 1) — =s> x = (2 K + 1) 


In particolare l’estremo fisso è un nodo; due nodi o due ventri consecutivi 
distano di A/2, un nodo e un ventre di A/4. 

Una trattazione analoga vale quando l’estremo a cui avviene la riflessio¬ 
ne è libero; si ha allora £/? = £ 0 sen2;r(f/r+ x/K), £ st = 2§ 0 cos2jrx/A 
sen2jr t/T = B(x)sen2jr t/T, e le posizioni dei nodi e dei ventri sono inver¬ 
tite: 


nodi 2n~=(2K+ 1) ~ => x = (2K+l)— , 

A 2 4 

ventri 2n — = K n => x — K — . 

A 2 


L’estremo libero questa volta è un ventre. 

In un sistema fisico reale il mezzo in cui avviene la propagazione è limita¬ 
to per cui si hanno riflessioni multiple delle onde ai due estremi e il regime di 
onda stazionaria si stabilisce solo se la lunghezza L del sistema è tale da 
garantire sfasamenti tra le varie onde riflesse pan a 2Kit, ciò avviene solo se 
gli estremi cornspondono a nodi o ventn e si hanno i due casi possibili 

estremi dello stesso tipo L = K-~- => v= K —, (12.13) 


estremi di tipo diverso L- (2 K + 1) — => v= (2 K + 1) — . (12.14) 

4 4L 

Quando una di tali condizioni è soddisfatta si dice che il sistema è in risonan¬ 
za-, sono permesse solo determinate frequenze di vibrazione: la più piccola è 
chiamata frequenza fondamentale, le altre armoniche superiori. 






Le stesse considerazioni valgono per un’onda di pressione che si propaga 
lungo una colonna di gas, ad esempio in un canna d’organo. Nel punto in cui 
l’aria viene soffiata nella canna c’è un nodo di pressione nel gas; se la canna è 
aperta, c’è un nodo di pressione anche all’altro estremo e siamo nelle condizio¬ 
ni (12.13); se invece è chiusa, nell’estremo c’è un massimo di pressione e 
ricadiamo nelle (12.14). 

Onde stazionarie possono essere prodotte anche quando un’onda elettro- 
magnetica piana polarizzata rettilineamente E y = Eosen2zc(t/T — xjk) viene ri¬ 
flessa da una superficie metallica; si hanno le espressioni 

E y = 2£ 0 sen2jr 4- cos2jt 4 , B, = cos2;r ~ cos2jt ~ . (12.15) 

y Ai c a i 

Precisando quanto ricordato nel paragrafo 12c., fu con un esperimento di 
questo tipo che Hertz nel 1888 mise in evidenza l’esistenza delle onde elettro¬ 
magnetiche. 


12e. In questo capitolo e nel successivo dovremo più volte eseguire som¬ 
me di una sene costituita da un numero finito o infinito di campi elettrici che 
giacciono nel medesimo piano, hanno la stessa frequenza e sono sfasati l’uno 
rispetto al successivo della serie di una quantità <p. Ci serviremo allo scopo 
della rappresentazione simbolica, o complessa, già introdotta nel capitolo otta¬ 
vo per lo studio delle correnti alternate. 

Un campo E ; , avente lo stesso modulo di un campo E* e una differenza di 
fase <p rispetto a questo, si rappresenta così: 

E, = e‘*E fc . 

Geometricamente si ha la situazione della figura: la som¬ 
ma di E, e di E fc allora si scrive 

E = E, + Eft«(l + e‘*) E fc 

Il quadrato del modulo di E si ottiene moltiplicando E per il suo complesso 
coniugato E* = (1 + e“‘*) E* : 


ivi 

? e 


, 

T * 


= 2(1 + cos cj>) El = 4£/cos 2 


2 
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Estendiamo il procedimento a N campi E,, tutti di modulo E e sfasati l’uno 
rispetto al successivo di (p: 

Er = E + E! + E2+ ... + E n _i = E + e ,0 E+ e 2l0 E+ ... + ^ «’E = 

= (l + e' ,#, + e 2 “ #, + ... + e (A, - 1) '*) E . 

La somma dei primi N termini della sene l + z + z 2 +... di ragione | z | =£ 1 è 
(1 - z N )/ (1 - z); pertanto 

1 *tX<p 

Er = 1 ~ e - E . (12.16) 

* 1-e 1 * 

Anche per il modulo si ripete il procedimento visto prima: 

Njt cn 17"! 


-AA2 _ (1-e-^*) (l~e' N0 ) E 2 . 

(1-e"'*) (1-e 1 *) 


2 *2 


(12.17) 


Quando N tende all’infinito la (12.16) diviene 


l-e‘* 


(12.18) 


in quanto per la sene geometrica sopra ricordata 


?" '”"T 



12.1. Un fascio di luce monocromatica (A 0 = 400 nmj proveniente da una sor¬ 
gente puntiforme S incide su uno schermo opaco nel quale sono praticati 
due fori Si e S 2 , di diametro confrontabile con A 0 ; i fori sono equidistanti 
dalla sorgente e la loro distanza mutua è d = 0.5 mm. Su un secondo 
schermo, parallelo a quello opaco da cui dista L — 100 cm, si osserva una 
serie di righe chiare e scure. Determinare la posizione di queste righe sullo 
schermo. Si assuma di poter considerare ovunque n = 1 (’). 



S<T 0/ 


SSf ss 2 
<ySfO’Sf~2 


(’) Ciò è vero a rigore solo nel vuoto, tuttavia in molti problemi si può pensare che il mezzo 
con n = 1 sia l’aria il cui indice di rifrazione a 20 °C e 1 atm èn = 1 003 


INTERFERENZA 


419 


Sullo schermo Oxy della figura si osserva l’interferenza delle onde emesse 
dalle due sorgenti elementari coerenti Si e S 2 . L’intensità in un punto P(x, y) 
dipende dalla differenza dei cammini Ar = r 2 -r 1 compiuti dalle onde. Risulta: 

n _jL’ + ,’ + (,-4) 

r,-[£.’ +/+(* + !•) 



Nell’ipotesi che d sia molto piccolo nspetto a L e che lo stesso valga per x 
(osservazione nella zona centrale, sull’asse dei fori), r x + r 2 = 2L e quindi 


Ar = r 2 — r\ — 


{ri-ri) 
ri + r 2 


xd 

T 


Detto n l’indice di rifrazione del mezzo, m base a (12.7) la differenza di fase 
in P vale 


2 n nxd 
L 


Per il calcolo dell’intensità si può inoltre fare l’ipotesi che le onde prove¬ 
nienti da S x e S 2 e dirette verso P si propaghino lungo la stessa direzione, le 
intensità h e I 2 delle due sorgenti m questa direzione sono allora eguali, per il 
principio di Huygens-Fresnel-Kirchhoff, e si può scrivere, ricordando (12.2), 


I = 4/jCOS 2 


nnxd \ 

hL ) 


Si hanno massimi e minimi quando. 


max nAr = 

KKq 

A 0 L 

^ X nd 

K 

(b) 

mm nAr= 

(2K + 1) 

~ x= AoL 
2 nd 

(2K + 1) 

(c) 


con K- 0, ±1,±2, ... (’)• Poiché nell’approssimazione fatta l’intensità non 
dipende dà y, èssa è la stessa in tutti ì punti che giacciono su rette parallele 
all’asse y. È chiaro inoltre che se sostituiamo alla sorgente puntiforme una 
sorgente estesa parallela all’asse y, come per esempio una fenditura illuminata, 
e ai due fon due fenditure esse pure parallele all asse y, le considerazioni non 

In conclusione, sullo scher,: o si vede una serie di bande luminose, dette 
frange chiare, separate da una sene di zone scure, chiamate frange scure. I 
centri delle frange dello stesso tipo sono equispaziati della distanza X 0 L/nd. 


(’) Nei problemi successivi sarà spesso sottinteso che K è un numero intero, si faccia attenzio¬ 
ne a non confondere questo simbolo (maiuscolo) con quello (minuscolo) della grandezza k - 2it/X, 
per quanto la differenza nsulterà sempre evidente dal contesto 

« 
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Come valutazione della larghezza di una frangia chiara si può assumere 


Ax = 


A pL 
2 nd 


(d) 


cioè la semidistanza tra due minimi adiacenti a un massimo. In figura è rap¬ 
presentato l’andamento dell’intensità neH’intomo del punto x = 0: essa si an¬ 
nulla ai lati del massimo in due punti simmetrici 
che distano da questo Ax. Tale andamento si ha 
nell’intorno di ogni massimo; però l’intensità non 
è la stessa, ma diminuisce all’aumentare di x in 
quanto m tal caso aumentano sia la distanza r che 
l’inclinazione sotto cui il punto P è visto da Si e 
S 2 e quindi, secondo il principio di Huygens-Fre- 
snel-Kirchhoff, diminuisce l’ampiezza dell’onda 
emessa verso P dalle sorgenti. 

Oltre a dare la posizione su uno schermo si 
usa spesso definire in questo dispositivo, e m altri 
simili, gli angoli nspetto alla direzione O'Oin cor¬ 
rispondenza ai quali si osservano ì massimi e i mimmi di intensità. Restando 
entro i limiti delle approssimazioni fatte, al punto di coordinata x corrisponde 
l’angolo 8 = x/L e dalle (b) e (c) si ha 



4nà And 

—d*-— 


2nd 


JaT 

2nd 


max 8 ■ 


no 

nd 


min 6- 


(2K+l)X 0 
2 nd 


(e) 


come larghezza angolare di una frangia si definisce la quantità 


40 = 


Aq 

2 nd 


(f) 


Passando al calcolo numerico, si è detto che n = 1 per cui A oL/d = 0.8 
mm e i massimi hanno le ascisse 0, ± 0.8, ± 1.6, ± 2.4, ... mm. Le larghezze 
sono 


Ax = 0.4 mm , A 8 = 4 • 10 4 rad = 0.023° . 

L’esperimento descritto è stato condotto da T. Young nel 1802 e il dispo¬ 
sitivo è detto fori di Young ; esso ha avuto una grande importanza storica per 
stabilire la natura ondulatoria della luce. Nel capitolo sui fenomeni di diffrazio¬ 
ne discuteremo come si modificano le conclusioni ora raggiunte per tener con¬ 
to della larghezza finita delle fenditure. 


12.2. Un fascio di luce monocromatica (X 0 = 400 nmj proveniente da una sor¬ 
gente puntiforme S incide su due specchi piani Mi e M 2 (vedi figura). Gli 
specchi, ortogonali al disegno, formato tra loro un angolo a = S ■ 10“ 3 
rad. La distanza di S dallo spigolo di contatto r degli specchi, di traccia O, 
è h = 5 cm. Su uno schermo, posto a distanza b = 95 cm da r e in un 


piano ad esso parallelo, si osservano una serie di frange chiare e scure, del 
tipo di quelle prodotte con ti dispositivo di Young. Determinare la posizione 
di queste frange e la loro larghezza. Si consideri n = 1 ovunque. 

Le immagini di S date da M x e M 2 sono 
due sorgenti virtuali e S 2 , poste nei punti 
simmetrici di S nspetto ai piani degli specchi. 

Le due sorgenti sono coerenti in quanto ottenu¬ 
te dalla suddivisione del fronte d’onda. La di¬ 
stanza tra le sorgenti è d = 2hstna mentre la 
distanza O'O" è L = a + b = h cos a + b. Ma l’angolo a è molto piccolo per cui 

d—2ha — 0.5 mm , L = /t-t-i> = lm . 

Nella zona tratteggiata, comune alle onde emesse da e S 2 , si osserva interfe¬ 
renza: il sistema è del tutto equivalente al dispositivo di Young descritto nel 
problema 12.1; con lo schermo parallelo alla congiungente S 1 S 2 si ottiene lo 
stesso sistema di frange. Se alla sorgente S si sostituisce una sorgente estesa, 
come una fenditura illuminata parallela a r, quanto detto conserva la sua 
validità. 

Il dispositivo descritto è noto come specchi di Fresnel. 



cr 


SO-Sfl“S^O-h CfO-a OO’-b 


12.3. In un dispositivo di Young in aria (n = 1) la distanza tra le fenditure è 
d = 0.1 mm e lo schermo dista L — 20 cm. Illuminando con luce monocro¬ 
matica si osserva in particolare che la distanza tra i due massimi di ordine 
K = 10 è 24 mm. Calcolare la lunghezza d’onda della luce incidente e la 
larghezza delle frange luminose. Il dispositivo viene successivamente im¬ 
merso in acqua (n = 1.33): descrivere come varia il sistema di frange osser¬ 
vato sullo schermo, calcolando le nuove posizioni dei massimi e la loro 
larghezza. 

Dalla (b) del problema 12.1 si ricava che le posizioni dei due massimi 
di ordine 10 sono xi = —10 Ao L/nd e *2 = 10A oL/nd per cui x 2 — xj = 
= 20A 0 L/nd e quindi 

A 0 = —- ( §£— -MOnm (n = l) . 

La larghezza delle frange è data dalla (d), sempre del problema 12.1: 

Ax = — ^ = 0.6 mm . 

2 nd 

Col dispositivo di Young si possono dunque misurare le lunghezze d’onda; la 
misura non risulta molto precisa (4A/A~ 1%) principalmente a causa del fatto 
che le frange non sono sottili. Vedremo in seguito altri dispositivi interferen- 
ziali che permettono di eseguire misure assai più accurate. 
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Quando l’indice di rifrazione del mezzo diviene n l’ascissa di un massimo 
viene moltiplicata per l/n rispetto al caso n = 1: qui, (x 2 - xi)„ = 
= {x 2 ~Xi)/n = 18 mm. La larghezza delle frange varia dello stesso fattore. 
(Ax) n = Ax/n = 0.45 mm. Pertanto in un mezzo di indice n il sistema di 
frange si contrae rispetto al caso n — 1 e le frange diventano più strette; 
vedremo che questa è una caratteristica comune di tutti i dispositivi interferen- 
ziali. Viceversa, dalla misura della posizione delle frange prima in aria e poi in 
un mezzo diverso è possibile risalire aH'indice n del mezzo; tale metodo non 
presuppone la conoscenza delle caratteristiche del dispositivo in quanto quella 
che si esegue è una misura di n relativa (all’aria) e non assoluta. 


12.4. Il dispositivo di Young, con le caratteristiche date nel problema 12.3, è 
illuminato da una sorgente di luce naturale nella quale sono presenti con 
la stessa intensità tutte le lunghezze d’onda dal rosso k R = 700 nm al 
violetto Ay = 400 nm. Sullo schermo in corrispondenza del massimo centra¬ 
le si osserva una frangia bianca e una successione di frange colorate. 
Descrivere la formazione di queste frange, specificando la successione dei 
colorì sullo schermo. 


Il centro appare bianco in quanto la differenza dei cammini per le onde 
emesse da S x t S 2 è. nulla per tutte le lunghezze d’onda e quindi esso è un 
punto di massimo per ogni A Una diversa posizione x sarà di massimo per le 
onde la cui lunghezza d’onda soddisfa alla k = nxd/KL (K = 1, 2, . .) e di 
minimo nel caso in cui A = 2nxd/[{2K + 1)L] {K= 0, 1, 2, ...), secondo le 
(b) e (c) del problema 12.1. Possiamo dire in generale che le frange colorate 
sono determinate punto per punto dalla sottrazione dallo spettro delle lunghez¬ 
ze d’onda che interferiscono con elisione e dalla accentuazione di quelle per le 
quali tale posizione è di massimo. 

Per capire meglio qual è la successione dei colori sullo schermo notiamo 
che, una volta fissato un certo valore di x, la variazione dell’intensità luminosa 
in quel punto in funzione di A, ovvero la composizione spettrale della luce in 
quel punto, è data dalla relazione 1 = 4IiCos 2 (xnxd/LX), secondo il problema 
12.1. Consideriamo ora tre punti nell’intorno del massimo centrale: il primo 
che sia di minimo per Ay = 400 nm, il secondo per A G = 550 nm, il terzo per 
k R = 700 nm. Facendo uso della (c) del problema 12.1 e dei dati del problema 
12.3 abbiamo: 

xv = —zrr = O- 4 mm , x c = = 0.55 mm , x R = = 0.7 mm 

2 d 2 d 2 


Il minimo è raggiunto prima per le lunghezze d’onda minori, cioè per il violet¬ 
to, che deve così risultare assente subito ai lati della frangia bianca centrale. 
Sostituiamo i valori trovati per le ascisse dei minimi nell’espressione dell'inten¬ 
sità (12.2); troviamo 
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se A è misurato in pm. Queste funzioni, riportate in figura danno la composi¬ 
zione spettrale della luce nei tre punti (x fisso, A variabile). Nel punto *y 
mm, il più vicino alla riga bianca, sono prati¬ 
camente assenti le lunghezze d’onda compre¬ 
se nell'intervallo 400-500 nm, mentre predo¬ 
minano quelle tra 600 e 700 nm. In 
x c = 0.55 mm abbiamo la soppressione della 
banda 400-600 nm; infine, nel punto x R = 0.7 
mm, mancano le A tra 600 e 700 nm e sono predominanti quelle tra 400 e 5UU 

nm ' La successione di colori che ha origine da questa situazione è stata data 
da Newton ed è nota come scala di Newton ; dopo il bianco centrale si trova 
WancoTarrone, rosso, blu, verde, arancione, rosso, «eletto. Questi colon cos 
ottenuti si dicono, a causa del meccanismo che abbiamo esposto, colon 
sottrazione. 



12.5. L’interferometro di Fizeau per la misura della separazione an 8 oh * e dl d “ 
sorgenti lontane, ad esempio due stelle, consta di due fenditure molto 
soZli, distanti a, poste di fronte a una lente convergente L dl S rande 
apertura D. Si supponga di puntare il sistema su una stella Si e che una 
seconda stella S 2 invii luce nello strumento ad angolo 6 rispetto all asse. 
Z frappostane delle due figure di interferenza è osservata su uno 
schermo posto nel piano focale della lente L. Ammesso che l intensitci deUe 
due sorgenti sia eguale dimostrare che è possibile far si che il aitato 
della sovrapposizione sia la scomparsa della figura di interferenza e ricava¬ 
re una misura della separazione angolare 6 tra le due stelle Calcolare la 
minima distanza angolare che può essere misurato con 
Monte Wilson, il cui obiettivo L ha un’apertura D = 250 cm, nell ipotesi 
che la lunghezza d’onda della luce incidente sia A - 550 nm. 


Con riferimento alla figura, la ^ 

prima sorgente Si produce sullo s, i A IO 

schermo una figura di interferenza _ s_IO 

centrata sull’asse e che consiste di g~ X"~ Il —|y 

una serie di frange chiare e scure 1 ~~~ tH 

equispaziate. La posizione angolare V IBU 

alla quale si osserva il minimo di or- s, 1 +s ? 

m” B 12 2T-PK + l)l/2a P La seconda sorgente S, produce un eguale siste¬ 
ma d, frange con cen.'ro nel punto dello schenno la cui d,stanza damasse e 
sottesa dall’angolo 6. È evidente che se il centro cade dove ce il mimmo di 
ordine X della figura di interferenza di S, i due sistemi di frange si cancellano 
«• » j _ _C_ A ira crhprmn armare illuminato 


a vicenda- le figure di interferenza scompaiono e lo schermo appare 1 Sminato 
uniformemente (se le intensità delle sorgenti sono eguali). In generale questo 
fatto non succede; però è possibile, fissato 6 , spostare la posizione dei mimmi 
di S x variando la distanza a tra le fenditure, simmetricamente rispetto all 
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così che i centri dei sistemi di frange non cambiano, fino a che la condizione 
suddetta sia venficata. Supponiamo di trovare una distanza a x per cui 

_ (2*+l)A 

6 ~ 6k - 2^ - ' < a > 

L’angolo 6 non è ancora noto perché bisognerebbe conoscere K ; se però si 
aumenta la distanza fra le fenditure le figure di interferenza si restringono e, 
per quella di Si, si trova un valore a 2 della distanza per cui dove c’era il 
mimmo di ordine K c’è il mimmo di ordine K+\\ quindi 

p-p _ [2(i<T+ 1) + 1] A 

e - 6 ^' - u, - ' (b) 

In questo processo si vede prima ricomparire il doppio sistema di frange e poi 
lo si vede sparire di nuovo. Confrontando (a) e (b) si ottiene K = 
= (3a x - a 2 )/2(a 2 — a x ) e sostituendo m (a) si trova 


ai-a i w 

È dunque possibile, agendo sulla distanza tra le fenditure, misurare la separa¬ 
zione angolare 6 tra le due stelle. La situazione estrema si venfica quando 
a 2 = D, apertura della lente, e il primo mimmo della figura di S x coincide col 
massimo centrale di S 2 , cioè K = 0. In tal caso 

8 = r-=r = 3.3 • IO -7 rad = 1.89 • IO" 5 gradi = 0.068 secondi, 


■ 83.33 cm ( => a 2 - a x 


a 2 D 


L’angolo mimmo misurabile, cioè il potere separatore angolare, si ottiene 
invece direttamente dalla (a) ponendo a x = D e K = 0: 

®mm = ~ = LI • IO" 7 rad = 0.63 • IO" 5 gradi = 0.023 secondi. 


12.6. Due sorgenti acustiche eguali coerenti emettono onde sferiche sinusoidali la 
cui ampiezza a distanza di 1 m dalla sorgente vale g 0 = 10" 5 m e la cui 
frequenza è v = 688 Hz. Le sorgenti distano a = 1 m e sono contenute in 
aria a pressione atmosferica e temperatura t A = 20°C; la velocità del suono 
in tali condizioni è v A = 344 m/s. Calcolare la potenza Wt di ciascuna 
sorgente e, in funzione dell’angolo 0 formato dalla direzione di rivelazione 
con la normale alla linea congiungente le due sorgenti, l’intensità 1(0) 
misurata a distanza r dalle sorgenti molto grandi rispetto ad a. Determinare 
come varia 1(0) quando la temperatura dell’aria scende a t B = — 50°C. 
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Si tratta di un problema di interferenza tra due sorgenti coerenti del tutto 
analogo a quelli finora trattati. L’intensità in un punto P dipende dalla diffe¬ 
renza dei cammini compiuti dalle due onde. Nell’ipotesi r » a, con riferimento 
alla figura, la differenza dei cammini è Ar = «sen 8 a cui corrisponde, secondo 
(12.7), la differenza di fase <p- (2n/X)asen6. L’intensità risultante, per due 
sorgenti eguali coerenti, è data da (12.2): 

1(6) = 4/iCos 2 -£■ = 4ACOS 2 I---1 

e si hanno massimi e minimi in base alle solite 
condizioni. I \ 

n ,/ ^ S„ , ''2r = (G- r ìl 

max <p = 2Kn => sen 6 —K— , 1 

min <p = (2K + 1) -j- => sen0= (2K+ 1) ■ 

Nel caso numerico proposto, dalla relazione generale v — Àv ricaviamo 
X = v A /v = 0.5 m; a = 1 m e m definitiva abbiamo la tabella seguente. 


L’andamento dell’intensità in funzione di 6 , con ajk A - 2, è 

—ì— = cos 2 (2jrsen 6 ) ( a ) 

4 1 \ 

ed è rappresentato in figura (linea tratteggiata). Il numero limitato di massimi 
e minimi osservati dipende dal valore del rapporto X/a, grande rispetto a 
quelli incontrati con onde luminose; per il resto è chiaro che i risultati sono gli 
stessi. 



Quando cambia la temperatura dell’aria cambia la velocità di propagazione 
delle onde data da (12.12) e di conseguenza anche la lunghezza d’onda: 
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V s = 

v A 




&B ~ ^A 


Tb 

T a 


1/2 

= 0.436 m 


pertanto a/K b = 2.29 e la (a) diventa 

— 7 — = cos 2 (2.297rsen 0 ) 

4/i 

che è la linea continua della figura in cui è rappresentata (a). La diminuzione 
di A comporta la stessa contrazione della figura di interferenza discussa nel 
problema 12.3. 

La potenza di ogni sorgente è l’energia emessa per unità di tempo e si 
ottiene integrando l’intensità su una sfera di raggio r; per l’intensità di una 
sorgente usiamo la (12.9), con £ 0 /r come espressione dell’ampiezza: 

h=~ Q03 2 M- v => = j hd.1 = di = Aìir 2 h 


= 2}zq(ì) 2 v%q = 4.96 W , 

essendo p = 1.23 Kg/m 3 e co = 2xv = 4.32 ■ IO 3 rad/s Se vogliamo calcolare 
la potenza totale dobbiamo procedere in modo analogo: 

dW = I(8)dI => W = j 4/ 1 cos 2 ( * as ™ 6 \ 2nr 2 ssndd8 


secondo la nota alla fine del primo capitolo II risultato è 
W = 8 jrr 2 /i 

Come era da attendersi la potenza totale misurata su una qualunque superficie 
sferica ( r»a ) che racchiude le sorgenti è la somma delle singole potenze. 
Però, nel caso di sorgenti incoerenti ogni elemento di superficie sferica è 
attraversato dalla stessa intensità I = 2W/4xr 2 \ invece, se le sorgenti sono 
coerenti, avvengono fenomeni di interferenza e l’energia viene ripartita in ma¬ 
niera non uniforme, con densità maggiore in alcune regioni (dove cadono i 
massimi) piuttosto che in altre. 


| cos 2 (. 

n V 


sta sen 8 


ssndd8 = 8n;r 2 I 1 = 2W 1 


12.7. Un interferometro usata in radioastronomia consiste di due antenne distanti 
a, che stanno nel fuoco di due riflettori a forma di paraboloide il cui 
compita è di convogliare sulle antenne le onde radio provenienti da sorgenti 
poste a grande distanza. Le antenne possono essere orientate in direzioni 
diverse, ma restano sempre parallele tra loro e in un medesimo piano; i 
segnali ricevuti vengono mescolati in un ricevitore. Calcolare come varia 
l’intensità del segnale R(8) in funzione dell’angolo 0 tra la direzione di 


I 


i 


l 


incidenza delle onde e la normale alla congiungente delle antenne. Applica¬ 
re i risultati al radiointerferometro di Green Bank in Virginia (USA), in 
cui a pud valere al massimo 2700 m e che è stato costruito per operare su 
una lunghezza d’onda A = 11 cm. Discutere la risoluzione angolare dello 
strumento. 



Le due antenne, eccitate dall’onda radio emessa da una sorgente, rispon¬ 
dono con segnali le cui ampiezze sono eguali e che hanno una differenza di 
fase costante nel tempo in quanto generati da una medesima sorgente. La 
differenza di fase dipende dalla differenza di cammino che l’onda radio compie 
per raggiungere le due antenne. Per una generica direzione di incidenza 8 si 
vede dalla figura che la differenza di cammino è a sen 8 per cui lo sfasamento 
corrispondente è <p= (2 jt/A) a sentì. Il problema è dunque ancora quello della 
somma di due oscillazioni (i segnali elettrici delle antenne) di eguale ampiezza 
Ri e differenza di fase costante nel tempo; la risposta in funzione dell’angolo è 

R(8) = 4f?iCOS 2 I--- J , 

come si è visto nel problema 12 . 6 , che è in un certo senso il caso inverso di 
questo. In particolare R(8) risulta massima in corrispondenza agli angoli di 
incidenza che soddisfano alla relazione 


jrosen 8 


Ktz 


sen 8 = K 


=> 8 = K 


dove l’ultimo passaggio è valido se A «a, come avviene nell’esempio citato. La 
distanza angolare tra due massimi consecutivi e la larghezza angolare del mas¬ 
simo del segnale sono: 

&K + 1 - d K = — = 4.1 • IO -5 rad , 4tì = —= 2 • IO -5 rad = 4.1 secondi. 
a 2 a 


Un’emissione coerente proveniente lungo una determinata direzione dà 
luogo quindi a una caratteristica struttura interferenziale e la risoluzione ango¬ 
lare è estremamente elevata. 




INTERFERENZA 


429 


428 CAPITOLO 12 


12.8. Un interferometro per la misura degli indici di rifrazione dei gas è schema¬ 
tizzato in figura. Esso consta di una lente Li che trasforma il fascio 
divergente di luce monocromatica (X = 600 nmj proveniente da una sottile 
fenditura F illuminata in un fascio parallelo; di due tubi uguali T l e T 2 a 
finestre trasparenti di lunghezza 1= 50 cm; di due fenditure Si e S 2 , paral¬ 
lele a F, praticate su uno schermo opaco; di una lente Li che focalizza su 
uno schermo la figura di interferenza prodotta da Si e S 2 . Fatto il vuoto in 
Ti e T 2 si osserva un sistema di frange parallele alle fenditure, analogo a 
quello prodotto dal dispositivo di Young (problema 12.1). Se si riempie Ti 
con un gas di indice di rifrazione n si osserva uno spostamento di N = 10 
frange del sistema. Spiegare il risultato di questa esperienza calcolando n. 
Supponendo di potere apprezzare al più lo spostamento di una frangia 
calcolare il valore minimo di n misurabile con questo strumento. 



schermo 


Con Ti e T 2 vuoti le onde che provengono da Si e S 2 interferiscono m un 
punto P dello schermo dando origine a un massimo quando la differenza dei 
cammini ottici è pari a Ar = KX con K intero. Se ora riempiamo Ti con un 
gas di indice n la differenza dei cammini ottici delle onde in P aumenta perché 
i percorsi nei due tubi, geometricamente eguah, non lo sono più fisicamente; 
l’aumento è pari a ni - l = (n - 1)1 e quindi in P c’è ancora un massimo se 
(Ar)' = Ar + (n — 1)1 = K'X con K' intero maggiore di K. Al massimo di 
ordine Ai si è sostituito quello di ordine K' ovvero tale massimo, che nella 
situazione con i tubi vuoti era nel punto P', corrispondente a una differenza di 
cammini ottici K'X, si è spostato nel punto P. Il ragionamento è vero per tutti 
i punti P appartenenti a frange luminose; quindi tutto il sistema di frange si è 
spostato rigidamente di una quantità 

N = K' — K = .^ => n=l+ — X . (a) 

A l 

Nel nostro caso numerico n = 1.000012; se fosse N = 1 otterremmo 
n - 1 = 1.2 • IO -6 . Con questo strumento è possibile misurare valori di n che 
differiscono da quello del vuoto per una parte su un milione. 

Si vede anche come immettendo successivamente gas in 7) si possa misu¬ 
rare la variazione dell’indice di rifrazione con la densità del gas; in prima 
approssimazione la variazione sperimentale è lineare, cioè n - 1 è proporziona¬ 
le alla densità del gas (si veda il problema 12.9). 


12.9. In un interferometro del tipo descritto nel problema 12.8 i tubi T t e T 2 
sono lunghi l = 15.023 cm e sono pieni d’aria. Usando luce corrispondente 
alla riga del sodio X = 589.3 nm si osserva che una variazione isoterma a 
temperatura ambiente della pressione dell’aria contenuta in da 
Pi = 60.50 • IO 2 N/m 2 a p 2 = 871.65 • IO 2 N/m 2 causa uno spostamento 
di N = 60 ± 0.5 frange. Determinare l’indice di rifrazione dell’aria alla 
pressione di 1 atm e dare l’errore sul risultato; si ricorda che 1 
atm = 1013.25 • IO 2 N/m 2 . 

Per risolvere il problema dobbiamo trovare una relazione tra indice di 
rifrazione e pressione m un gas. Sappiamo (capitolo 10) che la velocità di 
propagazione delle onde elettromagnetiche in un mezzo materiale è 
1 i = c/(x e x m ) 1/2 ; nell’aria n m = le quindi n = c/v= x^ 2 . In un gas come 
l’aria vale inoltre l’equazione di Clausius-Mossotti (3.12) che possiamo porre in 
forma semplificata x e = 1 + n ' a, dove n ' è il numero di molecole per unità di 
volume e a la polarizzabilità del gas, in quanto n' a « 1. L’indice di rifrazione 
vale pertanto n = (1 + n'a) I/2 = 1 + n'a/2, avendo sviluppato in sene e arre¬ 
stato lo sviluppo al primo termine, sempre perché n' a « 1. Poiché n' è pro¬ 
porzionale alla densità e questa alla pressione se Tè costante, in conclusione 

n = 1 + ap ovvero n - 1 = ap , (a) 

con a costante caratteristica del gas. Questa legge risulta valida entro larghi 
intervalli di pressione. 

Se inizialmente in 7) e T 2 c’è la stessa pressione, per esempio quella 
dell’ambiente, le onde che provengono da Sj e S 2 interferiscono in un punto P 
dello schermo, dando origine a un massimo se la differenza dei cammini ottici 
vale Ar=KX. Portando l’aria in 7) alla pressione pi, in P si ha ancora un 
massimo se 

Ar + [n(pi) — n(p)]l = KiX ; 
quando la pressione in 7) vale p 2 in P c’è un massimo se 
Ar + [n(p 2 ) _ n(p)]* = K 2 X . 

Se p 2 >Pi dalla (a) risulta n(p 2 )>n(p{) e quindi K 2 > Kt, secondo quanto 
esposto nel problema 12.8 si ha, passando da pi a p 2 , uno spostamento di N 
frange determinato da 

[n (p 2 ) - n(pi)]l = (K 2 -Ki)X = NX=a(p 2 -pi)l . 

Di qui si ricava 

NX , , NX 

a=— -— =► n=l+— - —p ■ 

l(P2~Pl) l(P2~Pl) 

Numericamente a = 2.902 • IO -9 (N/m 2 ) -1 ; per p = 1 atm = 1013.25 
• IO 2 N/m 2 , n = 1.000294. L’errore su questa misura è dovuto all’incertezza di 
mezza frangia nel conteggio dello spostamento delle frange; siccome 
A(n - l)/(n - 1) = AN/N = 8.3 • IO -3 , concludiamo che (n - 1) = 

(294 ±2) • IO -6 . 




430 


CAPITOLO 12 


12.10. Si consideri il dispositivo del problema 12.8 senza i tubi T t e T 2 . Dopo 
aver osservato il sistema di frange prodotto in tale situazione si introduce 
davanti al foro S t una sottile lamina di spessore l di una sostanza traspa¬ 
rente con indice n = 1.55; si nota uno spostamento di 20 ± 0.5 frange. 
Calcolare lo spessore l della lamina e l’errore sul risultato, sapendo che 
la fenditura è illuminata da luce monocromatica con A = 550 nm. 

Procedendo come nel problema 12.8 si arriva alla relazione (a); posto 
eguale ad 1 l’indice dell’ambiente e risolvendo in l, 

l =-= 20 pm . 

n — 1 

L’errore percentuale è Al/l = AN/N = 2.5 ■ 10 2 , cioè l = (20.0 ± 0.5) pm. 

Riassumendo quanto visto nei problemi 12.8, 12.9 e 12.10 possiamo dire 
che il dispositivo studiato si presta molto bene a misure di indice di rifrazione 
dei gas in funzione della pressione, con errore su n -1 dell’ordine del percen¬ 
to; lo stesso si presta a misure di piccoli spessori di materiali trasparenti con 
indice di rifrazione noto. Infine, dalla (a) del problema 12.8 si vede che facen¬ 
do variare A e misurando per ogni suo valore N si può misurare n(A), cioè la 
dispersione dei mezzi, con buona precisione. 


12.11. Con la stessa disposizione del problema 12.10 si supponga che la lamina, 
di indice di rifrazione incognito, abbia spessore d variabile. Detta I M 
l’intensità del massimo centrale in assenza della lamina, si nota che per 
d = di l’intensità al centro vale I > 0.5 l M e che aumentando d i valori 
immediatamente successivi per i quali si osserva ancora I sono dz e d 3 
con d 2 -di = l firn e d 3 - di = 2.5 pm. Supponendo A = 580 nm calcola¬ 
re l’ìndice di rifrazione della lamina e il rapporto I/Im- 


Per un certo spessore d la differenza 
di fase (p con la quale le due onde emesse 
dalle fenditure S x e S 2 raggiungono il cen¬ 
tro O è data da (p — (2x/X) (n — l)d e 
l’intensità in O si scrive, secondo ( 12 . 2 ), 



Al variare di d si ha l’andamento riporta¬ 
to in figura. Se tracciamo la retta I - cost questa interseca il grafico due volte 
nell’intorno di ogni massimo, nel nostro caso per gli spessori di e d 2 ‘, il terzo 
spessore d 3 cade nell’intorno del massimo successivo e, visto che la funzione 
(coseno ) 2 ha periodo x, deve essere 


(pi _ x (« - l)rfi <p 3 _ tt(n - l)d 3 _ (pi 
T~ A ’ 2 A 2 
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=> n—1= --— = 0.23 => n — 1.23 . 

ds-di 

Passiamo al calcolo dell’intensità: m corrispondenza agli spessori d x e d 2 ab¬ 
biamo 


/ = I M cos 


2 x(n — 1 ) di 


c 2 ~ 


I rispettivi sfasamenti <p\ e <p 2 sono legati dal fatto di essere simmetrici rispetto 
al valore <p M = 2 Kit per cu i si ha il massimo: 

•h-fCr-Èl É2- = KX+¥- 

T T ’ 2 K 2 

(p* _ <Pi ~ tpi _ tt(n — 1) (d 2 ~ ^i) _ o. 2 x 

^ 2 4 2A 


J— = cos 2 — = cos 2 = cos 2 (kx±^~ 

Im 2 2 V 2 


= cos 2 = 0.65 
2 


12.12. Un fascio di luce monocromatica, di intensità / = 1 W/cm 2 , incide nor¬ 
malmente su una lamina sottile a facce piane e parallele di una sostanza 
trasparente con indice di rifrazione n = 1.5. Calcolare come varia l’inten¬ 
sità della luce riflessa al variare dello spessore h della lamina. 


Facciamo uso delle proprietà di riflessione delle onde piane che abbiamo 
discusso nei problemi 10.8 e 10.9 e riassunto nel paragrafo lld. Riscriviamo 
qui le relazioni che ci servono ponendo n x = 1 e n 2 — n, considerando cioè la 
lamina immersa in aria. 


= r„E„ , Ep 


Ep tp Ep 


Ef = -(^-|ì E t = r t E t , Ef = -Ì T E,-r l E t , 
\n + 1 j n + 1 




T p - -£ = (1 -R p ) = r, = 4-= (1 - R t ) ■■ 

ip h 


4n 

(n + l ) 2 ’ 


1t 1 4 n 
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Manteniamo la distinzione tra E p e E„ anche se per incidenza normale non si 
può definire il piano di incidenza, in quanto vogliamo fare uso, ora e nei 
problemi seguenti, della proprietà di considerare un’onda piana non polarizzata 
come sovrapposizione di due onde incoerenti polarizzate m piani ortogonali 
che hanno ognuna un’intensità pari a metà di quella incidente. 



Studiamo per esempio cosa avviene per l’onda piana E, rappresentando in 
figura tutte le varie fasi del processo e tralasciando per comodità il suffisso t. 
Poiché dobbiamo eseguire somme di campi E sfasati facciamo uso della rappre¬ 
sentazione simbolica e del relativo formalismo (paragrafo 12 e.). 

a) L’onda piana E incide sulla prima superficie Si della lamina. 

b) Da E hanno origine un'onda riflessa nell’aria e un’onda trasmessa nella 
lamina: 

E *= _”_=A E - r } E , Ej r = ——— E = fiE ; 
n + 1 n + 1 

poiché ri è negativo l’onda E* è sfasata di n rispetto a E; Ef ha invece la 
stessa fase di E perché fi è positivo. 

c) L’onda trasmessa si propaga nella lamina e quando giunge alla seconda 
superficie S 2 ha compiuto un cammino ottico nh; quindi, nel momento in cui 
tocca S 2 , ha una differenza di fase <p = 2xnh/ A 0 rispetto a E per cui la scri¬ 
viamo 

E' = e' ^Ef = e’ ^fiE . 

d) E' dà origine a un’onda riflessa E* e una trasmessa E 2 r ; l’ampiezza 
dell’onda riflessa (nella lamina) è legata a E' da 

E 2 * = - E' = fi>E' = r 2 fie‘*E ; 

questa volta infatti l’indice di rifrazione relativo mezzo-aria è l/n; essendo 
r 2 = — n maggiore di zero il campo riflesso E^ ha la stessa fase di E'. 

e) E# si propaga e raggiunge la pnma superficie Si con il valore 

E" = e' *E 2 = r 2 fi e 2 ' ^ E . 

f) E" dà origine a un’onda riflessa (nella lamina) e una trasmessa (nell’a¬ 
ria); l’ampiezza dell’onda trasmessa è legata a E" dalla (b) ancora con l/n al 
posto di n: 


E 3 r 


2 n 
n + 1 


E" = fi E" = r 2 fifi e 2 ‘* E 


Il prodotto fi fi vale 4 n/(n + l) 2 , cioè T in base a (c); inoltre r 2 = -n e quindi 
E 3 = —riT e 2 “ p E . 

Sulla superficie S t si sovrappongono così Ef e E 3 T ; queste onde sono coerenti, 
in quanto provengono da un processo di suddivisione delVampiezza della stessa 
onda E, e danno luogo pertanto a fenomeni di interferenza. L ampiezza totale 

riflessa dalla lamina è 

E* = Ef + E 3 r =r 1 (l-re 2 '^) E ; 

il suo modulo quadrato vale 

E£ = E R *E R = rHl-Te- 2 '*) (l - Te 2 “») E 2 = R(l + T 2 - 2 rcos2 cj>)E 2 . 

■Q a j" =z \ — R e trascurando R 2 rispetto a R si ha finalmente 

E r - 2RT(l - cos20 )£ 2 = 4 RE 2 sen 2 <p . 

Notiamo subito che trascurare R 2 rispetto a R permette di trascurare tutte le 
successive riflessioni (come quella al punto f), riprenderemo l’argomento nel 
problema 12.20. La percentuale di energia riflessa risulta allora 


ÌL_ = 

I, 


j\ Ei 


dt 


■■ 4R;sen 2 (p 


tI 


E 2 dt 


nh 


dove abbiamo ripreso il suffisso t già tralasciato. In modo del tutto analogo si 
trova I R /I = 4/?„sen 2 <f>. Complessivamente, essendo nel nostro caso 1 intensità 
totale inflessa di lamina eguale a 0.5 (// + 1 ?) si ottiene il risultato 

2% ,\ (e) 

(f) 

h = K-^- ■ (g) 


= 4Rs&n 2 <p = 4/?sen 2 
I 

Numericamente R=(n- l)V( n + *) 3 = 0 04 « fi ’ 0 - 16 w /”’- 

I massimi e i minimi dell’intensità riflessa si hanno quando 

2.0 

_ „h = (2K+D— => h^ClK-i-L) 

Xq 


max 


4) = ^Lnh = (2K + l)^ ~ h-(2K+l) — 


min <p : 


2 n 
2 o 


nh = Kx 


2q 
2 n 


Detta X = lo/n la lunghezza d’onda della luce nel mezzo, i roassimi cornspon- 
dono a spessori pari a A/4, 3A/4, 5A/4... e i mimmi a spessori A/2, A, 3A/2, 
ovvero a percorsi 2 h nella lamina che siano multipli dispari di mezza 
lunghezza d’onda corrispondono i massimi, a percorsi pan a multipli interi di A 
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corrispondono i minimi. Non c’è in questi fatti alcuna contraddizione con 
quanto visto nei problemi precedenti: alla differenza di fase 2<p generata dalla 
differenza di cammini ottici 2 nh occorre infatti aggiungere lo sfasamento di jc, 
cioè di A/2, che avviene alla riflessione dal mezzo con indice di rifrazione 
minore a quello con ìndice di rifrazione maggiore; imponendo 2cp + x= 2Kzz 
si nottiene la (f). 

Ricordiamo l’osservazione fatta alla fine del problema 10.9 e la relativa 
figura: gli sfasamenti subiti da E nelle riflessioni sulle due superficie (jr su S x e 
zero su S 2 ) insieme alla considerazione del verso del vettore di Poynting com¬ 
portano per B sfasamenti scambiati, zero su Si e n su S 2 . Pertanto, anche se 
avessimo adottato B invece di E come campo su cui ragionare, nulla sarebbe 
cambiato nei nsultati ottenuti. 

La (e) mostra che l'interferenza osservata è 
eguale a quella che sarebbe prodotta da due sorgenti 
eguali coerenti, 5] e S 2 nella figura, poste sullo stesso 
asse, separate spazialmente da una distanza 2 nh e 
con una differenza di fase propria pan a n. 



12.13. Un fascio di luce ordinaria di intensità / = 1 W/cm 2 incide normalmente 
su una sottile lamina di una sostanza trasparente, di spessore h = 0.9 firn 
e indice di rifrazione n = 1.5. Nel fascio incidente sono presenti, con 
eguale intensità, tutte le lunghezze d’onda comprese tra Ai = 400 nm e 
k 2 = 700 nm. Calcolare la composizione spettrale della luce riflessa dalla 
lamina e la sua intensità. 


La composizione del fascio incidente si può rappresentare come in figura, 
l’intensità per intervallo di lunghezza d’onda è costante, ovvero dl/dk = l 0 -, 
d’altra parte l’intensità totale vale /• 

*2 

/=[ Sr dl=l 0 {k 2 -h) => / 0 = —L—= 3.33-10 4 -^ . 

J d A A 2 -Ai cm 

ii 

Il fascio incidente si può dunque pensare suddiviso in infiniti fasci infinite¬ 
simi monocromatici, ciascuno di intensità di, a cui applichiamo ì risultati del 
problema 12 . 12 , in particolare la relazione (e): 

dI R = ARdIse.tr tp = ARI 0 sen 2 (pdk = -- ---- --- sen 2 0dA . 

A2 - Al 


La composizione spettrale della luce riflessa non è 
più uniforme 




4 RI 2 2 tmh 

A 2 -Ax Se ” A 


La funzione F(A) ammette massimi in corrispon¬ 
denza alle lunghezze d’onda tali che 
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= (2.K + 1) 

À ** 


2K+1 2K + 1 


Nel visibile questa condizione si traduce nei dati della tabella seguente: 



Invece, i mimmi (nulli) di F(A) si hanno per <p= Kjx ovvero A- 
= 2nh/K=2.7/K pm e ne risulta la tabella 



Trascurando la dispersione, il coefficiente di riflessione vale 
R = ( n - il2/fn + lì 2 = 4 ■ IO -2 e il valore di F(A) nei massimi, dipendente da 
„ ma non da h, è F max = 4W/(A a - A,) = 4 RI 0 = 5.33 • IO 2 W/cm 2 . L’anda¬ 
mento di F(A) è rappresentato in figura; l’interferenza tra le due onde riflesse 
ha trasformato uno spettro continuo m uno spettro a tre bande di larghezza che 
diminuisce con A; la posizione dei massimi e dei mimmi è funzione sia del 
mezzo che del suo spessore. 

L’intensità totale riflessa è 

h h 

| dI R = | F(A)dA= F max j sen 2 cpdk . 

À] Aj Ai 


Il valor medio di sen 2 0 nell’interval¬ 
lo di integrazione è ~0.5 per cui 

W 

Ir - 0.5 F max (A 2 - Ai) = 0.08 -^r- 

Soltanto l’ 8 % della luce incidente 
viene riflesso dal sistema; inoltre, 
come si è detto, la luce riflessa non 
è bianca, ma presenta tre colorazioni 



predominanti (colori di sottrazione). 


12 14 Su una lastra a facce piane e parallele di una sostanza con indice di 
rifrazione n 3 = 1.5 viene posto un sottile strato di una vernice trasparente 
con indice di rifrazione n 2 = 1.4; tutto il sistema è contenuto m ano, 
ni = 1. Un fascio di luce monocromatica, con intensità I - 1 W/cm , 
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incide normalmente alla lastra (dalla parte della vernice). Calcolare come 
varia l’intensità della luce riflessa dal sistema al variare dello spessore h 
dello strato di vernice. 

Procediamo come nel problema 12.12, studiando dapprima cosa avviene 
ad un’onda polarizzata rettilineamente E ( ; tutte le fasi del processo sono rap¬ 
presentate m figura (tralasciamo per comodità il suffisso t). Molto smtetica- 

—— E = ri E sfasamento x 

n 2 + «i 

. — E = fi E nessun sfasamento 

n 2 + ni 

c) Ef->S 2 E' = e'^Ef = fie'*E 0 = — n 2 h 

lo 

d) E' —» Ef = — ——— E' = r 2 t 1 e' *E altro sfasamento x 

n 3 + n 2 

—» onda trasmessa nel mezzo n 3 (non ci interessa) 

e) Ef —> S 2 E" = e' * Ef = r 2 fie 2 ‘ * E 

f) E"-» onda riflessa nel mezzo n 2 (non ci interessa) 

-» E 3 = -lUl— E" = l 2 E" = r 2 fifi> e 2 “ p E . 

+ n 2 




Siccome fi t 2 = 


4n 1 n 2 
(«ì + n 2 ) 2 




n 2 - »i 
n 2 + rii 


2 

= 1 -^!=^ , 


E 3 r = r 2 T x e 2 ‘ <p E 
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Sulla superficie S l si sovrappongono così Ef e E 3 r ; essi sono coerenti, prove¬ 
nendo da E per suddivisione di ampiezza, e danno luogo a un fenomeno di 
interferenza. Per l’ampiezza totale e il suo quadrato abbiamo. 

E* = Ef + E 3 r = (fi + r 2 Ti e 2 ‘ *) E , 

E* 2 = £**£* = (fi + fi 7) e- 2 '*) (fi+r 2 r, e 2 '*) E 2 = 

= (fi 2 + r 2 7 2 + 2fifi7’icos20) £ 2 . 

Ricordando che Ri = r 2 , R 2 = r 2 , 7) = 1 - Ri e trascurando tutti i termini del 
secondo ordine rispetto a Ri otteniamo 

(£f) 2 = [R u + R 2 , + 2(R U R 2 ,) 1/2 cos 20] Ef , 

dove è stato ripreso il suffisso f. Una formula analoga vale per (£f) 2 e in 
conclusione la percentuale di energia riflessa per un’onda piana non polarizzata 
di intensità I è 

Jj- = Ri + R 2 + 2 (Ri R 2 ) 1/2 cos 20 = 

„ v, v, m / 2 Axn 2 h ^ 

= Ri + R 2 + 2(i?i R 2 ) 1/2 cos —-- 

ÀQ 

Usando ì dati del problema Ri = 0.028, R 2 = 0.001, 

A- = 0.029 + 0.011 cos —fi— . 

I 4o 

Si hanno massimi con intensità Ir = 0.040/ = 40 ■ IO -3 W/cm 2 quando 

20 =±^- = 2 Kx => h-K-jfi- (b) 

w 2 n 2 

e minimi non nulli con intensità Ir = 0.018/= 18 • IO -3 W/cm 2 quando 

20 = A!tnih = (2K + 1) x => h = (2K+l)-?fi . (c) 

Ào 4 n 

La relazione (a) si presta ad alcune osservazioni interessanti. Innanzitutto 
vediamo che essa ha la stessa struttura della (12.1); per analogia, possiamo 
dire di osservare l’interferenza di due sorgenti di onde piane coerenti, propa- 
gantesi nel vuoto lungo la stessa direzione, con ampiezze diverse 

£f = fi£=(Ri /) 1/2 , £ 3 r =r 2 £=(R 2 /) 1/2 , 

separate lungo la direzione di propagazione della distanza 2 n 2 h e quindi sfasa¬ 
te di 20. In effetti, come già osservato alla fine del problema 12.12, le due 
superficie riflettenti Si e S 2 danno due onde immagini virtuali dell’onda piana 
incidente che distano 2 n 2 h\ si può dire che sì osserva l’interferenza prodotta 
da tali immagini. 

Se l’indice n 2 è tale che R, = R 2 , cioè n 2 = (/fin 3 ) 1/2 , la (a) diviene 



438 


CAPITOLO 12 


-y- = 2i?i(l + cos2<£) = 4/?]COs 2 ^) . 

Un’espressione analoga è già stata trovata nel problema 12.1 per il dispositivo 
di Young, con la differenza che là le due sorgenti erano separate lateralmente. 
Anche la (e) del problema 12.12 ha una struttura simile, con sen 2 0 al posto di 
cos 2 cp, ovvero con uno sfasamento di zv questo perché nel caso ora trattato le 
riflessioni avvengono entrambe con inversione di E. 


12.15. Un fascio di luce bianca di intensità 1=1 W/cm 2 , in cui sono presenti 
con eguale intensità tutte le lunghezze d’onda tra X x = 400 nm e X 2 = 700 
nm, incide normalmente su un sistema composto da una lastra di vetro 
con indice di rifrazione n$ = 1.5, ricoperta da un sottile strato di vernice 
trasparente con indice di rifrazione n 2 = 1.22. Lo spessore h della vernice 
deve essere tale da rendere minima in riflessione l’intensità alla lunghezza 
d’onda X* = 550 nm. Calcolare il minimo spessore h a ciò necessario e la 
composizione spettrale della luce riflessa dal sistema e la sua intensità in 
queste condizioni. 


Si procede come nel problema 12.13 sfruttando ì risultati del problema 
12.14. L’intensità riflessa di un fascio di intensità di = IdX/(X 2 - Ai) è data- 
dalia (a) del problema 12.14: 

dI R =- i - \r 1+ R 2 + 2(F,/? 2 ) 1/2 cos 4 ”" 2 -- ~| dX = F{X)dX , 

A 2 -Ai L a 

r = = 0.98 • IO -2 , R 2 =( =1.06-IO" 2 , 

\ n 2 + 1 / \ n 3 + n 2 / 

, „ I. 43tn 2 h\ W 


F(X) = 6.80 • 10 1 + cos 


Lo spessore voluto per rendere minima F(A) con A= A* si calcola imponendo 
che il coseno valga -1, cioè, in accordo con la (c) del problema 12.14, 

Ì2j52Ì = (2tf+l) * => h = (2K+l)-^- . 

Inoltre la richiesta che h sia minimo impone K = 0 per cui 
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L’intensità totale della luce riflessa è F(Xji w ^ m a 

f 400 \ 

Ir = j F{X)dX . \ 

Questo integrale può essere calcolato 200- \ 

per via grafica, utilizzando la figura in \ . 

cui è rappresentata F(A); si ottiene \ 

I R = 0.27 • IO -2 W/cm 2 : solo lo 0.27% : A 

della luce incidente viene riflesso. Se 04 05 0.6 0.7/Im 

non ci fosse la vernice il coefficiente di 

riflessione alla superficie aria-vetro sarebbe R = 4 • 10“ 2 = 4% e tale sarebbe 
la percentuale di luce riflessa, posto che la lamina fosse di spessore sufficiente¬ 
mente grande; con una lamina sottile si potrebbe arrivare intorno al 10% 
(problema 12.13). 

Il problema mette m evidenza uno degli impieghi dei fenomeni mterferen- 
ziali; precisamente la produzione di vetri detti non riflettenti. Il procedimento 
è molto utile per ridurre le perdite per riflessione negli strumenti composti in 
cui c’è un gran numero di superficie aria-vetro; una sostanza usata nella pratica 
come pellicola antiriflettente è il fluoruro di magnesio. Dalla figura si vede che 
nello spettro riflesso prevalgono le lunghezze d’onda tra 0.40 e 0.45 p.m: la 
lastra appare violacea; anche ora il colore ottenuto è di sottrazione. 

Si noti che secondo quanto visto nei problemi precedenti la risposta per h 
poteva essere immediata; m ciascuna riflessione c’è uno sfasamento di Jt essen¬ 
do «i < n 2 e n 2 < n 3 , quindi questi sfasamenti si compensano. Il minimo spes¬ 
sore per produrre elisione ad una certa A deve allora valere A/4, se A = Ao/ n 2 
è la lunghezza d’onda nel mezzo n 2 . 


12.16. Due sbarre metalliche cilindriche molto lunghe, aventi la stessa sezione E, 
sono unite per un estremo. Un’onda elastica piana sinusoidale di ampiezza 
e frequenza v, generata percuotendo opportunamente l’estremo libero 
della prima sbarra, si propaga in questa. Descrivere ì fenomeni di rifles¬ 
sione e trasmissione che hanno origine quando l’onda raggiunge la super¬ 
ficie di contatto, calcolando i relativi coefficienti di riflessione e di tra¬ 
smissione. Applicare i risultati a coppie formate con alluminio, ferro, 
piombo, rame utilizzando i valori del modulo di elasticità e della densità 
pubblicati nei vari manuali. Confrontare i risultati con quelli del problema 
12 . 12 . 


Nella prima sbarra si propaga 
un’onda la cui espressione è 

|= g 0 sen(a>f- kyx) 



con fcj = 2 jt/Aj = co/vi\ insieme a quest’onda, che esprime lo spostamento 
degli elementi della sbarra, si propaga un’onda di pressione la cui espressione, 
secondo il paragrafo 12c., è 
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p = = Y r ÉL=-ggkiY^.cos (a)t-kix) . 

I ax 

La velocità di propagazione è data da (12.10), Uj = (5^i/e l’intensità da 
(12.9): 

/ = y Pitri<« 2 lo=y (^iPi ) 172 « 2 lo • ( a ) 

Quando l’onda amva alla giunzione hanno origine un’onda riflessa che si 
propaga nella prima sbarra, m senso contrario all’onda incidente, 
Ir = g(f sen(air + k^x) e un’onda trasmessa che si propaga nella seconda sbar¬ 
ra, conservando il verso dell’onda incidente, |r = |osen {cot — k 2 x) con 
k 2 =2n/X 2 = «V v 2 e v 2 = ( Y 2 /p 2 ) 1/2 - 

Fissiamo l’origine nel punto di giunzione e imponiamo che qui, per x = 0 
e in qualunque istante di tempo, ci sia continuità nella perturbazione, cioè che 
questa sia la stessa se calcolata immediatamente a destra e a sinistra della 
giunzione: 

| 0 senort + |osen cot= |o"senftif => lo + lo = lo" • 


La stessa continuità si richiede per la pressione: 

- lo^i y \ + lo kiJ’i = _ èok 2 y 2 

dove il segno per l’onda riflessa deriva dall’espressione cot + k\x della sua fase. 
Facendo sistema e utilizzando il fatto che k x Yj = aYi/v^ = fti(Yipj) 1/2 , 
k 2 Y 2 = w(Y 2 q 2 ) 1/2 si ottiene 


lo* 


(y 2 p 2 ) 1 / 2 -(yipi ) 1/2 

(Y 2 p 2 ) 1/2 + (Yipi ) 1/2 


lo , lo r = - 


2(yiei) 1/2 


(Y 2 p 2 p+(YiPi) 


1/2 


lo ■ (b) 


Notiamo che se Y 2 p 2 > Yipi |<f è opposto a | 0 , nel caso contrano è concor¬ 
de; £i[ è sempre concorde a | 0 . Se Y 2 p 2 « Yipi (estremo libero), lo = lo e 
|J=2| 0 ; se invece Y 2 p 2 »Yxpi (estremo fisso), |o =~lo e | o r =0: si ha 
riflessione totale. 

Mettiamo insieme (a) e (b) e calcoliamo il rapporto tra intensità riflessa e 
incidente: 


in /io*\ 2 r (y 2 p 2 ) 1/2 -(yiPi) 1/2 l 2 

i vio/ L (y 2 e 2 ) 1/2 + (yiPi) 1/2 J ’ 

_ Jr _ (MlV 2 (ll \ 2 = 4 ( y iP ») 1/2 ( y ^^) 1/2 

/ Uiei/ \io/ [(y 2 p 2 ) ,/2 + (yiei ) 1/2 ] 2 


(C) 

(d) 


e si verifica che R + T= 1, in accordo col principio di conservazione dell’e¬ 
nergia. 

Nella tabella seguente nportiamo le costanti carattenstiche dei metalli ci¬ 
tati. 



P 

(Kg/m 3 ) 

Y 

(N/m 2 ) 

(m/s) 

(yp ) 1/2 

(Kg/ m 2 s) 

Al 

2.7 • IO 3 

0.75 ■ IO 11 

5.27 • IO 3 

1.42 • IO 7 

Cu 

8.9 

1.24 

3.73 

3.32 

Fe 

7.9 

2.09 

5.14 

4.06 

Pb 

11.3 

0.16 

1.19 

1.34 


Applicando la (c) alle coppie formate con questi materiali otteniamo i coeffi¬ 
cienti di nflessione. 



Al 

Cu 

Fe 

Pb 

Al 

_ 

0.161 

0.232 

8.4 • 10“ 4 

Cu 

0.161 

— 

0.010 

0.181 

Fe 

0.232 

0.010 

— 

0.254 

Pb 

00 

4^ 

O 

1 

•tx 

0.181 

0.254 

— 


Il coefficiente è simmetrico rispetto allo scambio dei metalli, vista la struttura 
della (c). 

Venendo al confronto con i nsultati del problema 12.12, si vede che la 
struttura di (c) e (d) è la stessa delle (c) di quel problema, la costante (Yp) 1/2 
che descrive le proprietà elastomeccaniche del mezzo ha la stesso ruolo dell’in¬ 
dice di rifrazione n = x) /2 che descrive le proprietà 'elettriche del mezzo. 

Del resto formule analoghe si incontrano in tutti ì problemi di riflessione 
di onde di qualunque natura. Ad esempio, nello studio della riflessione che ha 
origine dalla propagazione di una piccola perturbazione in una corda tesa 
formata da due corde molto lunghe di materiali diverse unite per un estremo, 
si arriva alle stesse formule (c) e (d), con m 1 ^ 2 al posto di (Yp) 1 ^ 2 : 


R = 


mj/ 2 - m\I 2 \ 2 
m 2 /2 + m{ /2 ) 


T = 


à,m\l 2 m 2 /2 _, D 

{ml/ 2 + ml> 2 ) 2 


(e) 


m è la massa lineare, cioè per unità di lunghezza. Con riferimento a (12.11) 
non compare nelle (e) la tensione perché è la stessa ovunque. Se la sezione 
delle due corde è la stessa, m è proporzionale ape quindi 


R = 


&2 /2 ~ Pl 1/2 V 
P 2 1/2 + Pi 1/2 ) 


Con i dati sui materiali m nostro possesso si ha: 



Al 

Cu 

Fe 

Pb 

Al 

_ 

0.084 

0.069 

0.118 

Cu 

0.084 

— 

8.9 • 10“ 4 

3.6 • 10“ 3 

Fe 

0.069 

8.9 • IO -4 

— 

8.0 ■ 10“ 3 

Pb 

0.118 

3.6 • IO -3 

CO 

o 

o 

i 

w 

— 
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Nella giunzione dove maggiore è la differenza di densità maggiore è il coeffi¬ 
ciente di riflessione. Al limite, se la corda è fissata ad un estremo, m 2 
R=ì e T= 0 ‘ la riflessione è totale con inversione dell’ampiezza' se invece 
restremo è libero m 2 = 0 e di nuovo R = 1 T= 0, ma questa volta 1 ampiezza 
non si inverte. 


12 17. Un fascio di luce monocromatica (X 0 = 500 nm) proveniente da una sor- 
gente estesa incide su una lamina cuneiforme sottile di una sostanza 
plastica trasparente (n = 1.4). L’angolo del cuneo è a - 10 rad e la 
lunghezza 1= 10 cm (vedi figura). Se si osserva la lamina in direzione 
normale con un telescopio puntato su di essa o anche direttamente con 
l’occhio si vede una serie di frange chiare e scure, parallele ai lati HH, 
KK. Descrìvere le formazioni di queste frange calcolandone la posizione 
sulla lamina; determinare inoltre il numero di frange chiare osservate e 
specificare se i bordi del cuneo (HH, KK) appaiono chiari o scuri. 


s s 



Sia 5 un punto della sorgente c SA, SB due raggi provenienti da essa che 
incidono sulla lamina, questi, dopo aver compiuto rispettivamente ì cammini 
SACDP & SBP si incontrano in P. La differenza dei cammini ottici vale 

Ar = SA + nAC + nCD + DP — SB — BP 

Nell’ipotesi che lo spessore massimo s della lamina sia piccolo i punti A, B, D 
sono abbastanza vicini e valgono le seguenti approssimazioni. 

SB = SA + nAT , BP = nT'D + DP 

=> Ar=n(AC-AT) + n(CD-T'D) = n(TC+T'C) . 

Dett0 h = RC ìo spessore della lamina nel punto considerato possiamo scrivere 
nelle stesse ipotesi TC — T'C — Micosi e quindi 

Ar = Inhcosi . ^ 

Per ogni punto P, h e i variano con la posizione di S; se la sorgente e estesa 
per uno stesso P esistono molte coppie di raggi, caratterizzati da diversi hti 
che in esso si incontrano. Questa diversità causa la distruzione degli effetti 
interferenziah m P e quindi m tutta la zona sovrastante la lamina Se inverai P 
appartiene alla lamina e questa viene osservata con uno strumento L (occhio, 
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telescopio) accomodato su di essa, praticamente h è lo 
stesso per ogni coppia di raggi che provengono dal a 
sorgente. Inoltre, se si selezionano raggi aventi la stessa 
direzione, come fanno l’occhio o il telescopio, i valori di 
cosi sono poco diversi tra loro; per incidenza vicina alla 
normale cosi è molto prossimo a uno. In queste condì- 
zioni Ar = 2nh e si osserva sulla lamina 1 interferenza tra le onde riflesse dall 
sue due superficie: si parla di sistema di frange localizzate sulla lamina. 

Per il calcolo dell’intensità nell’intorno di P si possono utilizzare ì risultati 
del problema 12.12; I R sarà espressa da una formula di questo tipo: 

„ -, 2n . 4 Jinh 

I R = 4.R/sen"$ , 2<j>—~ Ar — • U 



La (b), pensata come funzione di h, dà la variazione dell’intensità con la 
posizione lungo il cuneo; essendo h — za con 0 *£z =£i, 

I R = ARIstn 2 = 4RIstn2 ) 

Le posizioni di massimo e minimo si hanno per 

+ , Z -< 2K + 1 >TW' m “ ' (c> 



K Ào 
Z Ina 


I luoghi dei punti con h = cost (z = cast) sono segmenti paralleli al lato HH 
del cuneo, dalla (b) si vede che su ciascuno di essi 1 intensità e costante. 

Sostituendo i dati del problema abbiamo I R (z), rappresentata in figura, i 
massimi e ì minimi si trovano a 


z = 0.9 (2AT 4- 1) mm max 


z = 1.8K mm min 

Sul cuneo si vede quindi una succes¬ 
sione di frange chiare (0.9, 2.7, 4.5, 

... mrr e scure (0, 1.8, 3.6, ... 
mm), equidistanti. La larghezza di 
una frangia chiara, definita come se¬ 
midistanza tra i due minimi adiacen¬ 
ti al massimo, e Az ~ Xn/ 4 na ~ 0.9 
mm (e analogamente per le frange scure). Poiché ogni frangia e caratterizzata 

da un valore di h, le frange sono dette di eguale spessore. , 

Lo spigolo HH (z = 0) risulta scuro; infatti, benché le onde che interferi¬ 
scono compiano gli stessi cammini essendo lo spessore nullo, i campi elettrici 
sono sfasati di n a causa delle diverse condizioni di riflessione (si veda 
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problema 12.12). Per decidere se lo spigolo KK appare chiaro o scuro, sosti¬ 
tuiamo z = / in (c) e (d); otteniamo: 



Dovendo essere K intero lo spigolo KK risulta anch’esso scuro. Il massimo 
valore possibile di /f max è 55 e in conclusione si vedono sul cuneo 57 frange 
scure intervallate da 56 chiare. 


12.18. Una sorgente estesa di luce (k = 400 nmj illumina normalmente due lastre 
di vetro lunghe l ~ 10 cm, che sono a contatto ad una estremità e separa¬ 
te dall’altra mediante un sottile foglio di alluminio di spessore s. Si osser¬ 
va che entrambi i bordi delle lastre sono scuri e che si è formato un 
sistema di 250 frange chiare, parallele allo spigolo di contatto. Determina¬ 
re lo spessore del foglio e con che precisione lo si può misurare suppo¬ 
nendo di compiere nel conteggio delle frange un errore di ±1 frangia. 

Il sistema è analogo a quello visto nel problema 12.17 solo che ora si 
tratta di un cuneo d'aria: possiamo così applicare tutti ì risultati di quel proble¬ 
ma ponendo n = 1. Se ci sono 250 frange chiare e gli estremi sono scuri vuol 
dire che ci sono 251 frange scure e che il numero d’ordine delPultima è 250; lo 
spessore corrispondente è 

s =£^o = 250 Ì2l = 50 pm , 

2 n 2 n 

secondo la (d) del problema 12.17. L’errore percentuale sul risultato è 

- A— - 4- _L_ = ± 4 ■ ] n~ 3 => s = (50.0 ± 0.2) pm . 
s K ~ 250 

Si vede come in linea di principio il metodo descritto sia adatto alla misura di 
piccoli spessori con buona precisione. 


12.19 Una lente piano-convessa, con raggio di curvatura R - 4 m e apertura 
d = 2 cm, è posta con la superficie convessa a contatto con una lastra di 
vetro piana, avente lo stesso indice di rifrazione; l’intercapedine tra lastra 
e lente è riempita d’acqua (n = 4/3). Questo sistema è illuminato dall’alto 
da una sorgente estesa di luce rossa (ko — 650 nmj. Se si osserva il 
sistema con un telescopio focalizzato sulla lente si vede un sistema di 
frange circolari, concentriche con il punto di contatto O, che vanno ad¬ 
densandosi verso il bordo della lente. Descrivere la formazione delle frange 
e calcolarne il numero e la posizione sulla lente. Se all’acqua viene sosti¬ 
tuito solfuro di carbonio si osserva un restringimento di un fattore 1.1 nei 
raggi delle frange. Spiegare il fenomeno e calcolare l’indice di rifrazione 
n' del solfuro di carbonio. 
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L’intercapedine di questo dispositivo, le cui frange sono dette anelli di 
Newton, si comporta come un cuneo riempito di una sostanza trasparente e gli 
effetti mterferenziali che si osservano sono quindi quelli discussi nel problema 
12 17 I luoghi dei punti di eguale spessore h sono circonferenze di raggio r, 
concentriche con il punto di contatto O; è per questo che le frange di eguale 
spessore che si osservano sono circolari. Applicando il teorema di Euclide 
triangolo rettangolo OVP si ha (2R-h):r = r:h ovvero, trascurando il termi¬ 
ne in h 2 h = r 2 /2R; questo è lo spessore del cuneo m corrispondenza al 
punto P,’cioè al raggio r Le relazioni (c) e (d) del problema 12.17 danno 
allora: 1/2 

max h = (2K + 1) ~ => r- (2K + 1) 2 ~ 


min h 


Kk 0 
2 n 


KRk 0 \ l/2 


Per ottenere il numero di frange chiare calcoliamo che nu¬ 
mero d’ordine avrebbe un massimo con r= r 0 = d/2: 



nd 2 

2Rk 0 


40.5 



Ne segue che il massimo valore di K è 40 e che quindi si formano 41 frange 
chiare. Il punto di contatto O, insieme con la zona circostante, appare scuro 
per la stessa ragione esposta alla fine del problema 12.17. 

P Dalla struttura delle formule dei raggi, e precisamente dalla dipendenza 
dalla radice quadrata del numero d’ordine, si deduce che le frange si addensa¬ 
no al crescere di K, cioè verso i bordi della lente. In figura e riportata in 
funzione di K la posizione dei massimi, rappresentata da linee verticali. 

D ed,n Q e"“e« I 11 ìlllllllllllll* .. 

diverso indice di rifrazione ì raggi degli anel- io to Jo 

li, che dipendono da n l ^ 2 , variano dimi- 0 2 4 1 e -1 ? 10 »m 

nuendo al crescere di «; ciò è intuitivo se si , 

pensa che, a parità di cammino ottico, basta allora uno . spessore fc 
per ottenere un massimo di un certo ordine. Possiamo quindi affermare subito 
che l’indice del solfuro di carbonio è maggiore di 4/3. Il rapporto tra 1 raggi 
corrispondenti ad un certo numero d’ordine è indipendente da questo e risulta 



12.20. Un sottile fascio di luce monocromatica (k 0 - 500 nmj incide su una 
lastra di plexiglas a facce piane e parallele, indefinita, di spessore h e con 
indice di rifrazione n = 1.5. L’intensità del fascio è I - 1 W/cm e l an- 
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golo di incidenza è i = 10°. Mediante successive riflessioni e trasmissioni 
sulle due facce, dal fascio incidente hanno origine due serie di onde le 
cui direzioni di propagazione sono contrassegnate in figura con le lettere 
R„ T,. Ogni serie di tali onde viene portata a interferire nei piani focali di 
due lenti Lj e h 2 , rispettivamente nei punti P, e P 2 . Trascurando l’assor¬ 
bimento nella lastra determinare come varia l’intensità in Pi e P 2 al 
variare dello spessore h e calcolarla per h — l min. 


Consideriamo l’onda piana incidente non 
polarizzata di intensità I costituita dalla so¬ 
vrapposizione di due onde piane incoerenti, 
E p polarizzata nel piano di incidenza e E, 
polarizzata normalmente a tale piano, en¬ 
trambe di intensità I p - I, = 7/2. Studiamo 
dapprima cosa avviene di E„ tralasciando per 
ora il suffisso t. 

a) L’onda E incide sulla superficie Sj. 

b) E dà origine ad un’onda riflessa e 
una trasmessa, le cui ampiezze sono legate a 
E dalle relazioni (11.17) e (11.18)' 



senp - i') 
sen (i + i ') 


E = 7-!E , Hj = 


2 seni" cosi 
sen (f + i ') 


E = IjE 


1 

h 


A 


con seni = «seni'; R t è sfasato di n nspetto a E, H t è in fase con E. 

c) Hi si propaga nella lastra e giungendo su S 2 dà origine ad un’onda 
riflessa, di ampiezza H 2 = r 2 H x = r 2 t x E, e ad un’onda trasmessa, di ampiezza 
Ti = t 2 Hi = 1] t 2 E; è immediato provare che 


r x = - r 2 , tit 2 = 1 - r\ = 1 - r\ (relazioni di Stokes) . 

Per quanto riguarda gli sfasamenti li tratteremo tutti insieme alla fine. 

d) H 2 si propaga nella lastra e giungendo su Si dà origine ad un’onda 

riflessa e una trasmessa, di ampiezze rispettive H 3 = r 2 H 2 = riti E, 

R 2 — t 2 H 2 — r 2 tit 2 E. 

e) H 3 si propaga nella lastra e giungendo su S 2 dà origine ad un’onda 

riflessa e una trasmessa, le cui ampiezze sono Ha = r 2 H 3 — r 2 t 2 E, 

T 2 = t 2 H 3 = r\tit 2 E. 

Così proseguendo si conclude che le ampiezze delle sene di onde «.ei, sono: 
R t r : E , ht 2 r 2 E , ht 2 r\E , tit 2 r{ E 


T, hhE j hh r i E > i\H r 2 E , tit 2 r 2 E , ... 


(da un esame della figura si controlla facilmente la correttezza di queste 
espressioni). 

La differenza di cammino ottico tra due onde R t consecutive è data da 
Ar = n(AiBi + BiA 2 ) - A x Ci = n(A 2 B 2 + B 2 A 3 ) - A 2 C 2 = ... - Inhcosi' ; 
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la dimostrazione segue la via vista nel problema 12.17, solo che ora la relazio¬ 
ne è esatta. A Ar corrisponde uno sfasamento 

A) = hL = nhcosi' . ( a ) 

Ao Ao 

Facendo uso della notazione simbolica (paragrafo 12e.) possiamo scrivere 
Rj = r x E , R 2 =ht 2 r 2 e'* E , R 3 = tih4 e 2 '* E ,... , 

rappresentando questi vettori nel piano complesso come in figura. Analoga¬ 
mente 

Ti = <i< 2 E , T 2 = ht 2 r 2 e' * E 
T 3 = ht 2 r 2 e 2 ‘ * E , ... 

in quanto lo sfasamento vale <p anche tra due onde 
trasmesse consecutive. Il campo risultante in Pi è 

E r = Ri + R 2 + ■■ = (fi + ht 2 r 2 e‘*+ hhr 2 e 2 '*+ •••) E 
= [n + hh r 2 (1 + r 2 e' < *’+ r 2 e 2 '*+ .. )] E 





hh r 2 g'* 
1 - r 2 e 1 * 


E , 


dove si è fatto ricorso a (12.18). Ricordando che r 2 = -r u che r? - R (coeffi¬ 
ciente di riflessione su Si) e che i,/ 2 = 1 - rf = 1 - R, abbiamo in conclusione 

l-«'* P .« - W* (!-«'*) (!-«-♦) 

~E~ i-Re 7 ^ (eJ (1-Se'*) (1-*«"♦) 

__ 4Rsen 2 (p/2 _ 

(1 — R) 2 + 4Rsen 2 #/2 

Riscriviamo questo rapporto come rapporto delle intensità ritornando ad utiliz¬ 
zare il suffisso t: 

/,* _ _ 4R,sen 2 <j>/2 _ ^ (b) 

/, (1 - R,) 2 + 4R,sen 2 (p/2 

dove <p è dato dalla (a) e R, = sen 2 (i - i')/sen 2 (i +1')- Senza ripetere un 
calcolo analogo per l’intensità trasmessa notiamo che nel nostro caso, detta 
la sezione del fascio incidente, questa è conservata in ciascuna delle direzioni 
di propagazione delle onde riflesse e trasmesse. Pertanto 

W R = Wf + W? +... = /f£ 0 +/ 2 *Z 0 +... = /R2o 1 W=W* + W r 

W T = Wf + W 2 r + ... = Il So + E 0 + ■■■ = I T Zo J I = Ir+I T 
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In particolare, per le onde col campo elettrico che vibra ortogonalmente al 
piano di incidenza, 

Il , I? _ (1-fr) 2 / cì 

I, I, (1- R,) 2 + 4R,stn 2 0/2 

T 2 

r? + 4(l- T,) sen 2 0/2 ’ 

con T,= l - R, = sen2z'sen2z'/sen(z + i'). 

A formule analoghe si arriva anche partendo da E p , con la differenza che 
ora si utilizzano le (11.13-1114) e compaiono R p = tg 2 (i — z')/tg 2 (z + i') e 
T p = 1 - R p = 2seni ' cosi/[sen(; + z') cos(z — z')]. Per un fascetto di luce non 
polarizzata di intensità / le intensità nei punti P 1 e P 2 sono allora: 


/* = y (/f + //) = 


4R,sen 2 <p/2 


4R p sen 2 0/2 


2 I (1 - R,) 2 + 4R,sen 2 <p/2 (1 - R p ) 2 + 4R p sen 2 0/2 


h = 4r iU + Ip) = 


2 L r 2 + 4(1 - 7)) sen 2 <p/2 T 2 + 4(1 - 7» sen 2 <j>/2 J 

Poiché Ir è una funzione monotona crescente m sen 2 0/2 essa è minima per 
sen 2 0/2 = 0 e massima per sen 2 0/2 = 1. Ricorrendo alla (a) abbiamo per 
l’intensità riflessa: 


max -£=(2K+l)y => h = (2K+l) 


Ap 

4zzcosz' 


=> /i = 


/a 0 

2/zcosz' 


Da I T = I — Ir risulta poi che se l’intensità è massima m Pi essa è minima m 
P 2 e viceversa. 

Nel caso numerico proposto abbiamo: 

z = 10° , z ' = 6.65° , — = 5959.6 ;r rad , R, = 0.0415 , 


R p = 0.0383 


Ir = 5.64 • 10' 


r, h =94.36-10- 


A parità di angolo di incidenza e variando lo spessore h, Ir varia tra zero e il 
valore massimo 14.75 • IO -2 W/cm 2 , in corrispondenza I T varia tra il valore 
massimo / = 1 W/cm 2 e il valore mimmo 85.25 • IO -2 W/cm 2 . 

Per angoli di incidenza piccoli (z < 10°) m pratica R p = R, = R = 
= (n — l) 2 /(n + l) 2 = 4 • IO -2 , con queste semplificazioni e usando direttamen- 
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te la (b) si trova Ir = 5.66 • IO" 2 W/cm 2 , con un errore rispetto al valore più 

accurato dello 0.35%. , , 

La condizione che la lastra sia indefinita non è stnngente, almeno finché 
l’an<»olo di incidenza resta tale da rendere piccolo il coefficiente di riflessione 
(z <30°). Infatti allora le ampiezze delle onde ottenute dopo alcune riflessioni 
sono trascurabili e l’interferenza avviene m ogni caso tra poche onde che 
occupano una parte finita della lastra; matematicamente ciò è dovuto a la 
rapida convergenza della sene geometrica che dà l’espressione del campo. Nel 
problema 12.24 vedremo un dispositivo fondato sulle riflessioni multiple, analo¬ 
go a quello ora descritto, in cui interviene effettivamente nell’interferenza un 
numero molto grande di onde con intensità paragonabili. 


12.21. Un fascio di lucejrtaturale monocromatica (A = 500 nm) proveniente da 
una sorgente estesa incide su una lastra di plexiglas (n = 1.5) di spessore 
h = 1 miri; gli angoli di incidenza variano tra 0° e 15°. Puntando un 
telescopio con l’asse ottico normale alla lastra dalla parte della sorgente, 
sul piano focale di esso si osserva la formazione di un sistema di frange 
chiare e scure circolari. Descrivere la formazione di queste frange, calco¬ 
landone il numero. 

La relazione (d) del problema 12.20 dà, per un fissato valore di h, come 
vana l’intensità della luce riflessa in funzione di z' e quindi di z; si è già notato 
che per valori piccoli di z R, = R p = R- Questo è il nostro caso per cui sen vi a- 
mo l’intensità della luce riflessa in un punto P del piano focale del telescopio 
m accordo con la (b) del problema 12.20: 

I R 4Rsen 2 0/2 _ 0-lósen 2 0/2 , ^ 

~7 (1 — R) 2 + 4Rsen 2 0/2 0.92 + O.lósen 2 0/2 

essendo 0/2 = (2zt/Xo)nhcosi = 18849.6 cosi . . . , . 

I punti di eguale intensità sono caratterizzati da un valore costante di 0, 
cioè di z' e quindi di z; poiché l’asse del telescopio è normale alla lamina, essi 
stanno su circonferenze concentnche con l’asse del telescopio; nel fuoco m 
particolare interferiscono le onde con z = z' = 0. I massimi e i mimmi si ca co¬ 
lano con le solite condizioni: 

max !-(2K + l)f - X -l(|-l)=|(1210W-D , 
min ì- = Ki - K»A, 6 .10W . 

Il valore massimo di z', in corrispondenza a z = 15°, è 9.94° e possiamo compi¬ 
lare la seguente tabella 
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i 

i' 


^mm 


0 ° 

0° 

5999.5 

6000 

5910 ^ Zf max ^ 5999 

=> 

15° 

9.94° 

5909.5 

5910 

5910 « K min ss 6000 


In conclusione si hanno 90 massimi e 91 minimi; sia il centro che il bordo 
estremo della figura mterferenziale risultano oscuri. 

L’andamento dell’intensità, dato dalla (a), è riportato in figura nell’intorno 
di due massimi adiacenti. Le frange sono equispaziate in 0 e quindi in cosi'; 
in funzione di i’ invece la densità delle frange non è costante, bensì è propor¬ 
zionale a seni', cioè le frange si addensano al crescere di infatti, se 
dN/dcosi' è costante, dN / di' è proporzionale a seni'. 



Poiché ogni frangia è caratterizzata da un valore costante di i' si parla di 
un sistema di frange di eguale inclinazione ; inoltre, siccome il fenomeno è 
osservato nel piano focale di uno strumento, si dice che le frange sono localiz¬ 
zate all’infinito 


12.22. Un fascio sottile di luce naturale monocromatica (Xq = 400 nm) incide su 
una lastra di plexiglas (n = 1.5) di spessore h = 1 cm. Gli angoli di 
incidenza possono essere compresi tra 0° e 5° oppure tra 87° e 89°. 
Puntando un telescopio con l’asse ottico normale alla lastra dalla parte 
opposta a quella contenente la sorgente (osservazione in trasmissione) in 
entrambi i casi si osserva la formazione di un sistema di frange, ma con 
caratteristiche, almeno nel primo caso (0°-5°), molto diverse da quelle 
incontrate nel problema 12.21. Descrivere la formazione dei due sistemi di 
frange calcolando il numero di frange osservato e discutendo le principali 
differenze tra essi. 

Per angoli di incidenza compresi tra 0° e 5°, come abbiamo notato nei 
problemi 12.20 e 12.21, il .coefficiente di riflessione dipende poco da i e dallo 
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stato di polarizzazione del fascio incidente; cioè, con buona approssimazione, 
R, = R p = R = (n - 1 ) 2 /(n + l) 2 = 0.04. Per angoli compresi tra 87° e 89° inve¬ 
ce R,^R P ; però, in un intervallo angolare così piccolo, si può assumere per 
ciascuno di essi un valor medio che risulta 0.88 per R, e 0.76 per R p . Quello 
che si vede nel telescopio in entrambi ì casi è ancora una successione di 
circonferenze più o meno illuminate, per le stesse ragioni esposte nel problema 
12.21. Le posizioni dei massimi osservati m trasmissione coincidono con quelle 
dei mimmi osservati in riflessione e pertanto, da (d) o (e) del problema 12 . 20 , 
deve essere 0/2 = Kit ovvero Inhcosi' = KX 0 . 

Nell’intervallo tra 0° e 5° i’ varia tra 0° e 3.33° e m corrispondenza 

2n/i co s33y_ _ 74873 4 <Ks c 2nhcos0 ° = 75 ooo . 

Xq X 0 

Il numero di massimi è Ni = 127; in particolare, il centro di questo sistema è 
luminoso. Analogamente tra 87° e 89 ° i' varia tra 41.74° e 41.80° e 

2 n/lC 0 ! , l!; . §P l = 55910.7 <K< 2nhcos41J4 ° = 55953 ; 

Ào Xq 


il numero di massimi èN 2 = 53. 

Per il calcolo dell'intensità trasmessa tra 0° e 5° usiamo la (c) del proble¬ 
ma 12.20. 


Il (1 - R) 2 

I (1 - Rf + 4/?sen 2 0/2 


0 92 

0.92 + O.lósen 2 0/2 


0.85 - 1 


(a) 


Invece per il calcolo dell’intensità trasmessa tra 87° e 89° ci serviamo della (e). 


If_ = _ 7.2 • 10~ 3 _ 

/ 14.4 • 10- 3 + 3.52sen 2 0/2 



Gli andamenti di (a) e (b) sono riportati nella figura, neU’intorno di due 
massimi adiacenti L’intensità non raggiunge mai il valore zero; nel primo caso 
essa oscilla tra 0.85/ e / e non si può parlare di frange, nel senso inteso 
finora, bensì di una limitata variazione periodica al variare di i'. Nel secondo 
caso invece l’intensità vana tra 1.13 • IO -2 / e /• si ha formazione di frange 
chiare, molto ben definite, intervallate da regioni in cui l’intensità è pratica¬ 
mente nulla. Se operiamo con angoli di incidenza diversi e quindi con coeffi¬ 
cienti di riflessione compresi tra gli estremi ora considerati, troviamo frange 
che diventano tanto più nette quanto maggiore è R. Si può definire come 
fattore di contrasto C del sistema di frange il rapporto tra / max e / mm : 


i-RA 2 T l 
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l’ultima eguaglianza è valida per i piccolo oppure praticamente eguale a 90°. 
Nel nostro caso 

0° — 5° C = 1.17 , 87°-89° C = 88.2 . 

12.23. Un sottile fascio di luce di intensità I = 1 W/cm 2 incide su una lastra a 
facce piane e parallele di spessore h = 1 min e indice di rifrazione 
n = 1.5, una prima volta con un angolo di incidenza i = 5° e una seconda 
con un angolo i = 89°; nei due casi il coefficiente di riflessione assume i 
valori 0.04 e 0.90. Il fascio presenta, con la stessa intensità, tutte le 
lunghezze d’onda comprese tra Ai = 400 nm e A 2 = 700 nm. La luce 
trasmessa dalla lastra viene portata a interferire nel piano focale di un 
telescopio. Calcolare la composizione spettrale della luce nei due casi. 

Il fascio incidente ha una composizione spettrale uniforme e, come visto 
nel problema 12.12, possiamo scnvere 

r W 

di = , . — di = 3.33 ■ 10 4 dÀ—j- . 

A 2 - A x cnT 

Con i valori degli angoli di incidenza R p = R,= R\ utilizziamo nel calcolo del¬ 
l’intensità trasmessa la (a) del problema 12.22: 

__ (1 - R) 2 _ ., 

r (1 - R) 2 + 4Fsen 2 0/2 
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=_ l _ P——-— dX = F(X)dX . 

A 2 - A x (1 - Rf + 4Rsen 2 <p/2 

Dato h, 0/2 = (2jt/A) nhcosi' è funzione di A. I massimi e ì mimmi della 
funzione F(A) che dà la composizione spettrale della luce trasmessa si ottengo¬ 
no per 

±- K „ ^ 2nhc0S1 ' *£ K < 2nhc0 l'L max 


f-<2* + l)f 


1 ( ànhcosi' 


r , 1 ( 4nhco$i' . 

* 2l A x 


Gli estremi di F(A) sono F max = 1/ (A 2 - A 2 ) e F„ 


I / 1 — F 
A 2 — Ai 11 + R 


Introducendo ì dati numerici abbiamo la tabella seguente: 


i F max (A 2 ) F max (A t ) K mm (A 2 ) K mm (A t ) F max F„ 


5° 4279 7487 4278 7486 3.33 ■ IO 4 2.84 ■ IO 4 

89° 3195 5590 3195 5590 3.33 • IO 4 92.24 


I valori di F(A) sono in W/cm 3 ; il loro andamento nei due casi è rappresentato 
in figura. A differenza dell’analoga figura del problema 12.22, dove sono ripor¬ 
tate frange a A fisso e i variabile, qui i è fisso e A variabile. Si può notare che 
per grandi angoli di incidenza, ovvero per coefficienti di riflessione grandi, la 
lastra trasforma lo spettro continuo in uno a righe; invece per i = 5° lo spettro 
è ancora praticamente continuo. Il fattore di contrasto vale nei due casi 

C(5°) = 1.17 , C(89°) = 361 . 

Nel caso di uno spettro di righe, in cui le posizioni dei minimi non sono 
definibili con dei punti, occorre cambiare la definizione di larghezza di una 
frangia, data nel problema 12.1. Si chiama ora larghezza di una frangia la 
distanza tra due punti adiacenti a un massimo nei quali l’intensità si riduce a 
metà di quella massima. In termini di sfasamento, questi due punti sono carat¬ 
terizzati da 


0 = 2 Kji±— ovvero sen 2 ~ = sen 2 -^- 
r 2 2 4 


Imponendo 

Ir (1 -Rf - 1 

1 (1 - R) 2 + 4F 2 sen 2 e/4 2 
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Infatti è M = 2 Knr, per il resto abbiamo usato (a) e (b) Sempre nel caso 
i = 89° AXiX — 3.34 • 10 ~ 2 /K. Vediamo che la larghezza relativa è diversa nei 
vari punti dello spettro; essa è minima per X * 400 nm e massima per X = 700 
nm: 

-l^ L.Q.6. 1.0-10-’ ■ 

5590 A 3195 

La larghezza assoluta AX varia tra 240 • IO -5 nm e 700 • IO -5 nm: il nome di 
riga è ben giustificato. 


12.24. Una lastra a facce piane e parallele di un materiale trasparente, con 
indice di rifrazione n = 1.46 e spessore h = 1 cm, ha le due superficie 
ricoperte da un sottile strato di argento, così che il 95% dell’intensità 
della luce incidente è riflesso, il 4% trasmesso e l’ 1% assorbito. Questa 
lastra viene illuminata con una sorgente estesa, monocromatica con 
A = 600 nm, e viene osservata in trasmissione con un telescopio il cui 
asse ottico è ortogonale alla lamina. Sul piano focale del telescopio si 
osserva un sistema di frange circolari analogo a quello descritto nel se¬ 
condo caso del problema 12.22. Determinare a quale angolo rispetto alla 
normale si forma la decima frangia di interferenza. 


si ricava sen 2 e/4 = (1 — R) 2 /4R; per valori R 3= 0.85 il seno si può approssima¬ 
re all’angolo commettendo un errore di qualche permille. Quindi 


r _ 2(1-7?) 

R 1/2 


(a) 


Per incidenza di 89° la larghezza delle righe in termini di sfasamento risulta 
£ = 0.21 rad. Si definisce infine finezza delle frange il rapporto tra la distanza 
angolare che separa due massimi e la larghezza e: 


p- _ ir /? 1 / 2 

~~r~ 1 - R 


(b) 


con £=0.21 rad F = 29.9. 

Al crescere di R aumentano contrasto e finezza, mentre diminuisce la 
larghezza. Caratteristica saliente di questi sistemi interferenziali fondati sulla 
riflessione multipla è di far partecipare all’interferenza un gran numero di onde 
e ciò si raggiunge appunto con R grande; vedremo nel problema 12.25 l’impor¬ 
tanza pratica di tali fatti. 

Ragionando in termini di lunghezza d’onda invece che di sfasamenti, chia¬ 
miamo X M una lunghezza d’onda corrispondente a un massimo e A a . A* due 
lunghezze d’onda adiacenti a X M alle quali l’intensità è metà della massima. Si 
chiama larghezza relativa della riga il rapporto 

AX _ A fc - X a _ A4> _ 4> b - <j> a _ _£_ _ _1_ 

- X M X M <Pm 4>m <Pm KF 


Il dispositivo descritto è uno dei possibili tipi di interferometro di Fabry- 
Perot. La situazione è analoga a quella del problema 12.22 in quanto si sfrutta 
ancora la riflessione multipla. Però, mentre là si faceva uso della riflessione e 
della trasmissione che hanno origine dall’incidenza della luce su superficie di 
discontinuità dell’indice di rifrazione n, qui si sfrutta la riflessione su superficie 
metalliche parzialmente trasparenti e molto riflettenti. Il vantaggio di questo 
metodo rispetto al precedente sta nel fatto che il coefficiente R è grande per 
tutte le direzioni di incidenza; ciò porta, come si è discusso, a sistemi di frange 
con grande contrasto e grande finezza; la larghezza è stata descritta nei proble¬ 
mi 12.22 e 12.23. . , 

La relazione che permette di calcolare l’angolo al quale si forma una 

frangia chiara è 


Inhcasi' = KX 

dove i' è l’angolo di incidenza della luce dentro la lastra. Il centro di questo 
sistema di frange di eguale inclinazione è chiaro; alla frangia centrale 
(j = i' = 0) compete il valore massimo di K: 


K 


max 


2nh 

~T~ 


= 48667 


La decima frangia chiara si forma per K = K max - 9 - 48658 e in corrispon¬ 
denza 
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KX 

cosi'=——— = 0.9998 , seni'= 1.887 • IO -2 
2 nh 

=> seni = nseni" =► i = 1.58° . 

Questo è l’angolo di emergenza dalla lastra della luce che interferisce sulla 
decima frangia. 

L’intensità dei massimi, a causa dell’assorbimento, è minore di quella che 
si ha con la lastra del problema 12.22, supposta completamente trasparente. Si 
potrebbe dimostrare che in un massimo 


massimo di ordine K si è sostituito quello di ordine K'. In altre parole, il 
massimo di ordine K' che prima dello spostamento corrispondeva ad un anello 
chiaro la cui posizione angolare era individuata da cos i ' = K ' Xj 2 h si è sposta¬ 
to sull’anello corrispondente a cosi. Si è quindi avuto lo spostamento di un 
numero di frange determinato da (K 1 — K)X = ANX = 2(h 4- Ah)cosi — 2 h cosi 
= 2Ahcosi ovvero 

4 Ar = _l£2iL Ah = 29959.8 Ah . (a) 

A 


con a = 1-(R+T) 

coefficiente di assorbimento. Nel nostro caso l T jl = 0.64, cioè il 64% dell’in¬ 
tensità che si avrebbe se non ci fosse assorbimento. 


12.25. Un interferometro di Fabry-Perot è costituito da due lastre piane e paral¬ 
lele di quarzo Qi e Q 2 separate da una distanza h che può essere variata, 
mediante una vite micrometrica, da zero al valore massimo h 0 = 30 cm. 
Le superficie interne sono ricoperte da una sottile pellicola d’argento la 
quale riflette il 95% della luce incidente, ne trasmette il 4% e ne assorbe 
l’l%. Illuminando con una sorgente estesa di luce monocromatica 
(X = 600 nmj si osserva un sistema di frange sottili nel piano focale di un 
telescopio L (vedi figura). Individuata la frangia che corrisponde a raggi 
che giungono al telescopio con un angolo di inclinazione rispetto alla 
normale pari a i = 26°, si fa variare h e quello che si osserva è uno 
spostamento del sistema di frange; cioè, sull’anello chiaro corrispondente 
alla frangia osservata passano successivamente varie frange. Descrivere il 
fenomeno, calcolando il numero di frange che passano per una variazione 
di h da zero a h 0 . Assumendo di poter apprezzare uno spostamento del 
sistema di frange pari a metà della distanza tra due frange consecutive, 
determinare il minimo Ah che lo strumento può rilevare. 


Nel piano focale del telescopio si osserva 
un sistema di frange di eguale inclinazione for¬ 
mato dalle onde generate per riflessione multi¬ 
pla sulle due superficie argentate che delimitano 
una lastra d’aria di spessore h. Valgono tutte le 
considerazioni del problema 12.24: si ha ora in¬ 
terferenza con un massimo di intensità per 
2/i cosi = KX m quanto n = le l’angolo di inci¬ 
denza della luce sulla lastra d’aria coincide con 
l’angolo a cui si osserva il /sT-esimo anello chia¬ 
ro. Se facciamo variare la distanza tra le lastre di una quantità Ah, all’angolo i 
avremo ancora un massimo di intensità se 2(h + Ah)cosi = K’X, cioè se al 



Per una variazione Ah — 30 cm, AN — 898794. A AN = 1/2 corrisponde se¬ 
condo la (a) uno spostamento Ah = A/4cosi = 0.167 pm. E da notare che lo 
spostamento di mezza frangia è effettivamente ben osservabile in questo stru¬ 
mento con grande precisione poiché, come osservato nei problemi 12.22, 12.23 
e 12.24 e messo m evidenza dalle relative figure, la larghezza delle frange è 
piccola se paragonata con la distanza tra due frange consecutive e inoltre tra 
queste due frange sottili c'è una regione di buio. 

Quanto visto mostra l’importanza dell’interferometro di Fabry-Perot come 
misuratore di lunghezze l per confronto diretto con una lunghezza d’onda 
presa come campione. Infatti è possibile misurare l in queste unità semplice¬ 
mente contando lo spostamento di N frange e quindi mediante la (a) 


X 


N 

2cosi 


Al 

con errore —— 


AN 

N 


Nel nostro caso numerico l/X = 5 • IO 5 , A///= 0.56 -10 6 , / = 30 cm ± 0.167 
|im; l’errore è dell’ordine di una parte su un milione. 

L’elevata precisione dei dispositivi interferenziali aveva condotto, nel 1960, 
alla decisione di scegliere come unità di misura delle lunghezze la lunghezza 
d’onda di una riga emessa da una sostanza invece del regolo campione di 
platino-iridio. Precisamente era stato definito il metro come pari a 1650763.73 
volte la lunghezza d’onda nel vuoto della riga rosso-arancione del Kripton 86 
emessa in una ben determinata transizione tra due livelli energetici; visto il 
numero di cifre una tale definizione ha una precisione dell’ordine di 1 su IO 8 . 
Nel paragrafo lOd. abbiamo detto come, al momento attuale, il metro sia 
definito m base alla velocità della luce, nota con un errore di 1 su IO 9 . 

In realtà, anche questa nuova definizione è legata in parte a misure inter- 
ferometriche. Infatti per alcune righe emesse da opportuni laser è stato possi¬ 
bile eseguire misure di lunghezza d’onda con metodi interferenziali precise fino 
a 1 su IO 9 e un’analoga precisione si è ottenuta in una misura separata della 
frequenza, definendo così c come Xv. La parte tecnologicamente più avanzata 
e che promette grandi sviluppi è quella relativa alla misura delle frequenze 
ottiche (~ 5 • IO 14 Hz), che viene fatta generando battimenti tra queste fre¬ 
quenze e frequenze di microonde (~ IO 10 Hz), note con estrema precisione per 
confronto con orologi atomici a Cesio. 








458 


CAPITOLO 12 


12.26. N sorgenti di onde sferiche di lunghezza d’onda A, sincrone, sono disposte 
su una linea; la distanza a tra due sorgenti consecutive è costante. In un 
piano contenente questa linea si consideri un rivelatore posto a grande 
distanza dal sistema lungo una direzione che forma un angolo 6 con la 
normale alla linea delle sorgenti. Descrivere come varia l’intensità rivelata 
1(0) in funzione del rapporto A /a e, fissato A/ a, in funzione del numero 
N di sorgenti. 

Diciamo innanzitutto che i risultati che troveremo, dipendendo da caratte¬ 
ristiche generali della propagazione ondosa, hanno validità generale; proprio 
per questo non si è specificato il tipo di onda. 



Facendo riferimento alla figura, se = § 0 /r rappresenta la perturbazione 
prodotta dalla sorgente alPistante t nel punto P m cui si trova il rivelatore. 
É 2 = £i è quella prodotta da S 2 , £3 = §2 e'* = £1 e 2 '* quella prodotta da 
S 3 e così via. Poiché la distanza del rivelatore è molto grande rispetto alle 
dimensioni del sistema ( r»Na ), la differenza di fase tra le onde emesse da 
due sorgenti consecutive vale 

, 2jt 

0 = —aseng . ( a ) 

La perturbazione risultante, utilizzando (12.17), è data da 

6 2 _ j[o_ sen 2 JV 0/2 
R r 2 sen 2 0/2 

Inseriamo la (a) e passiamo all’intensità, che è proporzionale al quadrato del¬ 
l’ampiezza: 

Ufi r’i = JfL sen 2 (jVjrasenfl/A) 

r 2 sen 2 (;r a sen 0/A) ' 

La funzione 1(6) ammette dei massimi principali per 
arasene .. „ A 

--- =Kzc => sen 6 = K — (K = 0, ± 1 , ± 2, ...) (c) 

e vale in tal caso 

r _ N 2 I 0 

•‘max p • (d) 
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Infatti lim 


senNx 


NcosNx 


■■ N. I mimmi di 1(6) si hanno per va¬ 


lori di 6 che annullano il numeratore, ma non il denominatore: 

NnasenO Q K 'A / % 

- = K n => sen 0 = -— l 6 ; 

A Na 

con K' = ± 1,±2, ...,±(N-l),±(N+ 1), ..., ± (2N - 1), ± (2N + 1), ..., 
escludendo cioè i valon 0, ± N, ± 2N, ... per i quali si hanno invece 1 massimi 
principali. Tra i massimi principali ci sono allora N — 1 minimi con 1 = 0 e di 
conseguenza N — 2 massimi secondari che, se N è grande, si trovava con buona 
approssimazione a metà tra due mimmi, cioè per 

sen6= (2fC" +1) -4- ( f ) 

v 2Na 

Sostituendo (f) in (b) si trova che l'intensità dei massimi secondari vale 


2 (2K" + V)Jt 


N 2 2 (2K" + l)n 

^ 2 N 

Si definisce larghezza angolare di un massimo principale la distanza tra i due 
mimmi adiacenti: 

'IX. 

A (sen 6 ) - —— . (g) 

Na 

In conclusione, da (b) e (c) vediamo come la distribuzione dell’intensità 
nello spazio, ovvero le direzioni per le quali si hanno massimi principali di 
intensità, dipendano da A/a. Fissato A/a, all’aumentare di N aumentano l'in¬ 
tensità dei massimi principali, proporzionale al quadrato del numero delle sor¬ 
genti secondo (d), il numero dei mimmi e dei massimi secondari, invece, e ciò 
è molto importante, diminuisce la larghezza angolare che al limite, per N 
molto grande, diventa 


diminuisce infine l’intensità dei massimi secondari e al limite per N molto 
grande si può scrivere 


rK ‘ Im ax (2K"+lfn 2 ’ 

nel primo massimo secondano r-j = 0 045, nel secondo r 2 = 0.016, nel terzo 
7-3 = 0.008 e così via. Insomma, l'energia viene emessa dalle sorgenti preferen- 
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zialmente nelle direzioni date dalla (c), che sono tanto più definite quanto 
maggiore è il numero N di sorgenti; in questo senso si parla di una emissione 
direzionale. Con ragionamenti analoghi a quelli fatti nel problema 12.6 si può 
dire che se W 0 è la potenza di una singola sorgente, la potenza di N sorgenti è 
NW 0 , distribuita con una intensità costante in tutte le direzioni 1 - NW 0 /4jtr , 
con r» Na, se le sorgenti sono incoerenti, con una legge data dalla (b) se le 
sorgenti sono coerenti. 


12.27. Un sistema di N = 3 antenne di onde elettromagnetiche con frequenza 
v = io 8 Hz, sincrone , è disposto lungo una linea; la distanza tra due 
antenne consecutive è a — 6 m. Calcolare l’intensità 1(6) prodotta da 
questo sistema a una distanza tale che l’intensità di ogni sorgente sia 
/ 0 = io -3 W/cm 2 , facendo un diagramma polare di 1(6). Ripetere il 
calcolo con N= 5 antenne, poste alla stessa distanza rispettiva a. 


Si tratta di applicare ì risultati del problema 12.26; la lunghezza d onda è 
A= u/v = 3 m, per cui k/a = 1/2 L’intensità in funzione di 6 e il suo valore 
massimo sono dati da 


sen 2 (6 ;r sentì) 
0 sen 2 (2 n:sen tì) 


9 Iq- 9 ■ 10- 


avendo usato la (b) e la (d) appunto del problema 
12.26. In base alla (c) e alla (e) ì massimi princi¬ 
pali e ì minimi si osservano agli angoli 




Davanti a ogni numero di questa tabella è sottinteso un segno ± in quanto le 
posizioni sono simmetriche rispetto a 6 = 0. Inoltre c’è simmetria rispetto alla 
linea contenente le sorgenti per cui una posizione di estremo trovata al valore 
6 (compreso tra -90° e 90°) c’è anche all’angolo n- 6. Dalla (g) ricaviamo 
poi che le larghezze dei massimi principali sono A (sen tì) - 0.33. Per avere il 
risultato in termini di angoli non possiamo usare la (h) perché N non è suffi¬ 
cientemente grande; però, in base alla definizione di larghezza di un massimo 
come distanza tra ì due mimmi adiacenti, dalla tabella delle posizioni dei 
minimi e dei massimi deduciamo: 


A6o = 2 • 9.6° =19.2° , A6 X = 41.8° - 19.5° = 22.3° , 
A6 2 = 2 ■ (90° — 56.4°) = 67.2° . 
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Per ogni coppia di minimi che non racchiude un massimo principale c’è un 
massimo secondario che, nella variabile sentì, cade approssimativamente a 
metà: 


tra sentì: 


e sentì = 


posizione sentì 1 


e = 14.5° 


2 5 3 

tra sentì = y e sentì = — posizione sentì = — tì=48.6° . 

L'intensità nei punti di massimo secondano, secondo la (a) di questo proble¬ 
ma, vale 




L’intensità in funzione dell’angolo di emissione, tra -180° e 180°, è mo¬ 
strata in figura. Ancora più significativo è un diagramma polare nel quale, per 
ogni valore di tì, è riportato l’estremo di un segmento proporzionale a 1 (6), 
come abbiamo già visto nel problema 10.11. 

Se a parità di k/a = 1/2 consideriamo un sistema dì N = 5 antenne, l’in¬ 
tensità diventa 

i sen 2 ( 10 jt sentì) 

sen 2 (2jrsentì) 

Le posizioni dei massimi principali non cambiano, ma la loro intensità è 
i m „ = N 2 Io = 251 0 . I minimi cadono agli angoli dati nella tabella. 
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Ci sono N - 1 = 4 minimi tra due massimi principali consecutivi. Le larghezze 
angolari di questi sono ora minori che nel caso N=3: 

4 0 O = 2 • 5.7° = 11.4° ,40! = 36.9° - 23.6° = 13.3° , 


1 


4 0 3 = 2 • (90°-64.2°) =51.6° 


1 


Tra i quattro minimi ci sono infine tre massimi secondari; le posizioni angolari 
e le intensità relative a 1 Q e a 7 max sono riportate in tabella. 



Il diagramma polare per N = 5 è riportato m figura. Il confronto con 
N =3 evidenzia l’effetto direzionale del fenomeno, tanto più marcato quanto 
più grande è il numero N di sorgenti. Nei problemi sui reticoli di diffrazione 
trattati nel prossimo capitolo vedremo il caso limite quando N può assumere 
valori fino a IO 5 . 
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12.28. Un sistema di N = 4 sorgenti di onde sonore sferiche di frequenza v= 3.3 
KHz, sincrone, è disposto lungo una linea; la distanza tra due sorgenti 
consecutive può assumere i valori a = 10 cm oppure a = 5 cm. Disegnare 
un diagramma polare dell’intensità nei due casi, a distanze r dal sistema 
molto maggiori di Na. Si assuma il valore v = 330 m/s per la velocità di 
propagazione. 

La lunghezza d’onda delle onde emesse dalle sorgenti e A - v/v - 1U cm, 
per cui i due casi possibili di distanza tra le sorgenti corrispondono ad a = A o 
ad a = A/2, ovvero A/a = 1, A/a = 2 (a differenza del caso trattato nel proble¬ 
ma 12.27 m cui A/a = 1/2). Sulla linea di quanto già visto diamo schematica¬ 
mente le soluzioni nei due casi. 

A. A = a 

„ , sen 2 (4^rsen0) . _iai 

intensità 1(6) = I 0 sen 2 (jrsen0 — > “ 16/ ° , 

massimi sen 6 = K—=K => sen0=O 0 = O°,sen0=l 0 = 90° , 
a 

„ K' A K' 

minimi sen 0 = —-—r- =► 

4 a 4 
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larghezza dei due massimi A8o = 2 • 14.5° = 29° , 

A8i = 2(90° — 48.6°) = 82.8° , 

3 5 

massimi secondari sen 0 = — 8 — 22.0° , sen 8 = — 8 — 38.7° 

8 8 

IJIo =1.11 , W/max = 0.07 per entrambi 
Il diagramma polare è riportato in figura. 



B. A = 2 a 

I W-/„ , /„„ = 16/ 0 

sen 2 f-y sen0j 


massimi sen 8=K — = 2 K =>■ sen0 = O 6 = 0° 
a 


minimi sen 8 = => sen 6 = -i- 0 = 30° , sen 6=1 8= 90° 

Aa 2 2 


larghezza dell'unico massimo A 8 = 60° 

3 

massimo secondano sen 6 = — 6 = 48.6° I m = 1.17 / 0 = 0.07 / max 
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In figura è mostrato il diagramma polare per questo secondo caso. 



Riassumiamo ì risultati visti ora, nel problema 12.27 e nel problema 12.6, 
in funzione di A/a. Il numero d’ordine dei massimi principali è fissato dalla 
condizione 

sen 8 = K — =£ 1 => X *£ — • 
a A 

Allora, se A<a, è possibile avere più di due massimi; se A = a i massimi sono 
soltanto due, a 0° e a 90°, ed è questo il caso in cui si ha la massima 
emissione di energia nella direzione 8 — 90°; infine, se A>a, cè un solo massi¬ 
mo a 0°. In tutti i casi all'aumentare di N viene meglio definita la direzione di 
emissione. 

Quando le antenne trasmettono onde radio la disposizione A = a viene 
detta end-fire e quella A > a broad-side. 


12.29. Un interferometro usato in radioastronomia consiste di N antenne riceven¬ 
ti poste a una certa distanza a una dall’altra, nei fuochi di altrettanti 
paraboloidi riflettori, del tipo già incontrato nel problema 12.7. I segnali 
ricevuti vengono mescolati in un ricevitore. Calcolare come varia l intensi¬ 
tà del segnale risultante R(8) in funzione dell’angolo 8 formato dalla 
direzione di incidenza delle radioonde con la normale alla linea congiun¬ 
gente le antenne. Applicare i risultati al radiointerferomctro di questo tipo 
esistente in Australia, formato da N = 32 antenne poste a una distanza 
a = 7 m e sintonizzate su una lunghezza d’onda A = 21 cm. 


Proprio come nel problema 12.7 abbiamo qui un problema di interferenza 
di N onde provenienti da una sorgente, inverso di quelli visti finora, ma che 
viene trattato esattamente allo stesso modo. L’intensità del segnale risultante 
varia con l’angolo di incidenza delle radiazioni secondo la formula 
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se R t è il segnale percepito da una singola antenna. I massimi si osservano per 

sen0= K — = 3 • IO -2 # => sen0 = 0, 0.03 , 0.06, 0.99 

a 

(34 direzioni) e hanno un’intensità / max = 32 2 R X = 1024/?i. Possiamo utilizzare 
la (h) del problema 12.26 per calcolare la larghezza dei massimi (N e grande), 
si ottiene 40 = 1.9 ■ IO -3 rad = 0.1°; la distanza angolare tra due massimi è 

0.03 rad = 1.7°. j t . 

È interessante un confronto tra il radiouiterferometro a due antenne di 
Green Bank (problema 12.7) e questo con 32 antenne. Le dimensioni dei due 
sistemi sono ben diverse, il primo estendendosi su 2700 m e il secondo su 
32 . 7 s 217 m. Le separazioni angolari tra due massimi consecutivi e la lar- 
ghezza dei massimi sono molto migliori per il primo: 

Green Bank sen0*+i — sen0* = — = 4.1 • 10 5 , 40=2-10 rad , 


Australia sen0*+i - sen0^ - — — 3.0 • 10 2 , Ad 1.9-10 rad . 

A vantaggio del secondo c’è che a parità di sorgente osservata il rapporto dei 
segnali è 32 2 /2 2 = 256. Il radiomterferometro multiplo si presta molto bene a 
rivelare segnali deboli, come quelli provenienti da sorgenti molto lontane, che 
non sarebbero percepiti con il radiomterferometro a due antenne. Questo inve¬ 
ce è più adatto a separare segnali di sorgenti angolarmente molto vicine, fino a 
qualche millesimo di grado rispetto al grado del radiomterferometro multiplo. 


12.30. In figura è rappresentato molto schematicamente un interferometro di 
Michelson. La luce emessa dalla sorgente S incide su una pellicola semi¬ 
riflettente P: una parte descrive il cammino 2 di venendo riflessa dallo 
specchio Si, attraversa la pellicola e prosegue verso il rivelatore Ri un’al¬ 
tra attraversa la pellicola, percorre il cammino 2 d 2 essendo riflessa dallo 
specchio S 2 , viene riflessa dalla pellicola e prosegue verso il rivelatore. La 
pellicola è a 45° rispetto agli specchi, che sono a 90° tra loro. Sul piano 
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focale del rivelatore si osserva un sistema di frange di eguale inclinazione. 
Descrivere la formazione di queste frange e calcolare le posizioni “potori 
dei massimi e dei minimi. Eseguire il calcolo numerico con A - 500 nm, 
d- - d x = I mm e assumendo che le direzioni di propagazione delle onde 
che entrano nel rivelatore formino con l’asse OR del rivelatore ango i 
inferiori a 10°. 


La pellicola P dà della sorgente S un’im- S 2 

magine virtuale I{, simmetrica rispetto al piano p c 

della pellicola, che si trova sulla retta OR-, lo d 2 / S, 

specchio Sj dà a sua volta di l x un immagine ^ y/ 

virtuale l x che si trova dietro lo specchio, sem- r-«- 

pre sulla retta OR ; se chiamiamo d la distanza / 

SO, l’immagine /j si trova a distanza d + di / 

dietro Si. Per il rivelatore, la luce che percorre 

il cammino SOSiOR sembra provenire da tale g 

immagine /i. Analogamente per la ^jhe dlStan za 

percorre il cammino SOS 2 OR, S 2 da un immagine vii ± 2 

d + d 2 dietro lo specchio medesimo e P dà di I 2 un immagine virtuale I 2 che si 

trova a distanza d + ld 2 rispetto a O dietro lo specchio Si- 

In conclusione la luce che colpisce il rivelatore sembra provenire da due 
sorgenti /, e l 2 , poste sulla retta OR dietro S,; poiché I x 0~(d + d x ) + 
+ d _ d + 2 d, e 1 2 0 = d + 2d 2 , la separazione tra le due sorgenti e 
h = 2 (di - dì) pan alla differenza di cammino tra i due bracci dell’interfero¬ 
metro. È possibile variare h con continuità facendo eseguire una traslazione a 
uno degli specchi mediante una vite micrometrica. . ,, 

Lo S schema m base al quale possiamo calcolare e quello della , su “° 

strumento arrivano onde a van angoli (da zero a un massimo che dipende dai 
diaframmi, 0=10° nel nostro caso): per un certo angolo la differenza dei 
cammini ottici è Ax = hcas6. Abbiamo quindi le condizioni: 


max Acos0=ifA => cos0 —■ 


À . À 

min /icos0= (2K+ 1) — cos0=(2fC4- ) 


Si tratta appunto di frange di eguale inclinazione, equispaziate in cos0; la 
separazione tra due massimi consecutivi è k/h. 

Nel caso numerico proposto h = 2 (d 2 - d x ) = 2mm e A/A - 2.5 1U • A 
0 = 1?4000, a 0=10° K = Acos 0/A = 3939.2: si hanno 61 massimi, 

il centro è chiaro. Alcune posizioni sono. 

? T S S 55- S ’S- ^ S S S 
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Il primo mimmo cade a 0.906°; il massimo centrale è il più largo. All’aumenta- 
re di 0 i massimi si infittiscono e si restringono (situazione che ricorda gli 
anelli di Newton). 

Esaminiamo ora la dipendenza da li o, meglio, dal rapporto X/h. Per 
h = 0 (controllo ottico tra le sorgenti) non si hanno frange, ma un’illuminazio- 
ne uniforme; per h = A/2 si ha buio quasi uniforme, per h = A si ritorna a 
un’illuminazione quasi uniforme (il secondo massimo sarebbe a 90°). Quando è 
h > X cominciano a comparire i van massimi. Notiamo che affinché il secondo 
massimo cada nella zona di accettanza del problema (6 = 10°) deve essere 
cosSi = {K max - 1) X/h = cos 10°, dove K max è l’ordine del massimo per 0=0 
e vale h/X: quindi cos0! = 1 - X/h e si ricava h = 32.9 pm. All’aumentare di h 
si osserva un restringimento del sistema di frange: per esempio passando da 
32.9 p a 2 mm la posizione del pnmo massimo passa da 10° a 1.28°. Ne 
segue che fissandosi in una certa posizione, facendo variare h e contando il 
numero di frange che passano si arnva a misurare h. 

Con questo sistema Michelson misurò per la prima volta, verso il 1880, il 
metro in funzione di una lunghezza d’onda ben definita, con un errore relativo 
dell’ordine di IO -6 , gettando le basi per la definizione ottica del metro (1960). 

12.31. Due sorgenti separate in profondità, come nell’interferometro di Michelson 
del problema 12.30, hanno uno spettro nel quale sono presentì con eguale 
intensità due lunghezze d’onda molto vicine, X e X + AX, con 
AX = 10“ 3 A. Determinare se per certi valori della separazione h tra le 
sorgenti è possibile annullare le figure di interferenza che si formano 
quando le onde sono portate a interferire nel piano focale dello strumento 
di osservazione. Discutere le eventuali approssimazioni necessarie per otte¬ 
nere il risultato voluto. Si assuma X = 600 nm e 6 =£ 10°. 

Facendo rifenmento alle figure e alle formule del problema 12.30 in so¬ 
stanza si tratta di vedere se cambiando la posizione di uno specchio è possibile 
far sì che i massimi di una figura di interferenza (per esempio quella relativa a 
AH- AX) cadano dove sono i mimmi dell’altra figura (relativa a A). 

In termini esatti la risposta è negativa, a pantà di h le figure di interferen¬ 
za sono eguali solo se le lunghezze d’onda sono eguali. È possibile, date due 
lunghezze d'onda Ai e A 2 , trovare uno spessore h tale che per 0 = 0° si abbia 
minimo per A r e massimo per A 2 , però questa condizione non si npete ad 
angoli diversi da zero D’altra parte, se ij e A 2 sono molto vicine le loro 
figure di interferenza differiscono molto poco: se si trova uno spessore per cui 
a 0 = 0° si ha un massimo per l’una e un minimo per l’altra, ciò sarà approssi¬ 
mativamente vero anche per gli altri estremi abbastanza vicini a 0°. 

Devono pertanto essere soddisfatte le condizioni 

h = (2K+l)-j , h = K(X + AX) 

ricavate dalle (a) e (b) del problema 12.30 con 0=0°; K è lo stesso nelle due 
formule. .Risolvendo si ottiene 


h » = 300.300 nm , K=500 . 

2 AX 

Si verifica che gli spessori 2A, 4 h 9 6 h, ... sono multipli interi sia di A che di 
AH- AX, mentre 3 h, 5h, Ih, ... sono di nuovo multipli interi dispari di A/2 e 
multipli interi di AH- A A. A partire da h e con periodicità 2h si trova quindi 
che all’aumentare dello spessore ci sono valori per cui le figure di interferenza 
scompaiono e questo fatto rende evidente che nello spettro ci sono due righe 
molto vicine. 

Se si esegue il calcolo delle posizioni dei massimi di A + AX = 600.6 nm e 
dei minimi di A = 600 nm si trova che per 0 =£ 10° ci sono 8 massimi e che la 
coincidenza dei massimi di A + AX con i minimi di A è dell’ordine di 0.01°, 
peggiorando al crescere dell’ordine del massimo. 

12.32. Un filo metallico con gli estremi fissi, lungo L- 60 cm, ha una massa 
M = 0.6 g ed è teso con una tensione t = 87.62 N. Calcolare la frequenza 
fondamentale del sistema e la più alta armonica prodotta dallo stesso che 
può essere udita da un ascoltatore che riesce a percepire al massimo 
v ma!i = 15 • IO 3 Hz. Calcolare quanto deve valere la tensione per produrre 
una fondamentale vó = 50 Hz. Calcolare infine come cambiano i risultati 
se sul filo viene avvolto un altro filo metallico in modo da far raddoppiare 
la massa. 

La densità lineare del filo è m = M/L — 10 2 g/cm = 10 3 Kg/m e quin¬ 
di la velocità di propagazione risulta v = (r/m) I/2 = 296 m/s In base a (12.13) 
con K = 1 

v = JL- = 246.67 Hz . 

0 2 L 

La massima armonica percepibile è 

Kv 0 sSv max => *«-^ = 60.81 => K max = 60 . 
v o 

La relazione esplicita tra frequenza fondamentale e tensione è v 0 = 
= (r/m) I/2 /2L per cui la tensione necessaria per produrre vó vale 

r' = m(2Lvó) 2 =r (^j = 3.6 N . 

Se infine la massa viene raddoppiata la frequenza della fondamentale di¬ 
minuisce di 2 I/2 e risulta vó' = v/2 I/2 = 174.42 Hz. Questo risultato è un esem¬ 
pio del fatto ben noto che per produrre basse frequenze ci vogliono corde 
grosse. 

Quando un sistema fisico ha una configurazione di moto tale che tutti i 
punti compaiono oscillazioni sinusoidali di medesima frequenza e ampiezze 
diverse, si parla di modo di vibrazione; nella corda tesa alla frequenza fonda- 
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mentale corrisponde il primo modo, alla seconda armonica il secondo modo e 
così via. Se non si hanno particolari precauzioni nel mettere in moto la corda, 
dopo un periodo transitorio si instaura il regime di risonanza consistente nella 
somma, con opportune ampiezze e fasi, dei vari modi differenti. Quanto detto 
si estende a tutti 1 sistemi in cui possono esistere onde stazionarie. 


12.33. Un’ottava musicale corrisponde a un fattore due nella frequenza; conven¬ 
zionalmente essa è divisa in 12 semitoni, ciascun semitono corrispondendo 
a sua volta a un fattore 2 l/l2 in frequenza (sistema temperato). Una corda 
di violino, lunga L = 30 cm, viene fatta vibrare alla sua frequenza fonda- 
mentale v = 256 Hz, corrispondente al do 3 (')• Calcolare a che distanza l 
dal capotasto il violinista deve premere la corda per farla vibrare alle 
frequenze corrispondenti alle note successive lungo la scala di do maggio¬ 
re. Se la tensione della corda varia del 5% di quanto variano le fre¬ 
quenze? 

La frequenza fondamentale della corda è funzione della lunghezza- 
v= v/2L = (x/m) l/2 j2L. A parità di tensione e di massa lineare, 


21=A 

V L, 



/, = L - L, = L 1 - 


se /, è la distanza dal capotasto (punto m cui la corda è fissata). Possiamo 
compilare la tabella seguente dove 5 indica il numero di semitoni rispetto al 
do e R il rapporto delle frequenze. 


nota 

s 

R 

v(Hz) 

L,(cm) 

/(cm) 

do 

— 

1 

256 

30.00 

0 

re 

2 

1.12246 

287.35 

26.73 

3.27 

mi 

4 

1.25992 

322.54 

23.81 

6.19 

fa 

5 

1.33484 

341.72 

22.47 

7.53 

sol 

7 

1.49831 

383.57 

20.02 

9.98 

la 

9 

1.68179 

430.54 

17.84 

12.16 

si 

11 

1.88775 

483.26 

15.89 

14.11 

do 

12 

2 

512 

15.00 

15.00 


Siccome il rapporto delle tensioni è eguale al rapporto dei quadrati delle 
frequenze, come abbiamo già notato nel problema 12.32, per piccole variazioni 


Ax _ ^ Av 
x v 


Av _ 1 Ax 
v 2 x 


0.025 ; 


(') È il do centrale dei pianoforte 
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la variazione percentuale è la stessa per tutte le frequenze. Pertanto la fre¬ 
quenza v= 256 Hz varierebbe di Av=6A Hz. La stessa variazione si può 
ottenere mantenendo costante la tensione e variando la lunghezza, cioè spo¬ 
stando il dito: 

Ah- = A2L => al = 0.025 • 30 = 0.75 cm . 

L, v 

L’esempio numerico fa capire con che precisione deve essere regolata la ten¬ 
sione delle corde di un violino ovvero con che precisione deve essere posizio¬ 
nato il dito sulla corda. 


12.34. Calcolare la frequenza fondamentale di una canna d’organo di lunghezza 
L = 7 5 cm, nell’ipotesi in cui l’estremo della canna è aperto o chiuso. Se 
la temperatura dell’ambiente varia da 20°C a 0°C, di quanto cambiano i 
valori delle frequenze? 

Nella canna rappresentata in figura la corrente d aria viene 
inviata contro il setto A\ il moto vorticoso dell’aria è tale che in 
prossimità di A si ha un massimo di perturbazione £ dell’aria. Se 
p 0 è la pressione ambiente, l’ampiezza dell’onda di pressione e 
legata a quella di spostamento dalla relazione vista nel paragrafo 

12c., p -p 0 = - YPoàZ/àx P er CU1 nei P unti in CU1 . lo sposta " 
mento è massimo d£/dx = Q e si ha un nodo di pressione 
(p = p 0 ). Quando l’altro estremo della canna è aperto si ha un 

altro nodo di pressione, mentre se è chiuso la pressione ha un ventre. Dalle 

(12.13-12.14), assumendo secondo (12.12) v - 343.6 m/s, abbiamo 

canna aperta v=K A=2290.6 K K=l, 2, 3, ... (a) 

canna chiusa v=(22£'+l) 1145.3 (2K + 1) K— 0, 1, 2, ... (b) 

Le frequenze fondamentali, nei due casi, sono 2290.6 Hz e 1145.3 Hz 

Poiché la velocità dipende dalla radice quadrata della temperatura, ab¬ 
biamo 

— = ' = °- 965 

e le due fondamentali diventano 2210.4 Hz e 1105.2 Hz. 


12.35. Tre successive frequenze di risonanza di una canna d’organo sono 171.2, 
239.7, 308.2 Hz. Stabilire in base ai dati se la canna è aperta o chiusa e 
determinarne la lunghezza; la temperatura dell’aria è 18°C. 
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CAPITOLO 12 


Se la canna è aperta sappiamo dalla (a) del problema 12.34 che le tre 
frequenze Vi, v 2 , V 3 devono soddisfare alle relazioni 

v { =Kv q , v 2 = (£+l)v 0 , v 3 = (K + 2)v q 
con Vq—v/2 L e K intero; per esempio risulta 

*: =—Ti— = = 2.5 

v 2 - Vj 68.5 

e quindi la canna non può essere aperta. Se la canna è chiusa, dalla (b) del 
problema 12.34 abbiamo 

Vj = (2X + 1) v 0 , v 2 = (2K + 3) v 0 , v 3 = (2K + 5)v 0 
con v 0 = v/4L; per esempio 


2K+ 1 
2 


-Tl— = 25 
v 2 - Vj 


La frequenza fondamentale è 


K = 2 


v 0 = 


Vi 

2K + 1 


= -TL = 32.24 Hz ; 
5 


a 18°C la velocità del suono è 342 4 m/s e la lunghezza della canna risulta 
L = v/4v 0 = 2.66 m. 


12.36. Una sorgente di microonde, che opera alia frequenza v — 10 GHz, viene 
utilizzata per produrre onde elettromagnetiche stazionarie in una cavità 
risonante; si assume che la propagazione avvenga tramite onde piane 
lungo l’asse x della figura e che il piano yz sia una delle pareti perfetta¬ 
mente conduttrici della cavità. Calcolare la posizione dei massimi e dei 
minimi di E e di B; discutere con che rivelatori si potrebbero mettere in 
evidenza tali posizioni e che influenza possono avere le dimensioni dei 
rivelatori stessi in questo tipo di esperimento. 

Il meccanismo di formazione dell’onda 
stazionaria è schematizzato in figura; sulla 
superficie del conduttore (x = 0) il campo 
elettrico è perpendicolare, cioè non ha com¬ 
ponente tangenziale e quindi deve avere ori¬ 
gine un’onda riflessa E*> tale che in ogni 
istante E, + E R = 0. I vettori di Poynting 
S, = 1 /pò E, X B, e S;; = 1 /pò Er X B^ indi¬ 
viduano le direzioni di propagazione e dalla figura si capisce che sulla superfi¬ 
cie del conduttore B, = B^; la posizione x = 0 risulta cioè nodo per il campo 
elettrico e ventre per il campo magnetico. Si noti che la condizione E = 0 sulla 
superficie è vera rigorosamente solo in equilibrio; essa però resta valida per 



campi variabili se il periodo T è grande rispetto al tempo di rilassamento r in 
cui il conduttore perturbato raggiunge l’equilibrio. Abbiamo visto nel problema 
9.12 che r= 10~ I4 s mentre T= l/v= IO -10 s e pertanto la condizione T» x è 
verificata. 

La situazione di stazionarietà è rappresentata dalle (12.15) il cui andamen¬ 
to è riportato in figura. Le posizioni di estremo sono; 


x = X 4 

O 

II 

> 




2 

x = (2à: + i) -j 

& < 
1! 

N> 

fri 

0 

c 

, B z = 0 

• K = 0, 1, 2, ... 

(a) 


Nel nostro caso A = c/v = 3 cm per cui la 
distanza tra due nodi o due ventri è 1.5 cm, 
quella tra un nodo e un ventre è 0.75 cm. 

Per verificare le (a) si può spostare un 
rivelatore sensibile al campo elettrico o al 
campo magnetico lungo l’asse x e vedere co¬ 
me varia la sua risposta. Nel caso del campo 
elettrico si può sfruttare il fatto che l'integra¬ 
le del campo lungo un tratto finito di circui¬ 
to dà luogo a una forza elettromotrice, oc¬ 
corre però un dispositivo che non sia sensibile all effetto del campo durante un 
intero periodo perché altrimenti il risultato è zero. Allo scopo si presta bene 
un diodo, che conduce solamente per una certa polarità di E e non per quella 
opposta. Prendiamo dunque un diodo lungo l, disposto parallelamente all’asse 
y in un punto dell’asse x: ai suoi capi si sviluppa la tensione 
1 

% = ^S(E y )E y dl = S2E 0 lsen2zt -j cos2?r — 

0 

dove S(E y ) è la caratteristica del diodo ovvero la sua risposta ai diversi valori 
di E y e 5 un opportuno valore medio. Mediando nel tempo e tenendo appunto 
conto che il diodo conduce solo per metà del periodo del campo elettrico (che 
dipende dal tempo secondo la funzione coseno) abbiamo 

V 4 

<%>=— [ %dt = 2E ° lS . sen2?r ■— . 

Ti zt A 

-T/i 

Misurando <%> al variare di x, cioè spostando il diodo, si verifica la dipendenza 
funzionale del tipo sen2;r x/A caratteristica dell’onda stazionaria e in particola¬ 
re si verificano le (a). Per quanto riguarda le dimensioni non ci sono problemi 
se, come effettivamente succede, la dimensione / è molto minore di A. 

La misura di B si può effettuare con una spira quadrata di lato l posta nel 
piano xy, cioè ortogonale al campo magnetico che è diretto lungo z. Il flusso 
attraverso la spira vale 
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13a. Si osservano fenomeni di diffrazione ogni qual volta si limita il 
fronte di un’onda con degli ostacoli, per esempio quando un’onda elettroma¬ 
gnetica luminosa investe degli spigoli acuti (come la punta di un ago o il filo di 
un rasoio), oppure dei fori praticati su schermi opachi (diaframmi). L’effetto 
più vistoso è una distribuzione di intensità luminosa nella cosiddetta zona 
d’ombra geometrica. 

Restando nel campo delle onde luminose, l’osservazione delle figure di 
diffrazione prodotte con 1 detti sistemi è fatta su uno schermo, posto a una 
certa distanza da essi. A questo proposito si suddividono 1 fenomeni di diffra¬ 
zione m due grandi categorie: 

a) fenomeni di Fresnel, quando la sorgente e lo schermo sono vicini al 
sistema che produce la diffrazione (parte a della figura); 

b) fenomeni di Fraunhofer, quando la sorgente e lo schermo sono molto 
lontani dal sistema che diffrange, oppure giacciono entrambi nei piani focali di 
due lenti, una a monte e l’altra a valle del sistema (parte b della figura). 


FRESNEL I FRAUNHOFER 



Per il calcolo dell’intensità, in entrambi i fenomeni si ricorre al principio 
di Huygens-Fresnel-Kirchhoff, già enunciato nel paragrafo 12b. Se un’onda in¬ 
veste un’apertura praticata su uno schermo, l’intensità in un punto P distante r 
dall’apertura si ottiene considerando l’interferenza delle infinite onde emesse 
dalle sorgenti in cui si immagina suddivisa l’apertura; l’ampiezza del campo 
prodotto in P da ciascuna sorgente è data da (12.6): 

dE = _k(ff}EodI_ * ( 13 .i) 

r 

con Eo ampiezza dell’onda incidente, di area della sorgente e k(6) fattore di 
inclinazione, che dipende dall’angolo sotto cui di è vista da P. 


1 
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Poiché da un punto di vista formale ì fenomeni di Fraunhofer sono in 
molti casi i più semplici da trattare e d’altra parte ì più importanti per gli 
strumenti ottici, nei problemi successivi ci occuperemo solamente di essi. 

13b. Le situazioni più comuni che si incontrano nei problemi sono la 
diffrazione ad una fenditura indefinita, ad un foro circolare, ad un sistema di 
N fenditure indefinite parallele (reticolo di diffrazione). 

La fenditura, di larghezza d e altezza /, con l»d, si considera illuminata 
da un’onda piana monocromatica di lunghezza d’onda A; se d non è molto 
grande rispetto a A si osserva, su di uno schermo 6 posto nel piano focale di 
una lente, una figura di diffrazione consistente in una successione di frange 
chiare e scure. Il calcolo dell’intensità luminosa viene fatto dividendo la fendi¬ 
tura in un numero molto grande di strisce, alte l e larghe Ax«d, come 
mostrato in figura. Ciascuna striscia emette un’onda il cui fronte è una superfi- 



-f%ò Ò 


HQ = xsend 
BC st dsen / d‘ 


Cb) 


eie cilindrica e pertanto il calcolo degli sfasamenti si può fare in un piano 
ortogonale alla fenditura (cioè nel piano del disegno). Riassumendo rapida¬ 
mente il procedimento, l’ampiezza emessa dalla striscia che si trova a distanza 
x dal bordo A della fenditura è 

AE(x) = k(8) -ty- e 1 *™ E 0 

con <p(x) = (2;r/A)xsen0, xsen0 = HQ è la differenza dei cammini ottici in P 
tra l’onda emessa nell’intorno di H e quella emessa sul bordo A. Al limite per 
Ax— » 0 

d d 

E (P) = | dE(x) = Je' dx , 

0 0 

dove si è trascurata la dipendenza di k e di r da 8, come è certamente 
ammissibile per piccoli angoli. Integrando e calcolando il modulo quadrato, 
come visto nel paragrafo 12e, si ottiene 

_2 

sen (jfdsen 6/ A) 
jrsen 8/ A 

Nel punto O, dove 8 = 0, E(O) = kldE 0 /r, | E(O) | 2 = ( kl/r) 1 d 1 E% e il rappor¬ 
to delle intensità nei punti P e O vale 



I(P ) _ | E(P) | 2 _ sen (irsen 8/ A) 
1(0) |E(0)| 2 nds&nd/X 


(13.2) 


Questa è la legge di variazione dell’intensità con l’angolo; nel centro l'intensità 
è massima. Infatti la funzione (seny/y) tende a 1 per y— >0, cioè nel nostro 
caso per 0->O, e per il restò è sempre minore di 1. La (13.2) si può scrivere 

anche 1(8) = Iq ^sen avendo chiamato I 0 il valore massimo dell’inten¬ 

sità; questa funzione ammette massimi e minimi individuati dalle condizioni 

min <p = 2Kit => dsend=KX , (13.3) 

max 4>=(2K+l)-j => dszn8= (2K + 1) j , (13.4) 


con K=± 1, ±2, ±3, ... L’intensità nei massimi si ottiene sostituendo (13.4) 
in (13.2): 

Jzl = A. _ l _ _ (13.5) 

Io n 2 (2 K + l) 2 

e risulta molto minore di I 0 Per esempio 

(ifLj = 0.045,= 0 016,0=-^ = 0 009 . 

Rimandiamo ai problemi 13.1 e 13.2 per la rappresentazione grafica di 1(8). 

Si definisce larghezza angolare totale A 8 della frangia centrale la distanza 
angolare tra ì due punti adiacenti al massimo nei quali l’intensità si annulla. 
Da (13.3) si ricava 

A 8 = 2 arcsen \ . (13.6) 

a 


13c. Se la fenditura è un foro circolare di diametro D si segue un proce¬ 
dimento di suddivisione in zone anulari analogo a quello esposto nel paragrafo 
13b; la figura di diffrazione è costituita da un disco centrale chiaro circondato 
da anelli alternativamente chiari e scuri. Il primo mimmo si ha per 

sen0 = 1.22 — . ( 13 - 7 ) 

Si definisce larghezza angolare del disco luminoso centrale 

A8 = 2 arcsen ^1.22-^ . ' (13.8) 

Si dimostra che l’85% dell’energia trasmessa dal foro è concentrata nel disco 
centrale, per cui gli anelli chiari secondari concentrici al disco sono in effetti 
poco luminosi. 
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13d. Quando le fenditure indefinite sono N, per il calcolo dell’intensità 
abbiamo un problema di interferenza di N sorgenti nel quale l’intensità della 
singola sorgente è data da (13.2). In figura è rappresentata la sezione, in un 




~~^ A \— ■ I | BD- p senti 

t») tb) CE =2p senti 

KQ = {N-Vpsenti 

piano ortogonale alle fenditure, di un reticolo di diffrazione; la distanza p tra 
le fenditure è costante e si chiama passo del reticolo, ciascuna fenditura è 
larga d\ il sistema è illuminato da un’onda piana monocromatica di lunghezza 
d’onda A. Ponendosi ad angolo 0 ed osservando il reticolo con uno strumento 
ottico puntato all’infinito, in un punto P del piano focale dello strumento si ha 
l’interferenza di N onde, ciascuna sfasata rispetto alla successiva della quantità 
<p= (2 jt/l)pstnd. essendo psen0 la differenza di cammino ottico. Detto E t il 
campo corrispondente alla prima fenditura, il campo totale in P è dato da 

E(0) = E„(0) = [1 + e'* + e 2 ‘* + ... + e ‘ N ~ 1)1 *] Ej(0) = 


secondo quanto visto nel paragrafo 12e. Pertanto il rapporto in P tra l’intensità 
totale e quella dovuta a una sola fenditura si scrive 

1(9 ) _ |E(0)| 2 $en 2 ( N<p/2) 

h (9) I E x (0) ) 2 sen 2 ($/2) 

4(0), intensità di una sola fenditura, è data da (13.2) e quindi 
1(9) _[ sen(;r<iseng/A) 2 sen(A;rpsen0/A) 2 
I 0 jtdsen 9/1 sen(;rpsen0/A) 

4 è l’intensità di una singola fenditura per 0 = 0; sempre per 0 = 0 il primo 
termine in parentesi quadre (fattore di diffrazione) vale 1 mentre il secondo 
(fattore di interferenza) vale N 2 , cioè /(0 = 0) = N 2 I 0 . In conclusione, il rap¬ 
porto tra l’intensità in P e l’intensità nel centro della figura di interferenza, 
ovvero la legge di variazione dell’intensità sullo schermo, è 

Rem-— [ Sen(jrdsen0/A) ~ 2 sen (Nxpsen 0/A) 2 (13 9) 

' ' N 2 jtdsen 9/k sen (Tip sen 0/A) 


Rimandiamo al problema 13.10 per lo studio di questa funzione e al problema 
13.13 per le definizioni di dispersione e di potere risolutivo di un reticolo. 
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13e. Un notevole aiuto alla soluzione di certi problemi di diffrazione è 
dato dal principio di Babmet, che è diretta conseguenza del principio di so¬ 
vrapposizione e di quello di Huygens-Fresnel-Kirchhoff. Si hanno due schermi 
A e B complementari, nel senso che nei punti in cui zi ha un’apertura B non 
ha apertura e viceversa; illuminando lo schermo A o lo schermo B con un on¬ 
da piana indefinita, l’intensità 1(9) in un qualsiasi punto oltre lo schermo e la 
stessa nei due casi eccetto che per 0 = 0. Con riferimento alla figura diciamo 



Schermo A Schermo B 


P A l’ampiezza in P in presenza del solo schermo A e 5, 1 ampiezza in P in 
presenza del solo schermo B. La somma l A + e la somma delle ampiezze 
dovute alle aperture di zi e di B\ poiché queste aperture non sono mai coinci¬ 
denti e anzi sono complementari, quando sovrapponiamo 1 loro effetti è come 
se non ci fosse più alcuna apertura, cioè £* + S* è l’ampiezza in P 
no schermo. Poiché, per la definizione di onda piana, per 9 # 0 1 ampiezz 
nulla, si conclude: 

% a = -%b , 4 = 4 d *° • (13 ‘ 10) 

Nella nota A in fondo al capitolo è discussa la differenza a 0 = 0 in un caso 
semplice di schermi complementari. 

13 f. in completa analogia con quanto detto nel paragrafo 12c. per 1 inter¬ 
ferenza, sottolineano che anche la diffrazione è un fenomeno caratteristico 
della propagazione delle onde, indipendentemente dalla loro natura. Proprio 
per esemplificare questo fatto sono stati introdotti due problemi (13.6 e 13..) 
sulle onde superficiali in un liquido e sulla diffrazione dei neutroni. 

In realtà, la distinzione tra fenomeni di diffrazione e di interferenza non 
ha una effettiva ragione di essere: alla base ci sono, in entrambi 1 casi, gli 
effetti della sovrapposizione di onde emesse da singole sorgenti. Nell interfe¬ 
renza si tratta di un numero discreto di sorgenti, nella diffrazione si ha una 
distribuzione continua di sorgenti, ma il modo di procedere e lo stesso. 
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13.1. Una fenditura indefinita larga d viene illuminata da un’onda piana mono - 
cromatica di lunghezza d’onda A. Discutere le differenze tra le figure di 
diffrazione se la larghezza è eguale a 10 A, 5 A, A. 

Per le tre larghezze date nel testo la (13.2) si scrive: 

, 7(0) F sen(.irsenél) l 2 

U — A ----—- , 

Iq l ^sen 8 

1(6) T sen(5jrsen0) ~| 2 

U — JÀ-. - — .■. } 

Io |_ 5jcsen8 J 

d=iox Ji&L- sen (^Q^ sen Q) 2 

Io 10 jTSen 6 

Gli andamenti nell’intorno del massimo centrale 
sono riportati m figura. Nel secondo e terzo 

caso si osserva una successione di bande chiare 
e scure (frange di diffrazione), l’intensità dei 
massimi secondari è però piuttosto piccola, co¬ 
me mostra la (13.5) La larghezza angolare to¬ 
tale A 6 della frangia centrale è data dalla 
(13.6), essa diminuisce all’aumentare di d ri¬ 
spetto a A Ciò si può capire considerando che , , , , , , , ^ 

all’aumentare di d aumenta il numero di sor- -xr-xr-nt o° nfxtxf 

genti elementari che concorrono alla formazione delle frange e ricordando 
(vedi per esempio il problema 12.22) che m generale tanto maggiore è il 
numero di onde che interferiscono tanto più nette sono le frange. Invece per 
d=X A6= 180°- la figura di diffrazione consta di un’unica frangia e si ha 
illuminazione in tutte le direzioni al di là della fenditura 


13.2. Descrivere la formazione del sistema di frange di diffrazione prodotte da 
una fenditura indefinita di larghezza di eguale a A, A/2, A/10, dando una 
rappresentazione grafica di I (6). Descrivere inoltre l’influenza del fattore 
k(6) che compare nel principio di Huygens-Fresnel-Kirchhoff. 

Notiamo innanzitutto che in base alla (13.2) quando d è minore di A non 
si hanno minimi di intensità: 1(6) diminuisce monotonamente al crescere di 6 
con una rapidità determinata dal rapporto d/X. In figura sono rappresentate le 
due funzioni 

1(6) senQ-rdseng/A) ~ 2 I*(6) _ 1(6) f 1 + cos 6 

Io _ ttdsend/X I 0 7o \ 2 

la prima con linea continua e la seconda con linea tratteggiata; è evidente 
1 influenza del fattore di inclinazione k(6), tanto più importante quanto più 
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piccolo è d rispetto a A Infatti, se non si tenesse conto di k(6), al diminuire 
del rapporto d/X l’intensità decrescerebbe sempre più lentamente aìl'aumentare 
dell’angolo 6: per d = X /10 essa sarebbe uniforme entro il 2% in tutto lo 
spazio al di là della fenditura. 

Ad ogni modo il fattore di inclinazione non altera l’osservazione degli 
effetti che vedremo nei prossimi problemi, m quanto ha come unico risultato 
quello di diminuire l’intensità in maniera monotona m funzione dell’angolo. 
Per questo motivo non lo prenderemo più in considerazione. 

Vogliamo notare infine che ì risultati dei problemi 13.1 e 13.2 dipendono 
solo dal rapporto d/X e valgono quindi per ogni problema m cui si interponga 
uno schermo con una fenditura davanti a un fronte d’onda piano, indipenden¬ 
temente dalla natura fisica dell’onda. 





482 


CAPITOLO 13 


13.3. Su una fenditura indefinita di larghezza d = 4 firn incide un’onda piana in 
cui sono presenti con eguale intensità tutte le lunghezze d’onda dal violetto 
(Ay = 0.4 firn) al rosso (X R = 0.7 firn). Subito dopo la fenditura c’è una 
lente convergente di focale / = 20 citi e la figura di diffrazione è osservala 
su uno schermo che coincide col piano focaie della lente. L’intensità per 
0=0 vale lo = 0.3 W/cm 2 . Descrivere la formazione delle frange colorate 
che si osservano sudo schermo nell’intorno del centro. 


Nel centro 0 dello schermo S, in direzione 0=0, si osserva la stessa 
composizione spettrale dell’onda incidente, in quanto la funzione 1(6) che de¬ 
scrive l’andamento dell’intensità nella figura di diffrazione ha un massimo per 
0=0 indipendentemente dalla lunghezza d’onda 

Sappiamo da precedenti problemi (11 19, 12.13, 12.15, 12.23) che la distri¬ 
buzione di intensità nell’onda incidente m funzione della lunghezza d'onda si 





se / è l’intensità totale. L’onda piana si può cioè 
pensare come sovrapposizione di infinite onde piane 
di lunghezza d'onda compresa tra Ay e X R , ognuna 
delle quali produce una figura di diffrazione che ha 
nel centro O un massimo di intensità 

dI Q — -——— dk = IO 4 dX^j 

X R — A y cm 

e la cui intensità varia con l’angolo secondo la legge 



di = dio 


sen(rrdsen0/A) 
jrdsen 0/A 


sen(4rrsen 0/A) 
4rrsen 0/A 


con A espressa in pm. In figura è rappresentata dl/dl 0 m funzione di sen0 per 
tre diversi valori di A (X v = 0 4, A c = 0.55, X R = 0.7 pm). 
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Fissato un valore di 0, e quindi un punto dello schermo die dista z = /tg 0 
dal centro O, il valore dell’intensità dipende dalla lunghezza d’onda, il che 
equivale a dire die la composizione spettrale della luce osservata varia da 
punto a punto sullo schermo m accordo con la legge 


-ÈL= io 4 sen(47tsen0/A) 

~ dX 4jTsen0/A 



(A in pm) 


Anche questa funzione è rappresentata in figura in corrispondenza ai tre valori 
di sen0 nei quali si ha il primo minimo di diffrazione per Ay, A c , X R . 


Xy — 

0.4 pm 

a Ay 

, sent?v-T” 

a 

= 0.1 

, z v = /tg0 v = 2.00 cm 

>> 

0 

il 

0.55 pm 

a 2c 

, sen0 G = — 
d 

= 0.1375 

, Zc = /tg 0c = 2 78 cm 

x R — 

0 7 pm 

a Afl 

, sen0 R = — 

= 0.175 

, z R = ftg6 R = 3.56 cm 


Nel punto di coordinata z v , il più vicino al centro, sono depresse le lunghezze 
d’onda nell’intervallo (0 4-0.5) pm rispetto a quelle contenute nell’intervallo 
(0.6-0.7) pm che predominano e che determinano il colore rossastro osservato 
In zq abbiamo la soppressione della banda (0 45-0 65) pm; m z R predomina la 
banda (0.45-0.55) pm che determina un colore giallastro. Si ha una successione 
di colon dopo il bianco centrale analoga a quella vista nel problema 12 4- ì 
colori ottenuti sono ancora di sottrazione. In ogni caso l’intensità diminuisce 
allontanandosi dal centro; dette I v , I c , Ir le intensità rispettivamente nei punti 
zv, z c , valutate calcolando per via grafica l’area sotto la curva F( A), si ha 
Ir!Iv ~ le/Iv~ 1/5 


13.4. Su una fenditura indefinita di larghezza d incide un’onda piana monocro¬ 
matica (Ai = 400 nm) e la figura di diffrazione è osservata su una lastra 
fotografica posta nel piano focale di una lente convergente di distanza^ 
focale f = 70 cm, collocata subito dopo la fenditura. La frangia centrale è 
larga Az\ = 3.5 cm. Successivamente la fenditura è illuminata con luce di 
lunghezza d’onda X 2 e la frangia centrale della corrispondente figura di 
diffrazione è larga Az 2 = 5.0 cm. Calcolare i valori di d e di X 2 . 

La relazione tra larghezza angolare e larghezza lineare misurata sulla la¬ 
stra è Az =fA6 e quindi A6\ = Az l /f = 5 ■ 10 2 rad = 29, A6 2 = Az 2 /f- 
= 4.0°; esse risultano piccole e la (13.6) può essere approssimata diventando 
A6 = 2X/d. Di conseguenza la larghezza sulla lastra è 

. <» 

a 
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Risolvendo la (a) rispetto a de utilizzando i dati relativi a k u 
d = i-=i6pm . 


Risolvendo invece la (a) rispetto a A e usando i dati per À 2 , 

X 2 = dA *X . = 571 nm . 

J 


Notiamo che possiamo ricavare A 2 senza conoscere d, direttamente dalla (a): 


come dire che si può compiere una misura relativa di lunghezza d’onda con¬ 
frontando semplicemente le larghezze delle frange centrali di diffrazione ad 
una fenditura Però la determinazione sperimentale di Az è poco precisa m 
quanto, come si può osservare dalle figure del problema 13.1, l’intensità lumi¬ 
nosa nell’intorno del primo mimmo varia molto lentamente e quindi le posizio¬ 
ni di tali punti non si possono misurare con grande precisione. 


13.5. Una sorgente luminosa puntiforme P emette radiazioni di lunghezza d’onda 
X = 500 nm. A distanza a = 3 m da P è posto uno schermo con una 
fenditura indefinita larga d e dietro a questo, a distanza b = 1.5 m, un 
altro schermo S (vedi figura). Determinare d in maniera tale che il limite 
dell’immagine della fenditura sullo schermo S, calcolabile secondo le regole 
dell’ottica geometrica, coincida con il limite della frangia centrale della 
figura di diffrazione prodotta dalla fenditura. 


La distanza del limite A dell’immagine dal 
centro O, determinata con le leggi dell’ottica geo¬ 
metrica, si ricava dalla relazione 

OA _ a + b 
~d/2 a 

Poiché presumibilmente d«a, l’apertura 8 0 del 
cono di raggi che arriva alla fenditura è molto piccola e possiamo considerare 
con buona approssimazione i raggi paralleli. Sappiamo che l’angolo 6 al quale 
si annulla l’intensità della frangia centrale di diffrazione è sen 6 = X/d per cui 
OA = bd = bX/d. La condizione richiesta si scrive allora 



a + b d __ bX 
a 2 d 



mm 


Si verifica come l’approssimazione d « a fosse legittima. 


\ 
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13.6. Un’onda piana di lunghezza d’onda X = 0.5 m si propaga sulla supeificie 
di un liquido e urta contro un ostacolo nel quale è praticata un’apertura di 
larghezza d— 1.25 m. Descrivere la propagazione dell’onda al di là dell’o¬ 
stacolo. 


Abbiamo osservato più volte che i fenomeni di interferenza e diffrazione 
sono caratteristici di ogni tipo di onde, indipendentemente dal fatto che si 
tratti di onde elettromagnetiche o elastiche o di altro genere (si veda anche il 
problema 13.9). Il caso ora proposto si esamina pertanto con gli stessi criteri 
del problema 13.1: l’intensità in funzione dell’angolo 8 formato tra la normale 
all’apertura e la direzione di osservazione è data da 


T sen z (2.5jrsen0) 
(2.5jrsen0) z 

essendo appunto d/X = 2.5. I mi¬ 
nimi si hanno nelle direzioni 


±2/5 
± 23.6° 


±4/5 

±53.1° 


I massimi secondari si hanno per ì i i T \ 

sene = ±3/5, 8 = ±36.9° e la lo- j'. \ 

ro intensità è/ m = 0.045/o, secon- i ’* •' 

do la (13.5). Nella figura sono 
tracciate le direzioni in cui si han¬ 
no massimi e minimi di intensità. 

Situazioni analoghe si possono avere con le onde sonore udibili in aria, 
che hanno lunghezze d’onda variabili tra -16 m e ~ 1.7 cm; si vede come 
questi valori siano confrontabili con le dimensioni degli ostacoli e delle apertu¬ 
re normali, per cui i fenomeni di diffrazione sono molto importanti, diversa- 
mente da quanto avviene usualmente per le onde luminose. 


13.7. Due stelle S, e S 2 molto vicine tra loro si trovano a una distanza angolare 
a e sono osservate con un telescopio il cui obbiettivo ha un diametro 
d = 20 cm e una distanza focale f= 40 cm. Supponendo che la luce emes¬ 
sa dalle stelle abbia una lunghezza d’onda X = 600 nm, calcolare la mini¬ 
ma distanza angolare a K che deve separare le due stelle affinché esse 
possano essere distinte dal telescopio e la minima distanza a cui si formano 
le immagini di Si e S 2 nel piano focale dell’obbiettivo. Se nel piano focale 
c’è una lastra fotografica, discutere quale deve essere la dimensione della 
grana della pellicola affinché in tali condizioni le due stelle appaiano effet¬ 
tivamente separate sulla fotografia. 

Sulla lente che costituisce l’obbiettivo arrivano, provenienti da Si e S 2> 
due onde piane di luce monocromatica, formanti tra loro un angolo a (vedi 
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figura). Per ognuna di queste onde la lente si comporta come un foro circola¬ 
re: l’immagine di ogni stella è un disco luminoso di diffrazione, la cui apertura 
angolare è data dalla (13.7) nell’ap¬ 
prossimazione A « d, cioè 
0= l.22X/d, e il cui diametro nel 
piano focale è, secondo (13.8) e con 
la stessa approssimazione 


Az 


f A 6 = 2.44 4 /= 2.9 pm 
d 

La distanza tra i centri Pi e P 


2 dei 



due dischi è h=fa, variabile con la distanza angolare a delle due stelle. 
Quando h e grande rispetto a A z le due immagini sono completamente separa¬ 
te; quando h. è dello stesso ordine o più piccolo di Az le due immagini 
tendono a sovrapporsi fino a risultare non più distinguibili. Il valore mimmo 
che può assumere h affinché le due immagini si possano considerare distinte, 
cioè separate dall obbiettivo, è quello per cui il massimo di intensità di un 
disco coincide con il mimmo dell’altro {criterio di Rayleigh, illustrato m figura). 


h mn =fa R = 4 ^ =1-22 M. , 

l a 

a R = 1.22 -4 • ( a ) 

d —- àz^ 

Ad a R si dà il nome di potere risolutivo angolare della lente-, questo tipo di 
definizione verrà usato in seguito anche per altri strumenti ottici Nel caso 
specifico 

a R = 3 66 • 10" 6 rad , h mm = 1 46 pm . 

In una pellicola fotografica gli elementi sensori sono i grani di bromuro 
d’argento che, quando vengono illuminati, si scindono in bromo e argento. Se 
i due dischi di diffrazione che costituiscono le immagini di Si e S 2 colpiscono il 
medesimo sensore, quest'ultimo reagisce come se fosse colpito da una sola 
immagine. In base al risultato numerico ottenuto sopra, per distinguere le 
immagini occorrerebbe una pellicola con un diametro dei grani dell'ordine di 1 
um. Vedremo nel prossimo problema una situazione analoga. 



13.8. Due fari di automobile, distanti D = 1.3 m, mettono luce di lunghezza 
d’onda A = 500 irai; essi sono guardati da un osservatore, il cui occhio è 
normale e ha una pupilla con diametro d ~ 0.5 cm. Calcolare qual è la 
distanza massima L max a cui si può trovare l’automobile affinché i due fari 
vengano distinti per il solo effetto della diffrazione. Discutere come le 
caratteristiche della retina, su cui si formano le immagini dei due fari, 
intervengano nel limitare L max . 


Il problema è del tutto analogo al precedente 13.7, la separazione angola¬ 
re dei fan è 0=D/L e deve risultare maggiore del potere risolutivo dell'oc¬ 
chio: 


T* h22 7 “ i< T5r- i ”“- 1 °- 7Km ' 

Questo valore non ha alcun nscontro nella pratica, per cui deve esserci qual¬ 
che altro fattore che pone un limite più basso. 

La retina, posta nel piano focale dell’occhio, _ ~f~ 

contiene piccolissime strutture sensibili, chiamate a ~/j'„£2l2-=»»’==| 

coni e bastoncelli, che ricevono l’immagine e la ” ?7 b _J R J ns 

trasmettono al cervello attraverso il nervo ottico 1 

Per essere distinte due immagini non devono colpire lo stesso sensore Speri¬ 
mentalmente è noto che l’occhio normale, o emmetrope, riesce a separare le 
immagini di due punti distanti tra loro a = 10” 2 cm e posti a distanza b = 25 
cm dall’occhio stesso l’angolo di osservazione corrispondente (vedi figura) è 
j3 R = a/b = 4 • IO” 4 rad, che prende il nome di angolo di visione distinta. Per 
risultare distinti, ovvero per colpire due sensori diversi, due punti devono 
essere separati angolarmente di un angolo maggiore di (ì R Nel caso dei due 
fari 


=*► L « -- — L max = 3.25 Km 

Riprenderemo la questione del potere risolutivo dell’occhio nel problema 
14.24 

I due problemi 13.7 e 13.8 chiariscono come in un sistema ottico il detta¬ 
glio ovvero la qualità dell’informazione siano limitati dal sensore che ha la 
risoluzione più bassa (ed è naturale generalizzare questo argomento a qualsiasi 
sistema di misura). Non ha alcun senso cercare di migliorare la qualità di 
alcuni componenti senza agire contemporaneamente su quello che pone il limi¬ 
te. Per esempio è inutile adoperare una macchina fotografica con un obiettivo 
di grande apertura per ridurre gli effetti della diffrazione, ma con una pellicola 
a grana grossa. 


13.9. Un fascio di neutroni di euergia cinetica E n = 50 MeV incide su un sottile 
bersaglio di carbonio. Detto N il numero di neutroni incidenti, con un 
contatore di neutroni si misura il numero N(6) di neutroni diffusi ad un 
certo angolo 0 e si fa il grafico dei dati sperimentali per la quantità 
1(0) =N(0)/N ottenendo, in funzione di sen 6, la curva in figura. Calcola¬ 
re il raggio del nucleo dell’atomo di carbonio. 

L’andamento di 1(0) suggerisce la possibilità di trovarsi di fronte a un 
fenomeno di diffrazione 1 come se il fascio di neutroni fosse un’onda piana che 
incide su bersagli costituiti da dischi opachi (i nuclei del carbonio) In effetti, 
secondo quanto esposto nel paragrafo 16a, una particella di massa m, velocità 
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v e quantità di moto p = mv, può essere trattata come un’onda piana di 
lunghezza d’onda A data dalla relazione di De Broglie (16.2) 

A = — , (a) 

P 

dove h è la costante di Planck e vale 6.63 ■ IO -34 Js = 4.14 • IO -15 eVs. 

Calcoliamo la quantità di moto con formule non relativistiche m quanto 
l’energia cinetica dei neutroni è molto minore della loro massa a riposo (939.6 
MeV/c 2 ): 

£ n = ZÌ =* p = (2m£„) I/2 = 306.5 ^^= 1.63 • 10“ 19 Kg — , 

2 m c s 

A = 4.05 • 10“ 15 m = 4.05 fm , 

con fm = 10“ 15 m si è indicato il fermi, che è l’unità di misura delle lunghezze 
appropriata in questi casi. 

Ciò che si osserva sperimentalmente è la diffrazione di queste onde di 
materia prodotta dai nuclei di carbonio che si comportano come dischi opachi 
di diametro D. In base al principio di Babinet (paragrafo 13e.) il minimo di 
7(0) osservato a sen 0 = 0.82 coincide con il primo minimo di diffrazione per 
cui 

sen 0 O =1.22— => D = l 22 }- = 6.03 fm 
D sen 0 O 

Il raggio del nucleo del carbonio risulta così pan a D/2 = 3 fm = 3 • IO -15 m 

Quanto mmon sono le dimensioni dei sistemi da studiare tanto minore 
deve essere la lunghezza d’onda e quindi, secondo la (a), maggiore la quantità 
di moto. I primi studi sulla struttura elettnca dei protoni e dei neutroni sono 
stati compiuti utilizzando elettroni con energie dell’ordine di 1 GeV ovvero 
lunghezze d’onda dell’ordine di 1 fm. Aumentando l’energia e così diminuendo 
la lunghezza d’onda si è arrivati a scoprire che dentro ì protoni e ì neutroni 
esistono delle particelle, chiamate quark u e quark ri, che appaiono per ora 
come ì costituenti elementari della materia insieme agli elettroni; per ì quark e 
gli elettroni si possono cioè fissare dei limiti superiori per le dimensioni dell’or¬ 
dine di IO -17 m. È m costruzione presso Amburgo un acceleratore che attra¬ 
verso urti tra elettroni e protoni di altissima energia dovrebbe permettere di 
capire se elettroni e quark sono puntiformi fino al livello.di IO -19 m. 
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13.10. Dato un reticolo di diffrazione con N fenditure, larghe d e di passo p, 
illuminato con luce di lunghezza d’onda A, discutere le differenze tra le 
figure di interferenza nel caso d « A e nel caso d > A. 


Riprendiamo la formula (13.9) che dà la variazione di intensità .comin¬ 
ciando dal caso d « A. La fenditura si comporta come una sorgente di onde 
cilìndriche, se trascuriamo l’attenuazione dovuta al fattore di inclinazione. La 
(13.9) diventa 


_ 2 

f sen(AL-rpsen0/A) 

N 2 sen(jrpsen 0/ A) 


(a) 


in quanto il fattore di diffrazione vale circa 1 se ri « A; siamo ricondotti all in¬ 
terferenza di N sorgenti, vista nel problema 12.26, di cui ricordiamo i risultati. 
Si hanno massimi di intensità con R (0) = 1 per 

sen 6 = K — , K = 0, ± 1, ± 2,... (b) 

P 

e minimi con R (0) - 0 per 

sen0= K' , Jf' = ±l,±2,...±(N-l),±(N+l).- ; (c) 

Jy D 

tra due massimi principali ci sono N - 1 mimmi nulli. La larghezza angolare di 
un massimo principale, definita sempre come distanza tra i due mimmi adia¬ 
centi, è data da 

*<>-«-& • (d) 

Gli (N - 2) massimi secondari compresi tra due massimi principali si hanno per 

_ n __ /o isti i 1 \ . _h_ _ — 4* 1 4* 2. ... (c) 


sen0 = (2 K" + 1) 


, K" = ± 1, ± 2,... 


e la loro intensità, rispetto a quella dei massimi principali, è data da 


sen 2 (2 Ai" + 1) 


Se N è molto grande, come avviene nei reticoli di uso comune, la figura di 
interferenza consiste di una serie di righe di larghezza angolare 


ai lati dei quali ci sono dei massimi di intensità trascurabile ai fini pratici: 

R . *- - -T (Ri = 0.045, «2 = 0.016, ...) . 

m K 2 (2 K" + l) 2 

Passando a considerare il caso ri > A, ovvero tenendo conto della ìarghezza 
finita delle fenditure, notiamo che le posizioni degli estremi, date da (b), (c). 
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(e), non cambiano in quanto caratteristiche del fattore di interferenza, ovvero 
del rapporto X/p. L’effetto della larghezza finita è quello di introdurre una 
modulazione di ampiezza della figura di interferenza. In particolare, nei massi¬ 
mi principali non è più R(8) = 1, bensì 


R(8) = R k = 


sen (zidK/p) 
ztdK/p 


2 


00 


si ha dipendenza dal rapporto d/p e dal numero d’ordine A; escluso il caso 
del massimo centrale negli alta massimi è sempre R K <1. 


13.11. Due reticoli ideali, con fenditure di larghezza d « X e passo p = 2X, sono 
costituiti uno da Ni = 2 fenditure, l’altro da N 2 = 5 fenditure. Essi vengo¬ 
no illuminati dalla stessa onda piana monocromatica di lunghezza d’onda 
X e su uno schermo posto nel piano focale di una lente si osservano gli 
effetti prodotti. Dare una rappresentazione grafica di come varia l’intensi¬ 
tà sullo schermo, discutendo le principali differenze tra i due casi e calco¬ 
lare il rapporto tra le intensità dei massimi principali prodotti dai due 
sistemi. 

L’intensità in funzione di 0, secondo la (a) del problema 13 10, si scrive’ 


N\ = 2 R 2 (8) 


1 sen 2 (4;rsen0) 
4 sen 2 (2 jr sen 9) 


cos 2 (2jrsen 8) 


(a) 


N 2 = 5 Rs(S) 


1 sen 2 (10 esenti) 
25 sen 2 (2jrsen 8) 


(b) 


Notiamo che la (a) coincide con l’espressione ricavata nel problema 12.1 per i 
fori di Young; in effetti il porre d « X riconduce il fenomeno alla pura interfe¬ 
renza tra due sorgenti I massimi principali dei due reticoli sono nelle stesse 
posizioni: queste infatti dipendono solo dal passo e non dal numero di fenditu¬ 
re In base alla (b) del problema 13.10 

sen0 max = K — = 0.5 K => A = 0, ± 1, ± 2 . 

P 

Oltre al massimo centrale si vedono i due massimi del primo ordine a ± 30°, i 
due massimi del secondo ordine sfuggono praticamente all’osservazione in 
quanto prodotti a ± 90°. Il reticolo con N\ = 2 non produce massimi secondari, 
quello con N 2 - 5 ne produce tre in ogni intervallo tra due massimi principali 
Nell’approssimazione d « X le intensità dei massimi principali sono eguali a 
quella del massimo centrale; essendo questa proporzionale al quadrato del 
numero di fenditure, il rapporto tra le intensità dei massimi dei due reticoli è 
(N 2 /Ni) 2 = 6.25 In figura è riportato l’andamento delle funzioni R-,(8) e 
R s (d) 


DIFFRAZIONE 


491 


La larghezza angolare Ad della frangia 
luminosa centrale si ricava dalla (d) del pro¬ 
blema 13.10: 

À 1 

A8= 2arcsen —— = 2arcsen - =*• 

Np IN 

=* 4 0 2 =» 29° , 405=11.5° 

Queste sono le larghezze anche delle frange 
del primo ordine. 

All’aumentare del numero N di fenditu¬ 
re le frange diventano sempre più strette, co¬ 
me si vede dall’espressione della larghezza 
4 0; inoltre compare un maggior numero di 
massimi secondari con intensità però trascu¬ 
rabile, per cui si può assumere che tra due 
frange consecutive ci sia buio. Il restringersi 
delle frange al crescere di N dipende dal fat¬ 
to che con N aumenta il numero di sorgenti 
la cui interferenza produce le frange Abbia¬ 
mo già discusso ampiamente questa caratteri¬ 



stica peculiare dei sistemi interferenziali nel problema 12.26 


13.12. Un reticolo con N = 5000 fenditure, di larghezza d = 2 pm e passo p - 8 
jun, viene illuminato con un’onda piana monocromatica (X = 0.6 pmj. Il 
sistema di frange da esso prodotto è osservato su uno schermo posto nel 
piano focale di una lente di distanza focale f— 100 cm, collocata imme¬ 
diatamente dopo il reticolo (vedi figura). Calcolare quante frange vengono 
effettivamente osservate, la loro intensità e la loro larghezza. 


Se la larghezza d delle fenditure fosse molto minore di A osserveremo 
sullo schermo massimi di eguale intensità per tutti i valori di 0 tali che 
p sen0 = AA, cioè per sen0=A Kjp Da sen0 =S 1 ricaviamo K max ^p/X = 
= 13.3 Avremo quindi sullo schermo una frangia centrale con 13 frange a 
destra e 13 a sinistra, egualmente luminose Come discusso nel problema 13 10 
la larghezza finita delle fenditure comporta una diminuzione dell’intensità dei 
massimi principali secondo la legge 


Rk = 


sen ( ztdK/p) 
zzdKjp 


sen (0.25 xK) 
0.25 zr A" 


I valori m funzione del numero d’ordine K sono riportati m figura; 1 intensità 
decresce molto rapidamente con l'ordine e m particolare mancano compieta- 
mente i massimi di ordine 4, 8, 12. Questa mancanza di massimi di determinati 
ordini è un fatto caratteristico che si verifica quando <2sen0=mA, con m 
intero non nullo, e contemporaneamente psen0= A A, cioè quando un minimo 
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(nullo) del fattore di diffrazione coincide con un massimo del fattore di interfe¬ 
renza: ì massimi di ordine K — (p/d)m sono quelli assenti. Tale relazione è nel 
nostro caso K — Am e. perciò mancano ì massimi di ordine 4,8,12. 

In conclusione, saranno presumibilmente ben visibili i massimi fino al ter¬ 
zo ordine, le cui intensità sono superiori al 10% dell’intensità del massimo 
centrale. In effetti, proprio per le ragioni esposte, nei reticoli ordinari non si 
osservano più di tre o quattro ordini di massimi, mentre m teoria ne vengono 
prodotti molti di più. Le posizioni angolari dei massimi ben visibili sono: 

1 senSi = 0.075 d l = 4.30° 

K = 2 sen S 2 = 0.150 d 2 = 8 63° 

K = 3 sen 0 3 — 0.225 0 3 = 13 00° 

La larghezza angolare di queste frange, secondo la (g) del problema 13.10, 
vale 


40 = -^L=3 . IO" 5 rad = 1.7 • IO" 3 gradi . 

Np 

Sullo schermo le posizioni dei massimi si hanno per una distanza dal centro 
data da 


z K = /tg 8 k = /sen 6 K = fd K 

=> Z\— 7.5 cm , z 2 = 15.0 cm , z 3 — 22.5 cm . 


D = hm 

ZU-.0 


Ad 

AX 


d0 

di 


calcolata per ì valori degli angoli a cui corrispondono i massimi, la dispersione 
misura la separazione angolare tra ì massimi di un certo ordine prodotti da 
radiazioni con lunghezze d’onda poco diverse. Differenziando la (b) del proble¬ 
ma 13.10 pcosddd = KdX e pertanto 


£> = 


dd 

di 


K 

p COS0 



(a) 


con 6 determinato appunto dalla sen 6 = KX/p. Per ottenere una separazione 
elevata, ovvero una grande dispersione, bisogna che il passo p del reticolo sia 
il più piccolo possibile e che l’osservazione sia fatta all’ordine K più alto 
possibile. 

Per la definizione del potere risolutivo, rispetto a due lunghezze d’onda 
molto vicine, ci serviamo del criterio di Rayleigh, già enunciato nel problema 
13.7. Il massimo di ordine K p'er una certa X cade all’angolo 8 determinato da 
psend - KX; l’intensità nell’intorno di questo massimo si annulla quando 
psend = KX± X/N. Se ora consideriamo la lunghezza d’onda À'=À+4À, 
questa produce un massimo separato da quello relativo a X di una quantità 


As — A(psen 0) — KAX . 


Si veda la figura: la separazione di cui si parla è intesa nella coordinata psend 
ovvero nella differenza di cammino ottico tra le onde emesse da due fenditure 


4s»$ 

1 ÓS ~N ! 


ìru» 




_As__ 

1 A A 

7- 

_As 

m 

7 

/ 1 / l 


/ j[ | psend 


KX KX 
-gL-tX— 

KXKX ' 


N N Co) 

tb) 



4s<t 


i Ridi 


As 


psenù 


KXKX 


tei 


La larghezza delle frange è Az = fAd — 3 • 10 3 cm = 30 pm. Esse risultano 
sottili e ben distanziate e per questo motivo si chiamano righe. 


13.13. Un retìcolo possiede IO 3 fenditure per centimetro ed è largo 2 cm. Calco¬ 
larne la dispersione D e il potere risolutivo R in funzione dei parametri 
caratteristici. In particolari, per la riga del sodio di lunghezza d’onda 
A = 589 nm calcolare D e il più piccolo intervallo di lunghezza d’onda 
che il reticolo può risolvere nei primi tre ordini. Discutere l’influenza 
della larghezza finita delle fenditure su D e su R. 

Supponiamo dapprima d « X e ricaviamo D e R in queste condizioni. Si 
definisce dispersione del reticolo la quantità 


successive. L’intensità neU’intomo del massimo di X' si annulla a una distanza 
da esso di ± X'/N = ±(A + AX)/N — ± X/N. Quando As>2X/N, caso a, le 
due frange sono completamente separate e distinguibili; quando As<2X/N le 
due frange tendono a sovrapporsi fino a confondersi se As < X/N, caso c. 
Diciamo che il valore minimo che può assumere As affinché le due frange si 
possano considerare distinte dal reticolo è quello per cui As = KAX — X/N, 
ovvero quello per cui il massimo di intensità di una frangia coincide con il 
minimo dell’altra, caso b. Si chiama potere risolutivo del reticolo la quantità 

1 (b) 

esso dipende dal numero di fenditure e dall’ordine K, ma non dalla lunghezza 
d’onda. Con un determinato reticolo per avere un grande potere risolutivo 
bisogna che l’osservazione sia fatta all’ordine K più elevato possibile. 
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La larghezza finita delle fenditure comporta, come osservato nel problema 
13.12, che l’ordine massimo effettivamente visibile non superi di solito il terzo 
o il quarto. Raccogliamo in una tabella tutti i dati richiesti per A = 589 nm 
facendo variare K da 1 a 3; il numero di fenditure è N = 2 • IO 3 e il passo è 
p = IO -3 cm = 10 pm. Utilizziamo la (b) del problema 13.10 e le (a) e (b); 
nell’ultima colonna è riportata AA min = A/R, cioè il più piccolo intervallo nel¬ 
l'intorno della A data tra due lunghezze d’onda risolvibili. 


sen 8 

8 

D 

(rad/cm) 

R 

AA 

(nm) 

0.0589 

3.38° 

1 ■ IO 3 

2 • IO 3 

0.295 

0.1178 

6.77° 

2 • IO 3 

4 • IO 3 

0.147 

0.1767 

10.18° 

3 • IO 3 

6 • IO 3 

0.098 


13.14. Eccitando i livelli atomici dell’atomo di sodio è possibile realizzare una 
sorgente luminosa il cui spettro contiene tra l’altro le due radiazioni di 
lunghezza d’onda Ai = 589.0 nm e A 2 = 589.6 nm (doppietto del sodio). 
Un fascio di luce emesso da questa sorgente incide su un reticolo di 
diffrazione e il sistema di righe così prodotto è osservato su una lastra 
fotografica posta nel piano focale di una lente con f = 100 cm. Si deside¬ 
ra che il doppietto del sodio venga risolto al prim’ordine e che le due 
righe relative a ’k\ e A 2 siano separate sulla lastra di Az = 100 pm. 
Determinare la larghezza L del reticolo e il numero n di fenditure per 
centimetro; determinare inoltre quanto devono essere larghe le fenditure 
affinché i massimi del prim’ordine abbiamo un’intensità pari al 70% di 
quella del massimo centrale. 

Usiamo ì risultati del problema 13 13 II potere risolutivo richiesto è 
AA 0.6 

e poiché si vuole la separazione già al pnm’ordine (K = 1) il retìcolo deve 
possedere N = R = IO 3 fenditure. Se si richiede una distanza tra le due righe 
sulla lastra fotografica pan a Az = 100 pm, la separazione angolare deve va¬ 
lere 

A0- —- IO" 4 rad =* £> = A£. = 1.7 • IO 3 — . 

/ AA cm 

Risolvendo la (a) del problema 13.13 in p, con K— 1, si ottiene 
pjfl) +Ai] = 6 • IO -4 cm = 6 pm . 


Noto il passo e il numero di fenditure si ricava subito la larghezza. 

L = pN = 0.6 cm => «= — = — = 1667 fenditure/cm . 

L p 
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Il rapporto tra l’intensità del massimo del prim’ordme (K - 1) e quella del 
massimo centrale è dato, in funzione della larghezza d delle fenditure, dalla 


(h) del problema 13.10; se tale rapporto 
^1 = 0.7^ (Ì-) -6-9 (j)- 

La soluzione di questa equazione può 
essere trovata per via grafica, rappre¬ 
sentando in funzione di d/p le espres¬ 
sioni a primo e terzo membro, come 
mostrato in figura. Si ottiene 
d/p = 0.32 e quindi la larghezza delle 
fenditure deve valere d- 1.9 pm. 


deve valere 0.7 allora 



13.15. Un fascio di luce monocromatica (A = 550 nm) incide normalmente su un 
retìcolo di diffrazione e il sistema di frange è osservato nel piano focale di 
una lente. Si formano righe luminose adiacenti al massimo centrale per 
senOj = 0.20, sen# 2 = 0.40, sen0 3 = 0.60; in particolare la terza riga 
risulta avere un’intensità eguale al 25% di quella del massimo centrale. 
Determinare il passo p del retìcolo, la larghezza minima d delle sue 
fenditure, la dispersione massima D e la massima separazione angolare 
AB che si otterrebbe per il doppietto del sodio (Ai = 589.0 nm, 
A 2 = 589.6 nm). 

Le posizioni angolari di due massimi consecutivi sono date da 


psen8 K = Kk , psen6 K+ 1 = (X + 1)A ; 

sottraendo membro a membro 

p --*- = _L = 2 75 pm . 

$&xi6k+i ~ sen @* 0.2 

Quindi in teoria si dovrebbero osservare massimi a tutti gli angoli determinati 
da 

sen0 A = — “0.2 K => -5«K*£5 , 

P 


che corrisponde a un massimo centrale e a massi¬ 
mi principali fino al quinto ordine. 

Le intensità dei massimi principali riferite a 
quella del massimo centrale sono date dalla (h) 
del problema 13.10; per K = 3 

d sen 2 (3 ztd/p) 

* 3 ~ (3 ndjpf 

Procedendo come nel problema 13 14 il valore di 
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d/p per cui f? 3 = 0.25 si ricava dal grafico m figura e risulta 0.2; quindi 
d = 0.55 |im = k. Nei massimi di ordine quarto e quinto R A = 0.05, R s = 0; m 
pratica la dispersione massima si ottiene per K = 3 e vale, secondo la (a) del 
problema 13.13, D = 1.36 • IO 4 rad/cm. 

La separazione angolare massima per il doppietto del sodio si ottiene 
osservando ì massimi del terzo ordine e risulta 

Ad = DAk= 8.2 • IO" 4 rad = 4.6 • IO -2 gradi . 

A rigore la dispersione, che è funzione di À, non sarebbe la stessa a 550 nm e 
a 589 nm; il calcolo esatto dà D = 1.44 • IO 4 rad/cm, che certamente non 
cambia l’ordine di grandezza del risultato. 


13.16. A causa di un difetto della macchina che incide una lastra dì vetro, larga 
L = 14.4 mm, per ricavare un reticolo, questo ha una fenditura mancante 
ogni otto. Il reticolo senza difetti produrrebbe il primo massimo a 
6i = 23.12° quando è illuminato con k = 589 nm. Calcolare l’intensità dei 
massimi principali del reticolo difettoso. 

Il problema si può risolvere con un’applicazione del principio di Babinet 
(paragrafo 13e.). Le fenditure mancanti costituiscono un sistema di N 2 strisce 
opache, distanziate di p 2 = 8pi, se p l è il passo del reticolo senza difetti 
Questo insieme di strisce opache, m base a (13.10), produce eccetto che per 
0 = 0 un’ampiezza A '(0) = ~A 2 (8), eguale e contraria a quella del sistema 
complementare, che è un reticolo di passo p 2 . L’ampiezza prodotta dal reticolo 
difettoso, che per il principio di sovrapposizione si può pensare come somma 
dell’ampiezza Ai(6) del reticolo senza difetti e dell’ampiezza A ' (0) del sistema 
di strisce opache, è dunque data da 

A(0)=Ai( 0)-A 2 (0) (a) 

11 problema è ricondotto al calcolo delle ampiezze di due reticoli di passo 
diverso e alla loro sovrapposizione. 

Il reticolo senza difetti ha passo p t = À/sen 0j = 1.5 |xm e produce solo un 
altro massimo principale per 0 2 = 51.75°. Il numero di fenditure è 
Ni = L/pi = 9600; i massimi sono larghi A6i = 2k/piNi = 8.18 ■ 10~ s 
rad = 4.7 • IO -3 gradi. Si ha un classico spettro con pochi massimi principali 
intensi e ben separati. Detta 7 0 l’intensità di una singola fenditura, nei massimi 
principali /, = NÌI 0 . 

Il sistema di strisce opache, ovvero il reticolo di passo p 2 = 8pi = 12 pm, 
produce invece un gran numero di massimi: da p 2 sen8= Kk si ha per K un 
valore massimo possibile di 20. Il primo massimo è prodotto a 2.81°, il secon¬ 
do a 5.63°, e così via; l’ottavo massimo a 23.12° coincide col primo massimo 
principale del reticolo senza difetti II numero di fenditure del secondo reticolo 
è N 2 = Ljp 2 = 1200 = JVi/8 e le intensità dei suoi massimi principali, 

1 2 — Nil 0 , sono molto più piccole di quelle del primo reticolo; il rapporto 
h!h — (Ni/N 2 ) 2 = 64. Le larghezze dei massimi sono invece le stesse perché 

- Pi Ni — p 2 N 2 . 


Calcoliamo adesso l’intensità risultante dalla sovrapposizione delle ampiez¬ 
ze dei due reticoli. Ricordiamo che l’intensità è proporzionale al quadrato 
dell’ampiezza e che l’ampiezza totale è data dalla (a): 

ret. senza difetti h = p [Aj (0)] 2 

=*■ ret. difettoso /= rj [Ai (0) - A 2 (0)] 2 

strisce opache I 2 = rj [A 2 (6)f 


Rispetto al reticolo senza difetti abbiamo 



Nei massimi principali del primo reticolo, che corrispondono 
sedicesimo massimo principale del secondo, 

-i— = 1 + — 2 = 1 + —-— = 0.766 . 

h \Ni Ni 64 4 


all’ottavo e al 


La conseguenza principale del difetto è una riduzione al 76.6% dell’intensità 
dei massimi, al di fuori di questi ì cambiamenti sono ben poco visibili. 


* * 


* 


NOTE 

A. Un problema classico m cui si prova che il principio di Babinet non è 
valido per 8 = 0 è quello dell’onda piana che investe un disco opaco di diame¬ 
tro D. La figura di diffrazione per 0# 0 è eguale a quella prodotta da un foro 
di diametro D praticato in uno schermo opa¬ 
co e consiste perciò di una macchia centrale 
luminosa con un primo minimo all’angolo 
0-1.22 k/D se k « D. La differenza so¬ 
stanziale sta nell’intensità a 0°: mentre per il 
foro questa ha un valore ridotto perché la 
maggior parte dell’energia incidente è assor¬ 
bita dallo schermo, nel caso del disco opaco 
si ha un massimo molto pronunciato, come è 
mostrato nel disegno qualitativo della figura e come si può calcolare quantitati¬ 
vamente applicando il principio di Huygens-Fresnel-Kirchhoff. 

È curiosa la storia legata a questo punto molto luminoso che si forma 
dietro un disco opaco. Nel 1818 Fresnel presentò la propria teoria della diffra¬ 
zione, basata chiaramente sulla natura ondulatoria della luce. Poisson, che era 
a favore della teoria corpuscolare, dedusse dalla teoria di Fresnel che dietro un 
disco opaco doveva esserci un punto luminoso e considerò questa 'come prova 
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evidente dell’infondatezza della teoria di Fresnel. Invece Arago fece l’esperi¬ 
mento e trovò il punto luminoso; storicamente questo era stato scoperto circa 
50 anni prima da Maraldi, ma di ciò non erano a conoscenza né Fresnel né 
Poisson né Arago. 

B. Sono stati usati finora nomi come righe o frange per indicare un aspetto 
caratteristico di certe figure di interferenza o di diffrazione; d’altra parte il 
termine riga è stato usato anche per indicare alcune precise lunghezze d’onda 
emesse da atomi (doppietto del sodio, righe dell’idrogeno). 

Se si esamina lo spettro emesso da una sorgente con uno strumento come 
il reticolo di diffrazione o lo spettrometro a prisma descritto nel prossimo 
capitolo si trova in effetti che ci sono casi m cui lo spettro consiste di un 
numero discreto di lunghezze d’onda caratterizzate da un ben preciso valore, 
con lo strumento si osserva un corrispondente numero di righe che sono sì 
l’immagine della fenditura, ma dimostrano la monocromaticità delle singole 
componenti del fascio incidente; altrimenti si avrebbe un’immagine diffusa con 
colorazione variabile. 

Analogamente l’aspetto a righe della figura di interferenza dell’interfero¬ 
metro di Fabry-Perot o di un reticolo di diffrazione è certamente dovuto alle 
caratteristiche dello strumento, ma testimonia il fatto che si sta analizzando un 
fascio con componenti monocromatiche. 

In altre parole, col termine riga si vuole mettere in evidenza l’aspetto 
dello spettro misurato con uno strumento, ma anche indicare una caratteristica 
fisica della sorgente e cioè l’emissione a seguito di una ben precisa transizione 
tra due livelli energetici (si veda anche il capitolo sedicesimo). 


* * # 


CAPITOLO 14 


OTTICA GEOMETRICA 


14a. I fenomeni di interferenza e di polarizzazione sono una manifesta¬ 
zione diretta del carattere ondulatorio delle radiazioni elettromagnetiche Tut¬ 
tavia, anche senza una conoscenza di questi fatti è possibile stabilire per la 
luce alcune semplici proprietà, dette geometriche per distinguerle da quelle 
fisiche viste sopra Sostanzialmente esse consistono nelle leggi della riflessione 
e della trasmissione della luce nel passaggio da un mezzo ad un altro e si 
basano sul concetto di raggio, cioè della propagazione rettilinea della luce in 
un mezzo omogeneo e isotropo. La spiegazione di tali fenomeni avviene natu¬ 
ralmente nell'ambito della teoria ondulatoria, però l’uso di questa costituireb¬ 
be, nella trattazione dei problemi di ottica geometrica, una inutile complicazio¬ 
ne (a parte i casi connessi col potere risolutivo, come vedremo) 

Quando un’onda colpisce la superficie di separazione di due mezzi diversi, 
essa viene in parte riflessa e in parte trasmessa: ì rapporti tra intensità inciden¬ 
te, riflessa e trasmessa dipendono dallo stato di polarizzazione della luce, dagli 
indici di rifrazione e dall’angolo di incidenza, come si è visto nel capitolo 11. 
In particolare- 

a) il raggio incidente, il raggio riflesso e la normale alla superficie nel 
punto di incidenza giacciono nello stesso piano a; 

b) l’angolo di riflessione è eguale all’angolo di incidenza (entrambi misura¬ 
ti convenzionalmente rispetto alla normale); 

c) su a giace anche il raggio trasmesso; 

d) detto ni l’indice di rifrazione del mezzo in cui si propaga l’onda inci¬ 
dente, 8, l’angolo di incidenza, n 2 l’indice di rifrazione del mezzo m cui si 
propaga l’onda trasmessa, 8, l’angolo di trasmissione (8, e 8, essendo misurati 
sempre rispetto alla normale), vale la relazione 

«isené?, = n 2 sen6, . (14-1) 

Se «i < n 2 , 8,>8 t , il raggio trasmesso si avvicina alla normale; viceversa, se 
ni > n 2 , 8, <8, e il raggio trasmesso si allontana dalla normale In questo 
caso, quando sené?, = n 2 /n\, 8, vale Jt/2; per valori di 8, superiori all’angolo 
limite 8f = arcsen (n 2 /nj) non può esserci trasmissione, bensì solo riflessione 
(fenomeno della riflessione totale). Ciò avviene, ad esempio, nel passaggio 
acqua-aria, n l = 1.33, n 2 = 1; l’angolo limite risulta 8* = 48.59°. 
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14b. Negli strumenti ottici si cerca di ottenere, ad ogni singola superficie 
di discontinuità, solo riflessione ( superficie catottriche o specchi) oppure solo 
trasmissione (superficie diottriche o diottri). Inoltre, quasi sempre, ci si limita a 
superficie piane o sferiche. 

Per chiarezza, conviene ricordare alcune defmizioni. Consideriamo un ge¬ 
nerico sistema: se 1 raggi luminosi uscenti da un punto (oggetto) vengono fatti 
convergere m un punto (immagine), il sistema si dice stigmatico rispetto a 
quella coppia di punti e I punti stessi sono detti coniugati. L’immagine di un 
oggetto data dal sistema si dice reale quando è individuabile fisicamente come 
punti di incontro dei raggi emessi dall’oggetto; si dice invece virtuale quando 
per essa passano i prolungamenti dei raggi, non i raggi stessi, quando cioè è 
individuabile solo geometricamente. 

Nei sistemi diottrici a causa del fenomeno della dispersione (l’indice di 
rifrazione è funzione della lunghezza d’onda, crescendo in generale dal rosso al 
violetto) un fascio di luce complessa viene scisso nelle sue componenti e si 
forma tutta una serie distinta di immagini colorate; se però con opportuni 
accorgimenti si riesce ad assicurare lo stigmatismo il sistema si dice acromatico. 
il problema non esiste per i sistemi catottnci che sono per loro natura acroma¬ 
tici 

Infine, se di figure oggetto contenute in un piano il sistema dà figure 
immagini contenute in un piano, con un determinato rapporto di similitudine 
(ingrandimento), il sistema stesso si dice aplanatico rispetto alla detta coppia di 
piani 

Prendiamo ora una superficie di discontinuità, che nel¬ 
la figura è assunta per comodità sferica, e fissiamo alcune 
convenzioni sui segni delle distanze e degli angoli che se¬ 
guiremo sempre 

1. La luce incidente proviene da sinistra. 

2. Per oggetti posti a sinistra del vertice V le distanze p da V (distanze 
oggetto) sono positive; per oggetti posti a destra di V esse sono negative 

3. Per le distanze immagine q vale il contrario di quanto stabilito al punto 2. 

4. Il raggio di curvatura R della superficie sferica è positivo se il centro di 
curvatura è a destra di V, come in figura, negativo se il centro di curvatura 
è a sinistra di V, nei due casi si parla di superficie sferica convessa o 
concava, rispettivamente. 

5 Gli angoli che ì raggi luminosi formano con l’asse o col raggio di curvatura 
sono positivi se la pendenza è positiva (da zero a 90° in senso antiorario), 
negativi se la pendenza è negativa (da zero a 90° in senso orario). 

6. Le distanze dall’asse sono positive per punti al di sopra dell’asse, negative 
per punti al di sotto, se si tratta di oggetti; per le immagini vale il vice¬ 
versa 

Data una superficie di discontinuità tra due mezzi e un oggetto che invia 
luce alla superficie, si pone il problema di calcolare se e dove si forma l’imma¬ 
gine. Anche limitandosi a superficie piane o sferiche la soluzione non è sempli¬ 
ce e la risposta è in generale negativa; non si ha cioè stigmatismo e l’immagine 
di un punto luminoso non è più un punto, ma una regione estesa. È possibile 
realizzare uno stigmatismo approssimativo solo se ci si riduce a considerare 
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esclusivamente fasci di raggi parassiah, cioè fasci di piccola apertura, quasi 
paralleli e coincidenti con l’asse. 


14c. Lo strumento ottico più semplice è lo specchio piano: esso dà per 
riflessione un’immagine virtuale di un punto P che si trova nella posizione Q 
simmetrica di P rispetto allo specchio. Il risultato si può estendere ai punti di 
un oggetto esteso e si trova che lo specchio piano dà un’immagine virtuale, 
diritta, non ingrandita e speculare (cioè tra oggetto e immagine c’è la stessa 
relazione che tra mano destra e sinistra). Si noti che per vedere l’immagine di 
P non è necessario che lo specchio intersechi il segmento PQ. 

Lo specchio piano è un sistema stigmatico, acromatico e aplanatico per 
qualunque punto o piano e per fasci di qualunque apertura; è runico strumen¬ 
to a possedere senza approssimazioni tutte queste proprietà. 

Per tutti gli altri strumenti che trattiamo in questo paragrafo e nel succes¬ 
sivo ci poniamo invece in condizioni parassiah. 

Nel caso di riflessione su una superficie sferica ( specchio sferico) la rela¬ 
zione tra distanza oggetto p e distanza immagine q è 


se R è il raggio di curvatura della superficie sferica. Lo stigmatismo si vede dal 
fatto che compaiono solo distanze e non anche gli angoli che ì raggi formano 
con l’asse, lo strumento è inoltre rigorosamente acromatico Per R -* « si 
ottiene lo specchio piano la cui equazione risulta giustamente p-q. 

Se nella (14.2) l'oggetto è all’infinito (p = + 00 , raggi paralleli tra loro e 
all’asse) l’immagine si forma per q = R/ 2; viceversa, per avere l’immagine 
all’infinito, la distanza oggetto deve valere p = -R/2. La quantità 

/ = -- (14-3) 

si dice distanza focale dello specchio sferico e la (14.2) si scrive anche 

J_L = JL . (14.4) 

P P f 

Quando invece si ha trasmissione su una superficie sferica ( diottro sferico), 
indicando con n r l’indice di rifrazione a sinistra del vertice e con n 2 quello a 
destra, l’equazione risulta 

n i , n 2 _ "2-«i . (14.5) 

p q R ' 

Lo strumento è stigmatico, ma non acromatico in quanto compaiono nell’equa¬ 
zione gli indici di rifrazione. Il rapporto (n 2 - nf)/R si dice potere convergente 
o diottrico. Per °o (14.5) diviene 


che è l’equazione del diottro piano. 
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Sempre nella (14.5) quando l’oggetto è aU’infinito l’immagine si forma a 
una distanza q = n 2 R/(n 2 - n x ), mentre se si pone l’oggetto a distanza 
p = niR/(n 2 - «i) l’immagine si forma all’infinito. Le due quantità 


/i = 


n x R 

n 2 -n x 


fz ~ 


n 2 R 
n 2 - «i 


(14.7) 


si dicono rispettivamente distanza focale anteriore e posteriore del diottro sferi¬ 
co. Esse sono sempre diverse, il loro rapporto valendo f x /f 2 = njn 2 . La (14.5) 
si può riscrivere così: 



(14.8) 


Le equazioni (14.2, 14.4, 14.5, 14.8) si dicono scritte nella forma gaussiana. 


14d. Un blocco di materiale trasparente delimitato da due superficie diot¬ 
triche in genere sferiche aventi l’asse in comune costituisce una lente semplice , 
più lenti semplici aventi l’asse in comune costituiscono una lente composta 
ovvero quello che più in generale si chiama sistema diottrico centrato (qualcuna 
delle superficie diottriche può anche essere piana). 

Se una lente semplice, formata da un materiale con indice di rifrazione n 2 . 
è immersa in un mezzo con indice n x , abbiamo, sempre nell approssimazione 
parassiale, le seguenti equazioni- 


n l «2 «2 ~ n i n Z [ n i _ n i - n 2 

Pi q\ Ri ’ Pz Pz Rz 


(14 9) 


le prime due si applicano alla prima e alla seconda superficie diottrica, la terza 
dà il legame tra distanza immagine q j del primo diottro, spessore t della lente 
e distanza oggetto p 2 del secondo diottro ed esprime il fatto che 1 immagine 
fornita dal primo diottro funge da oggetto per il secondo. 

Il punto Fi dell’asse in cui occorre mettere l’oggetto per ottenere l’imma¬ 
gine all’infinito si dice primo fuoco della lente, invece il punto F 2 dell’asse in 
cui si forma l’immagine di un oggetto posto all’infinito è detto secondo fuoco 
della lente. Con riferimento alla figura prendiamo 


una direzione parallela all’asse: considerata come 
entrante ha per coniugata la direzione A 2 F 2 , men¬ 
tre considerata come uscente ha per coniugata la 
direzione F x A\. I punti A x e A 2 sono evidente¬ 
mente coniugati. Poiché in approssimazione paras¬ 
siale è anche assicurato l’aplanatismo, i piani pas- 



santi per A x e A 2 e ortogonali all’asse della lente sono coniugati: tutte le loro 
coppie di punti che si trovano nelle stesse condizioni di A x e A 2 godono delle 
proprietà di questi. Tali piani si chiamano piani principali della lente e le loro 
intersezioni P x e P 2 con l’asse sono dette punti principali. Alle distanze 
f x = F x P x e f 2 = F 2 P 2 si dà il nome, nspettivamente, di prima e seconda distan¬ 
za focale della lente. Qualora, come abbiamo supposto, il mezzo a destra e a 
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sinistra della lente sia lo stesso, si dimostra (vedi problema 14.13) che 
f x = f 2 = f e che l’equazione della lente si scrive 

JL + J_ = JL . ( 14 - 10 ) 

P <7 / 


Le distanze oggetto e immagine sono misurate rispetto al primo e al secondo 
piano principale. La quantità / è detta distanza focale o semplicemente focale 
della lente. Le considerazioni svolte finora valgono anche per le lenti com- 

P ° St Molto spesso, nella pratica, si può trascurare per una lente semplice lo 
spessore t; si parla in tal caso di lente sottile Le (14.9) danno subito la (14.10) 

con 


ni _ R\ R z 

n 2 - «i R 2 — R\ 


(14 11) 


Le distanze p e q sono misurate dal centro della lente; ì punti F x e F 2 sono 
equidistanti dalla lente e i piani principali coincidono tra loro e col piano della 

L’ipverso della distanza focale si chiama potere convergente di una lente. 


14 e. In generale la dimensione trasversale y' dell'immagine non è eguale 
a quella y dell’oggetto; si definisce ingrandimento trasversale I appunto il rap¬ 
porto di tali dimensioni: 

I = lL . ( 14 - 12 ) 


Esso è caratteristico dello strumento ed è una funzione delle distanze oggetto e 
immagine, oltre che eventualmente dei vari indici di rifrazione I è positivo 
quando l’immagine è capovolta, negativo quando è diritta 

Per esplicitare la (14.12) occorre costruì- ^ specchio 

re l’immagine a partire dall’oggetto. Ci si _l-— Sieneo 

serve allo scopo di alcuni raggi particolari, 

dei quali si sa tracciare subito il percorso. _^ 

Precisamente, si può sfruttare il fatto che un ^ ■jjr* "* — -Ty' sierico 

raggio parallelo all’asse passa per un fuoco e ’ 

che un raggio passante per un fuoco dopo la v(V ; p ^ h ìeme 

riflessione o trasmissione è parallelo all’asse spesss 

Nella figura sono mostrati quattro esempi. 

Nei primi due casi si può anche utilizzare il r - ' s ^ lenle 

raggio passante per il centro di curvatura, -* ^ 'i somte 

che non viene deviato. Nella lente spessa il ’ 

raggio incidente passante per P, viene trasmesso passando per P 2 e mantenen¬ 
do la stessa inclinazione; viene cioè spostato lateralmente, ma non deviato S 
la lente è sottile, il raggio passante per il centro non viene né deviato ne 

spostato lateralmente. . . 

Dallo studio di coppie di triangoli simili si ricavano le relazioni esplicite 

per l’ingrandimento; esse possono avere vari aspetti per uno stesso strumento e 
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si sceglie quello più adatto al problema da risolvere. 

specchio sferico: 1 = = = (14 ' 13) 

/ _ ?+/ _ <? 

P~f f P 


, T q — R niR 

diottro sferico: I = ——— = —, -:- „ 

J p + R (n 2 - nfjp - niR 

fi = q~h = n i q 

P ~ fi fi n 2P 


(n 2 - n 2 )q - n 2 R 
n 2 R 


(14.14) 


lente: 1 = - = -J— = ± (14 15) 

/ P~f P 

Quando il sistema è formato da più sistemi semplici (specchi, diottri, lenti) 
l’ingrandimento trasversale totale è il prodotto degli ingrandimenti dei singoli 
sistemi. 

Anche la dimensione longitudinale di un oggetto non è in generale eguale 
a quella dell’immagine, per cui si definisce Vingrandimento longitudinale come 

Aq _ <?2 ~ 9i . 

Ap P2 Pi 

Pi e p 2 si riferiscono ai punti estremi dell’oggetto e, similmente, qi e q 2 ai 
punti estremi deH'immagine. Pure l'ingrandimento longitudinale è funzione di 
p, q e degli indici di nfrazione. 

La migliore percezione dei particolari di un oggetto ad occhio nudo si ha 
quando l’oggetto si trova alla cosiddetta distanza di visione distinta, pari a circa 
25 cm per un occhio normale. Se la dimensione trasversale dell’oggetto è y, 
esso è visto dall’occhio sotto un angolo a dato da tg ,a = y/d; ad a si dà il 
nome di angolo visuale. Per migliorare la capacità di percezione dell occhio 
l’oggetto deve appanre sotto un angolo fi maggiore di a. Il rapporto 

y- teff... (14.17) 

tga 

si dice ingrandimento visuale o angolare. Nella pratica lo scopo è raggiunto con 
le lenti di ingrandimento e soprattutto con i microscopi per oggetti vicini e 
accessibili, con i cannocchiali ed i telescopi per oggetti lontani. 

La funzione della lente di ingrandi¬ 
mento è illustrata in figura, se l’oggetto 
è posto all’incirca nel fuoco anteriore 
di una lente di focale f<d e l’occhio 
nel fuoco posteriore, tg/3 = y/f e l’in¬ 
grandimento visuale vale V = tg/3/tga = d/f= 25// se / è espressa in centime¬ 
tri I valori comunemente ottenuti con una sola lente semplice arrivano al 
massimo a V=3 (cioè /= 8 cm), oltre intervengono ì difetti della lente e la 
qualità dell’immagine è rovinata. 


y \ ''"it-'-J? 

, A 

i 

i 

i 

P occhio 

PO-ti-25cm 

P Kf occhio 

PV-VO-f" VA-y 


1 


I 


I 


) 


14f. Per quanto grande possa essere l’ingrandimento e pur supponendo 
corrette le aberrazioni, con gli strumenti ottici non si riesce ad andare oltre 
una certa percezione massima dei particolari di un oggetto. Il limite è posto 
dalla diffrazione, cioè dalla natura ondulatoria della luce, e dipende dal fatto 
che i fasci utilizzati hanno sempre una sezione limitata, per via di diaframmi o 
dei contorni stessi delle lenti utilizzate. 

Ricordiamo quanto visto nel paragrafo 13c. e nei problemi 13.6 e 13.7 a 
proposito della diffrazione prodotta da un’apertura circolare di diametro 
D = IR, illuminata con u- onda piana di lunghezza d’onda A. 

1) La figura di diffrazione è un disco luminoso, di apertura angolare 28 
ricavabile dalla 

sen0-1.22 4=0.61 4- , (14-18) 

D K 


circondata da anelli successivamente scuri e chiari. Poiché l’85% dell’energia 
cade nel disco centrale, trascureremo in seguito il resto della figura; l’impor¬ 
tante è che l’immagine di un punto non è puntiforme. 

2) Due punti luminosi si dicono distinguibili quando il massimo centrale 
della figura di diffrazione dell’uno cade nel primo mimmo della figura di dif¬ 
frazione dell’altro (criterio di Rayleigh). All’inverso della distanza tra ì due 
punti in tale situazione si dà il nome di potere risolutivo lineare o. Angolar¬ 
mente le immagini dei due punti sono separate dall’angolo 8 dato dalla (14.18) 
e si dice potere risolutivo angolare la quantità 


1 _ R 
8 0.61A 


(14.19) 


Se l’indice di rifrazione del mezzo terminale è n, nelle formule precedenti 
invece di A va posto A/n. 

È molto importante notare che i risultati valgono anche se i raggi non 
provengono da infinito: il parametro che conta non è la distanza dell’oggetto, 
ma il diametro del diaframma. 


14g. Le grandezze nuove incontrate in questo capitolo sono i vari poteri: 
essi misurano la capacità di un sistema ottico ne) compiere una determinata 
funzione, che può essere quella di far convergere i raggi luminosi o di distin¬ 
guere punti molto vicini; le dimensioni e le unità di misura sono: 

potere convergente 1// diottrie = m -1 

potere risolutivo angolare Q rad -1 

potere risolutivo lineare a m" 1 

potere dispersivo (’) D adimensionale 

Le figure che si trovano nel testo non soddisfano certamente l'ipotesi parassia¬ 
le; esse sono state esagerate trasversalmente per comodità di rappresentazione. 

* * * 


(*) Si veda il problema 14 6 
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14.1. Due specchi piani sono posti a 90° tra loro; nel punto P della figura è 
collocata una sorgente luminosa puntiforme. Determinare dove si forma 
l’immagine della sorgente data dallo specchio A e dallo specchio B. 


Le proprietà dello specchio sono descritte nel paragrafo 14c. Consideria¬ 
mo lo specchio A: esso riflette sia la luce proveniente direttamente da P 
(dando l’immagine Q A ) sia quella riflessa dallo specchio B e che sembra prove¬ 
nire dall’immagine Q B : questa costituisce un oggetto per lo specchio A che ne 
dà un’immagine nel punto Q c ■ Quindi lo specchio A dà due immagini di P 
Ripetendo il ragionamento per lo specchio B si verifi¬ 
ca che anch’esso dà due immagini di P, una in Q B e 


l’altra di nuovo in Qc • I P untI Qa> Qb, Qc stanno 
ai vertici di un rettangolo. Ponendosi di fronte agli 
specchi le immagini che si vedono sono due o tre a 
seconda che il punto di osservazione cada nella zona 
di intersezione dei fasci emessi dalle immagini e deli¬ 
mitati dagli specchi oppure no, zona che in figura è 



indicata con un tratteggio. 

Si confronti, senza cercare però profonde analogie, con il risultato del 


problema 1.15. 


14.2. Un diottro piano è costituito da una superfìcie piana X che separa due 
mezzi indefiniti con indice di rifrazione «i e n 2 . Una sorgente puntiforme P 
è posta nel mezzo n\ a distanza p da E. Calcolare dove si trova l’immagine 
Q di P. Esaminare inoltre il comportamento del sistema se la luce incidente 
è formata da un fascio parassiale convergente. 

Abbiamo visto nel paragrafo 14c. che l’equazione del diottro piano (14.6) 
si ottiene come limite di quella del diottro sferico per R-* »: 

3_ + JÌL=o , q=-^p . (a) 

p q nj 

Senza passare per questa via, con riferimento alla figura notiamo che un raggio 
luminoso emesso da P viene deviato nell’attraversare I: guardando dal mezzo 
n 2 la sorgente sembra essere nel punto Q (se n l < n 2 ) I moduli delle distanze 
p = PO e q = QO sono legati dalla relazione 

p _ tg0, _ sen0,cos0, __n j_ cos6, ^ 

q tgd, sen0,cos0, n 2 cosd, ’ 2 | 

dove si è usata la (14.1). Al variare del raggio conside¬ 
rato ovvero dell’angolo 6, il rapporto non resta costante 
perché non resta costante oosdjcosd, e quindi, anche 
se è fissata la posizione di P non lo è quella di Q. Ciò 
vuol dire che ì raggi trasmessi non hanno un’origine 
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comune e non si forma un’immagine definita: lo strumento non è stigmatico. 
Però, nell’ipotesi parassiale (6, e 6, molto piccoli) il rapporto dei coseni vale 
praticamente 1 e dalla (b) si riottiene la (a); occorre solo avere l’avvertenza di 
aggiungere un segno mezzo in quanto, secondo le convenzioni adottate nel 
paragrafo 14b., la distanza immagine è negativa. 

Di un oggetto reale il diottro piano dà un’immagine virtuale, più lontana 
se ni<n 2 e più vicina se invece n\ > n 2 . Per esempio, guardando un oggetto 
che si trova sott’acqua («1 = 1.33, «2=1) questo appare a una profondità 
q = p/1.33 inferiore a quella reale. 

Nel caso finora esaminato la superficie diottrica X era colpita da un fascio 
di luce divergente da un punto oggetto reale (parti a e b della figura). Con un 



opportuno sistema ottico è possibile fare arrivare su I un fascio di raggi 
sempre parassiali, ma convergenti (parti c e d della figura). Questi raggi, una 
volta trasmessi, passano fisicamente per Q, che è un’immagine reale; ì prolun¬ 
gamenti delle direzioni originarie si incontrano invece in P che risulta per la 
superficie diottrica un oggetto virtuale. L’equazione è sempre la (a), con p 
negativo e q positivo. 

Si verifichi per esercizio che l’ingrandimento trasversale del diottro piano è 
unitario mentre quello longitudinale risulta —(n 2 /n{). 


14.3. Una lastra di vetro (n 2 = 1.5) a facce piane e parallele, spessa h = 4.5 cm, 
è immersa in aria («j = 1). Un punto luminoso P invia sulla lastra un 
fascio di raggi parassiali. Calcolare dove si forma l’immagine di P. Calco¬ 
lare inoltre per un raggio generico lo spostamento trasversale subito nell’at¬ 
traversare la lastra in funzione dell’angolo di incidenza. 

Un raggio generico che colpisca la lastra con un 
angolo di incidenza diverso da zero è trasmesso da que¬ 
sta secondo una direzione parallela a quella incidente, 
come è evidente dalla figura essendo appunto la lastra a 
facce piane e parallele e identico il mezzo da entrambe 
le parti. 

Lo spostamento trasversale è 






deviazione angolare viene detto a visione diretta; invece un sistema di 


IIhj 


■(C7'b t BU iaioojd 1P3/VÌ o tus ud v o uid uicu j jads o; Essq 


bj :X b ajEnSa a auoizBJj Bl 3 q = ’Q as oios '( z 9 ~ l 9) s ° 3 >('0 - a 0)soo iseo 
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BC = ABsen(9, -9,)=— k — sen(0,-0,) . (a) 

cose, 

La differenza ò = 9, - 9, è la deviazione che avviene nel passaggio aria-vetro, 
essa non è costante al vanare dell’angolo di incidenza, bensì cresce con questo. 
Limitandoci al caso parassiale si ha infatti 

5 = e,= e, . 

n 2 \ n 2 J 

Il risultato resta vero anche per angoli grandi, pur non sussistendo più linearità 
tra 6 e 9 r Sempre nel caso parassiale la (a) diventa 

BC = hó = h f 1 -—) e ‘ ■ 


La posizione del punto Q è determinata da 


BC _ BC 
sen 6, 6, 



A 


e risulta indipendente da 9, Lo strumento è dunque stigmatico e dà di un 
oggetto reale un’immagine virtuale distante A da P e situata tra P e la lastra 
se n 2 >n l e oltre P se n l >n 2 (p.e. lastra d’aria tra due blocchi di vetro). 


14.4. Data la lastra piana del problema 14.3 si ricavi, per analogia con quanto 
esposto nel paragrafo 14d. ira relazione alle lenti, l’equazione generale 
della lastra e si esamini in particolare il comportamento se il fascio di luce 
incidente è convergente. 

La lastra è formata da due superficie diottriche 2j e I 2 alle quali appli¬ 
chiamo la (14.6): 

+ i!L= 0 , ^L + J1L = 0 ; 

P ?1 P2 ? 

p è la distanza dell’oggetto da Z x che dà un’immagine a distanza q x , questa 
immagine funge da oggetto per 1 2 , da cui dista p 2 = h — q x . L’immagine finale 
si forma a distanza q da S 2 . Facendo sistema tra le relazioni scritte si ottiene 

<2 = —p - h . ( a ) 

«2 

Se si riferiscono sia p che q a S x o a I 2 si ritrova per la distanza tra oggetto e 
immagine l’espressione A calcolata nel problema 14.3. 

T a lai p l’emia7ione della lastra a facce Diane e parallele per illummamen- 


Nel caso proposto l’equazione (a) ha l’espressione numerica 
p + q = - 3 cm 

e la distanza tra oggetto e immagine risulta A = 1.5 cm. 

Il grafico di (b) è riportato in figura insieme alle tre situazioni possibili 
ottenute spostando l’oggetto tra + » e le ultime due comportano un 

fascio incidente convergente. 



14.5. Uno strato d’acqua copre uno specchio piano; ad una certa profondità è 
posta una sorgente puntiforme che emette luce isotropicamente. Calcolare 
quale percentuale della luce emessa può uscire dall’aequa (n = 4/3). 

Il sistema è mostrato m figura. Consideriamo prima la luce emessa dalla 
sorgente verso il semipiano superiore. Poiché l’indice di rifrazione dell’acqua è 
maggiore di quello dell’aria, alla superficie acqua-aria 

si verifica riflessione totale per incidenza superiore al- -— a 

l’angolo 6 0 tale che sen0 o = l/' 1 = 0-75, cioè S- acqua 

q 0 = 48.59°. Allora dall’acqua può uscire solo la luce 'M,v,wawr 
compresa entro l’angolo solido di vertice S e semia- specchio 

pertura 6 (vedi appendice A.8); a rigore non tutta uscirebbe perché una parte 
verrebbe sempre riflessa e una parte assorbita. Supponendo però di trascurare 
questi fatti la percentuale che esce rispetto al totale è 

2m(1 - cos6p) _ 1 - cosflp _ q X7 
An 2 

Teniamo ora conto dell’esistenza dello specchio; i raggi uscenti da S che 
colpiscono lo specchio con angolo di incidenza 9 < 9 0 , una volta riflessi posso¬ 
no uscire dall’acqua; quelli per cui invece 9> 9 0 non escono e m definitiva c’è 
un altro 17% di luce che esce e si raggiunge m totale il 34%. Il resto dell'e¬ 
nergia resta intrappolato nell’acqua a causa della riflessione totale. 

Si osservi che se consideriamo la luce che compie il percorso inverso essa 
può raggiungere dall’aria un osservatore S posto sott’acqua solo entro un cono 
che ha, nell’acqua, semiapertura pari a 9 0 : come dire che il mondo esterno, di 
arwartìira i sfi° vipnp mmnrp«n dentro auesto cono, di apertura 97.18°. Luce 
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P X P 4 lem -*• Gì 04 2.27 cm , P 2 P 3 lem -» < 2 2 < 2 3 2.50 cm , 

P X P 2 1 cm -» Q 1 Q 2 5.7 cm , P 3 P 4 1 cm -» 2 3 Q4~5.7 cm . 

La forma quadrata è distorta in un trapezio; il lato Q3Q4 è ancora rettilineo. 
Infatti la distanza dall’asse del punto generico del tratto Q3Q4 è 

, q 25 + q 25 + q . . 

y = cm (y-lan) , 

cioè lineare nell’ascissa q. 

L’ingrandimento longitudinale vale 5.7; ricorrendo all’equazione dello 
specchio scritta nella forma q — Rp/(2p + R) si trova che la (14.16) diventa 
Aq/Ap = hI 2 ovvero, al limite, 

A = , (a) 

dp 

dove I è calcolato in un punto generico deH’intervallo dp. L’ingrandimento 
longitudinale non è così eguale a quello trasversale- ne consegue una deforma¬ 
zione degli oggetti non giacenti in un piano ortogonale all’asse. Solo se 
/j = i 2 « 1 si ha eguaglianza: ciò avviene per piccoli oggetti posti m prossimità 
del centro di curvatura, dove oggetto e immagine sono quasi coincidenti, o del 
vertice. 


14.10. Una particella carica provoca l’emissione di radiazioni luminose quando si 
muove in un mezzo materiale con velocità v superiore a quella v' della 
luce nel mezzo. Il fenomeno si dice effetto Cerenkov; le radiazioni sono 
emesse ad un angolo a rispetto alla traiettoria dato da cosa = 
= v'/v = c/nv. Supponendo che la particella si muova rettilineamente 
con velocità v = 0.996 c entro un gas con pressione e temperatura tali da 
dare un indice di rifrazione n = 1.008, calcolare che tipo di immagine 
viene data da uno specchio sferico con focale f— 1.5 m e asse coincidente 
con la direzione del moto. 

La traiettoria, lo specchio e il punto P in cui la particella si trova ad un 
certo istante, p.e. t = 0, sono mostrati in figura. La radiazione Cerenkov è 
emessa nella direzione PT" e in tutte le altre direzio¬ 
ni passanti per P e formanti angolo a con la traietto¬ 
ria, direzioni che stanno su una superficie conica Z di 
vertice P e semiapertura a; la velocità della luce nel 
gas è v' — c/n, inferiore alla velocità v della particel¬ 
la e legata a questa da v' — vcosa, per cui quando la 
particella giunge nel punto P' al tempo t—x lo spazio percorso dalla luce 
emessa in P è PP" = PP' cosa. Ne segue che la radiazione emessa in P e 
quella emessa in P' arrivano nello stesso istante nei punti T" e T' appartenen¬ 
ti alla superficie conica Z' di semiapertura 90° - a e vertice O; questo rappre¬ 
senta il punto in cui si trova la particella nell’istante in cui le radiazioni emesse 



dai punti precedenti della traiettoria raggiungono Z'. Si può dimostrare che Z' 
è una superficie di egual fase ovvero una superficie d'onda della radiazione 
emessa. 

Da un punto di vista ottico-geometrico abbiamo in conclusione questa 
situazione: in ciascun piano passante per l’asse ci sono due fasci di raggi 
paralleli; l’uno formante l’angolo a e l’altro l’angolo — a con 1 asse Se a è 
piccolo lo specchio è stigmatico e fa convergere tutti 1 raggi che formano 
angolo a con l'asse m un unico punto immagine F' Per trovare F' usiamo m 
particolare il raggio emesso nel fuoco F e il fatto che. a causa dell aplanati- 
smo, F' giace in un piano normale all’asse e passante per F La costruzione è 
mostrata in figura per il fascio a e si trova , 


FF' = ftga— fa = — a 


(a) 



il fascio - a è focalizzato nel punto F" simmetrico di F' rispetto a F 

Il luogo dei punti F’ che si otterrebbero al variare dell’angolo a è detto 
piano focale dello specchio; m effetti si può considerare piana solo una piccola 
areola attorno a F, in corrispondenza ai limiti entro 1 quali lo strumento è 
aplanatico. Riassumendo, mentre un fascio di raggi paralleli all asse converge 
nel fuoco, un fascio di raggi paralleli tra loro e formanti con l'asse angolo a 
converge in un punto del piano focale individuato dalla (a), come mostrato m 
figura 

Nel caso m esame a è costante, ma la radia¬ 
zione è emessa in tutti gli infiniti piani passanti 
per l’asse, essa viene focalizzata dallo specchio nel 
proprio piano focale e l'immagine è una circonfe¬ 
renza di raggio R a/2. Particelle con velocità di¬ 
versa emettono ad angoli a diversi e la luce corri¬ 
spondente viene focalizzata su circonferenze di raggio diverso. 

Su tali proprietà si basa un metodo di identificazione di particelle. In un 
fascio selezionato magneticamente tutte le particelle hanno la stessa quantità di 
moto p; se le masse sono diverse, diverse sono le velocità e con un contatore 
a effetto Cerenkov si compie l’ulteriore selezione sulla velocità e quindi sulla 

Numericamente cos a = c/nv = 0.996, a = 0 089 rad, FF = fa = 13 4 cm. 



14.11. Una superficie diottrica convessa di raggio R separa due mezzi con indici 
di rifrazione n x e n 2 . Studiare le posizioni dell’immagine di un oggetto 
puntiforme al variare della posizione di questo sull’asse del diottro nei due 
casi «1 < « 2 e ni > n 2 . Ripetere lo studio per una superfìcie concava. 
Trovare infine un’espressione per l’ingrandimento longitudinale.- 
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Ci rendiamo allora conto che dal caso c ne discende un altro, con tale 
operazione di scambio; precisamente- 

d) 0 ^ p > — , Oz* qz? R/2 immag. reale 

L’oggetto è oltre lo specchio, cioè virtuale; è una situazione già vista nei 
problemi precedenti e corrisponde a illuminazione con luce convergente: i raggi 
incidenti, riflessi dallo specchio, danno luogo a un’immagine reale, ma i pro¬ 
lungamenti delle direzioni originarie si incontrano dietro lo specchio. 

I quattro casi studiati sono rappresentati nelle due figure- a e b m quella 
di sinistra, c e d m quella di destra. 



In maniera analoga si potrebbe procedere per lo specchio convesso, mo¬ 
strato m figura, ma sarebbe un mutile esercizio analitico perché in realtà, 
quando con lo specchio concavo abbiamo spostato l’oggetto da + °° a — co, 
fatto riflettere ì raggi sulla superficie sfenca e calcolato 
la posizione dell'immagine, abbiamo esaunto tutte le 
possibilità offerte dallo strumento. Infatti la situazione 
oggetto reale per lo specchio convesso è quella d, men¬ 
tre la situazione oggetto virtuale corrisponde alle a, b, 
c. Scnviamo pertanto: 



e) - Ràsp> - co 

, R^q^R/2 

ogg. virt. 

imm. 

virt. 

f) -Rjl^p^-R 

, + o° > q^R 

ogg. virt. 

imm 

virt 

g) O^p^-R/2 

, 0 ^ q > — oo 

ogg virt. 

imm. 

reale 

h) + t» > p 3= 0 

, R/2>q>0 

ogg. reale 

imm. 

virt. 


Le varie possibilità sono mostrate nella figura. 



L’rngrandimento trasversale di uno specchio sferico è dato dalla (14.13). Il 
suo andamento m funzione di p nel caso dello specchio concavo è mostrato m 
figura, dalla quale si deduce che in corrispondenza ai casi già esaminati ab¬ 
biamo: 


a) I > 0 immagine capovolta e rimpicciolita 

b) I > 0 » » » ingrandita 

c) 1 < 0 » diritta » » 

ai » » » nmmcciolita 




Lasciamo come esercizio le analoghe deduzioni per lo specchio convesso; dicia¬ 
mo solo che nel caso h (oggetto reale) l'immagine virtuale è diritta e rimpic¬ 
ciolita. Un esempio di quest’ultima situazione si ha negli specchi che vengono 
collocati m incroci stradali dove non si ha una buona visibilità; invece un 
esempio del caso c è il classico piccolo specchio concavo da barba 


14.9. Un piccolo quadrato di lato d = 1 cm è posto sull’asse di uno specchio 
sferico concavo di raggio 50 cm nella posizione indicata in figura; la 
distanza P 2 V è d = 35 cm. Determinare dove si forma e che aspetto ha 
l’immagine del quadrato data dallo specchio. 


L’equazione dello specchio (14.2 o 14.4) si scrive numericamente 


25 p 
25 -p 


cm oppure p 


25 q 

~ 25 + q 


cm 


e le immagini (reali) dei punti P x {p x = 36 cm) e P 2 ipi - 35 cm) cadono nei 
punti Qi {qi = -81.8 cm) e 0 2 (<? 2 = -87.5 cm). Gli ingrandimenti relativi alle 
posizioni di Fi e P 2 sono, per la (14.13), 

/(P ) = /, = —2l = 2 .27 , /(P 2 ) = / 2 = —^=2.50 . 
v pi P 2 


□1 

1 2 


3 


4 


L'immagine risulta capovolta, sia verticalmente che longitudinalmente (si noti 
che la figura è m scala per i rapporti tra le lunghezze dei lati, ma non per le 
distanze dallo specchio). Numericamente: 
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Si tratta essenzialmente di eseguire uno studio sistematico come quello del 
problema 14.8 per lo specchio sferico. L’equazione è la (14.5); le (14.7) danno 
le due distanze focali. Indichiamo schematicamente i quattro casi possibili: 


© 

n \ < n 2 

, R> 0 



ni > n 2 

, R> 0 

-K- 

© 

«1 <n 2 

, R< 0 

- *\ 

© 

n i > n 2 

, R< 0 



Già dalle figure si vede che risolti i casi © e @ sono risolti rispettivamente i 
casi © e ©, che si ottengono dai primi scambiando l’oggetto con l’immagine e 
R con -R (c’è simmetria nspetto al vertice). Inoltre anche il secondo caso si 
può ricavare dal primo con la trasformazione p^-q, q->-p. Infatti la 
(14.5) nei due casi si scrive 

”i j «2 _ n 2 — + ”i — n 2 

PI R ’ p q R 

e si vede che si passa dalla prima alla seconda appunto con lo scambio suddet¬ 
to. Alla fine basta dunque lo studio di un solo caso, che lasciamo come 
esercizio. 

I vari risultati sono schematizzati nelle figure seguenti. 





© 

■o 

_ 0 



o _— 


- c 2 


© P 


e ' 

— érti- <; 


. 







a - ——= 4 : 

- P 

—Fj -- / 


" 


I diottri si dicono convergenti o divergenti a seconda che il potere diottrico 
(n 2 ~ n x )/R sia positivo o negativo; sono convergenti i diottri del tipo © e ©, 
divergenti quelli degli altn due tipi. Nei diottri convergenti i fuochi sono reali, 
in quelli divergenti sono virtuali. I piani ortogonali all’asse nei punti F 1 e F 2 si 
chiamano piani focali; i loro punti godono di proprietà analoghe a quelle viste 
nel problema 14.10: essi sono cioè le immagini di punti all’infinito che inviano 
raggi paralleli tra loro, ma non all’asse del sistema. 

Come per gli altri strumenti visti finora si dimostra che in condizioni 
parassiali oltre allo stigmatismo c’è anche aplanatismo, per cui ha senso parlare 
di ingrandimento trasversale; non c’è invece acromatismo, per la presenza nelle 
equazioni dell’indice di rifrazione. Le espressioni dell’ingrandimento trasversale 
sono date dalle (14.14); per l’ingrandimento longitudinale si procede esatta¬ 
mente come nel problema 14.9; a partire da (14.16) utilizzando (14.14-14.15) si 
trova 

Aq _ q 2 ~ ffi _ n 2 i i _ _Jll_ /2 

Ap P2~ Pi n \ dp n x - 
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Concludiamo con un’osservazione, se si esaminano i vari risultati ottenuti 
o citati in questo problema si vede subito che ponendo n 2 = — ni si riottengono 
tutte le formule relative allo specchio sferico. La ragione del segno meno sta 
nel fatto che, a differenza di quanto avviene nella trasmissione, dopo la rifles¬ 
sione la luce si propaga da destra a sinistra, il che, nelle nostre convenzioni, 
equivale all’adozione di un segno meno. 


14.12. Una sfera cava di raggio interno R x e raggio esterno R 2 = 5 cm è fatta di 
vetro (n 2 = 1.5) ed è riempita di mercurio. Di un punto luminoso posto 
sull’asse e distante p = 30 cm dal vertice V il sistema dà un’immagine 
virtuale posta all’interno della sfera a distanza q" = 3.18 cm dal vertice 
V. Calcolare il raggio interno R x . Se l’oggetto è una freccia lunga 1 cm, 
ortogonale all’asse, quanto è alta l’immagine ? 

La luce che colpisce il sistema incontra un primo diottro aria-vetro di 
caratteristiche note («1 = 1, n 2 = 1.5, R 2 = 5 cm), uno specchio sferico conves¬ 
so costituito dalla superficie del mercurio con raggio incognito Ri e poi, dopo 
la riflessione, un secondo diottro vetro-aria simmetrico del primo L’immagine 
di ciascuno strumen.o funge da oggetto per il successivo Abbiamo. 


primo diottro 

«i n 2 _ n 2 — «i 

p q R 2 


<7 = 


n 2 R 2 p _ 

(«2 — «i)p — n x R 2 


= 22.5 cm 


p ' = (R 2 - Ri) - q = - (Ri + 17.5) cm 


specchio sferico 

J_1_ = _2_ 

p' q' R x 


R X (R X + 17 5) 
R x +35 


cm 


La prima immagine è reale e si forma nel punto Q al di fuon della sfera, essa 
diviene l’oggetto virtuale P' per lo specchio che ne dà un’immagine Q' virtua¬ 
le: infatti essendo R,>0 anche q'> 0 e l’immagine Q' è dietro lo specchio. 
Q ' a sua volta è l’oggetto reale P" per il diottro vetro-aria che ne dà un’imma¬ 
gine virtuale Q" in posizione nota Risolviamo allora l’equazione del diottro 
facendo attenzione al fatto che q" = —3.18 cm e R 2 = — R 2 = —5 cm: 


+ ?» .. =* P " =--= 3 62 cm ; 

p" q" R 2 (ni - n 2 )q" - n x R% 


giustamente risulta p"> 0 in quanto P" è un oggetto reale. Abbiamo detto che 
P" coincide con Q', però uno è misurato rispetto al vertice del diottro e l’altro 
rispetto al vertice dello specchio; pertanto 

p" = (R 2 - R\) + q' =■ q' -p" - (R 2 ~ Ri) - Ri ~ 1-38 cm . 
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Eguagliando questa espressione a quella precedentemente trovata per q si 
riSya Ri = 2cm. In figura sono mostrati il percorso di alcuni raggi e la 
posizione dei vari punti oggetto e immagine (la dimensione trasversale e mol 

esagerata). 


arra \ mercurio I 

vetro 

L’ingrandimento trasversale totale è eguale al prodotto dei singoli ingran¬ 
dimenti: 

n x q l q'\ JMl _ iilil = -5.2 • IO -2 . 

n 2 p ’\ P'ì »iP" PP'P" 

L’immagine finale della freccia è virtuale, diritta e rimpicciolita di circa un 
fattore 20. 



14 13 Una lente semplice spessa è costituita da una sfera di vetro (n 2 - 1.5) 

-, figiin s f era è R = 10 cm. Determinare la posi- 

immersa in aria; il raggio aeua sjeru e n. ™ 

Zione dei piani principali e la distanza focale della lente. 


Cominciamo col calcolare le posizioni dei fuochi della lente; per far questo 
consideriamo le (14.9) che scriviamo: 

J_ + _L~L = 0.05 , p 2 = 20 — q x , i! + -ì- = 0.05 . 

pi 9i n qi 

Posto p x = + 00 nella prima, q x = 30 cm, p 2 = -10 cm, q 2 = 5 cm: il fuoco 
posteriore F 2 è reale e dista 5 cm dal vertice destro della'ente ovverol^cm 
dal centro Se invece poniamo q 2 = + °°. p 2 — 30 cm, q x 10 cm, p x 
fi fuoco anteriore F x della lente è reale e dista 5 cm dal vertice simstro owero 
15 cm dal centro. Questa simmetria nella posizione dei fuochi e dovuta alla 
simmetria della lente. Nel caso generale, con R x e R 2 qualsiasi e distanza 
i diottri qualsiasi, si trova, sempre dalle (14.9): 


fuoco anteriore p x (F x ) = - 


fuoco posteriore q 2 (F 2 ) - - 


n 2 — «i 
n x R 2 


(«2 - «i.)t + n 2 R 2 
(«2 — n x )t + n 2 (R 2 — Ri) 

(«2 — n x )t — «2 Ri 

! (n 2 ~ n x )t + n 2 (R 2 — Ri) 


le distanze sono misurate rispetto ai vertici dei due diottri. Si vede he p ? 
solo se r = 0 (lente sottile) oppure se Ri = -R 3 (lente ammetn«). 
timo caso, se inoltre t = 2R si ottiene p x = q 2 = («2 ~ 2n x )R/2(n x n 2 ) c 
la formula risolutiva per la nostra lente sferica. 
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Abbiamo dunque trovato espressioni generali e particolari per le distanze 
dei fuochi dalle superficie diottriche che delimitano la lente; però le distanze 
focali sono le distanze dai piani principali. Riprendiamo allora la figura del 
paragrafo 14d. con maggiori particolari, specificando che- 


secondo 



— Fi è il fuoco anteriore, FjPj è la distanza focale f x ; 

— £>i è l’immagine di Fj data dal primo diottro e fa da oggetto per il secondo 
diottro (con immagine aH’infimto) per cui CiDi = q x <Q, C 2 Di = p 2 > 0; 

— F 2 è il fuoco posteriore, F 2 F 2 è la distanza focale / 2 ; 

— D 2 è l’immagine del punto all’infinito data dal primo diottro e fa da ogget¬ 
to per il secondo diottro (con immagine in F 2 ) per cui C\D 2 = q x > 0, 
C 2 D 2 — pi < 0 

Si noti che lavoriamo contemporaneamente su due situazioni: in una l'og¬ 
getto è all’infinito e l’immagine in F 2 , nell’altra l’oggetto è in Fj e l'immagine 
all'infinito; però usiamo gli stessi simboli p x , q u p 2 , q 2 senza aggiungere altre 
notazioni per distinguere i due casi in quanto il significato è ogni volta evi¬ 
dente. 

Per trovare la distanza focale fi consideriamo due coppie di triangoli si¬ 
mili: 

BiCiFi simile a A,F,F, => = = , 

Ai Pi P,F, fi 

B 1 C 1 D 1 simile a £, C 2 D X => A£l = -^L=_JL ; 

Fi C 2 C 2 D i p 2 

il segno meno occorre perché qi e p 2 sono di segno opposto. Siccome 
A x Pi = E\C 2 abbiamo 

fi = -p 2 ■ (b) 

<?i 

Procedendo in modo analogo per il secondo fuoco si trova 

f2=-qi^r- (c) 

P 2 

Utilizzando le (a) e la p 2 = t - q x si arriva a dimostrare che 

— _ n-i n 2 R} R 2 _ ... 

2 (n 2 — «i) [(n 2 — rii)t + n 2 (R 2 — Fj)] ' ^ 


Il primo piano principale giace perciò a distanza / da Fi sulla destra e il 
secondo piano principale giace a distanza / da F 2 sulla sinistra. I fuochi, pur 
non essendo in generale equidistanti dalle superficie che delimitano la lente, lo 
sono rispetto ai piani principali. 

Per la sfera di vetro, dalla (d) con Fi = — F 2 = F e r = 2P, si ottiene 


n 2 R 


2(n 2 - ni) 


15 cm 


vista la posizione dei fuochi si constata che i due piani principali coincidono 
tra loro e passano per il centro della sfera che costituisce l'unico punto princi¬ 
pale del sistema. 

Se si misurano le distanze oggetto a partire dal primo piano principale e 
quelle immagine dal secondo si dimostra che l’equazione della lente spessa 
diviene 



/ 


(e) 


e che questa relazione resta valida anche per una lente composta. 

Nella pratica, quando si acquista una lente viene data dal costruttore la 
distanza focale per cui è facile ricavare la posizione dei piani principali con 
una misura sperimentale che determini la posizione dei fuochi. Se invece non è 
nota la focale si può compiere questa misura: si individua la coppia di punti F 
e Q per i quali l’ingrandimento è eguale a 1; dalla (14.15) si ha p—/*» 
=/=<?“/ ovvero PFi = / = QF 2 \ se si erano prima determinati i fuochi si 
arriva alla focale. 


14.14. Ricavare dal problema 14.13 il caso della lente sottile (t — 0). In base al 
potere convergente 1 // una lente si dice convergente o positiva se 1 //> 0 
oppure divergente o negativa se l//< 0. Studiare per una lente sottile, di 
indice di rifrazione n 2 immersa in un mezzo di indice ni, le varie possibi¬ 
lità che si hanno in funzione di n s , n 2 , Ri, R 2 . 

Se t = 0 i fuochi sono simmetrici rispetto alla lente, come già notato a 
proposito della (a) del problema 14.13; la distanza dalla lente risulta 
niRiR 2 /[{n 2 - n x ) {R 2 - Fi)]. Dalla (d) dello stesso problema si vede che que¬ 
sta è anche l’espressione della distanza focale. Pertanto i piani principali coin¬ 
cidono tra loro e col piano della lente e il centro della lente è l’unico punto 
principale; queste proprietà sono vere per qualunque valore dei raggi R x e F 2 
purché il mezzo a destra sia eguale al mezzo a sinistra della lente. Quindi, per 
una lente sottile 

ni RjR 2 1 _ «2-"i / 1 . 1 \ 

n 2 — «i R 2 — R x f n x \ Fi F 2 / 

L’equazione della lente è sempre la (14 10) con il valore di / appena dato, 
analogamente, resta valida la (14.15) per l’ingrandimento. 
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Quando n 2 >n 1 , la positività o negatività di una lente dipende dall’essere 
1/Ri maggiore o minore di 1 / R 2 . In figura sono indicati ì vari casi possibili. 


Una semplice regola mnemonica è la seguente: una lente più spessa al 
centro che al bordo è convergente, più stretta al centro che al bordo è diver¬ 
gente. 

Se n 2 < «i I risultati si scambiano. 

Nella tabella sono presentate le varie situazioni possibili per le distanze 
oggetto e immagine; notiamo che nelle lenti convergenti I fuochi sono reali 
mentre nelle divergenti sono virtuali. 



+ °°>p>f ogg. reale 
f>p> 0 » reale 

0 > p > — 05 » virtuale 

+ » >p > 0 ogg. reale 
0 >p >/ » virtuale 

f>p> — 05 » virtuale 


f<q< + os imm. reale 


- oo < q < 0 

0 < q <f 

f<q< 0 

0 < q < + oo 

— oo < q </ 


» virtuale 
» reale 

imm. virtuale 
» reale 
» virtuale 


14.15. L’occhio umano si può schematizzare nel modo seguente: una superficie 
diottrica sferica di raggio R = 0.8 cm, la cornea, che separa l’aria dall’u¬ 
more acqueo spesso ty = 0.5 cm e con indice di rifrazione n 2 = 1.34; 
quindi una lente sottile biconvessa simmetrica, il cristallino, di raggio R c 
e indice di rifrazione n 3 = 1.44 seguita dall’umore vitreo, spesso t 2 = 2.0 
cm e con indice di rifrazione n 2 , alla fine del quale si trova la retina. 
Tutte le superficie diottriche considerate hanno lo stesso asse. Si abbia un 
oggetto sull’asse, posto prima a distanza infinita (punto remoto), poi a 
distanza d = 25 cm (punto prossimo) dal vertice della cornea. Calcolare 
nei due casi quale deve essere il raggio di curvatura R c del cristallino 
affinché l’immagine si formi sempre sulla retina. 


Dobbiamo essenzialmente trattare il diottro aria-umore acqueo e la lente 
sottile immersa in un mezzo con lo stesso ìndice di rifrazione a sinistra e a 
destra della lente. Le equazioni sono, rispettivamente: 


«1 , n 2 _ « 2~«1 
p q R 



n 3 - n 2 


_1_ l_ 

Ri Ri 



n 2 
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I raggi Ry e R 2 valgono R c e - R c ; p' è ty - q e q' = t 2 dovendo l’immagine 
formarsi sulla retina; a ciò appunto provvede la variabilità di R c . 
Numericamente. 



_L 1 _ 0.15 
p' + 2.0 R c 


Nei due casi proposti: 


p = + oo , 5 = 3.12 cm , p' = -2.62cm , 


p = 25 cm , 5 = 3.44cm , p' = -2.94cm . 

Le immagini date dal diottro cadono entrambe oltre la retina, per cui è neces¬ 
saria la convergenza apportata dal cristallino, che nel secondo caso deve essere 
più forte; nel secondo caso cioè il raggio deve essere minore che nel primo. 
Risolvendo l’equazione della lente con i valori dati per p ' e q ' si trova: 

Rc(+ 00 ) = 1-27 cm , /=8.47cm , -y- = 11.8 diottrie 
R c (25 cm) = 0 94 cm , /=6.27cm , -j- = 15.9 diottrie 


Come informazione diciamo che la focale di tutto il sistema quando è accomo¬ 
dato all’infinito è 2.38 cm e che il primo piano principale si trova 0.71 cm 
oltre la cornea e il secondo 0.12 cm, si parla m tal caso di piani principali 
incrociati. 

L’occhio normale (emmetrope) è capace di focalizzare oggetti posti tra il 
punto remoto e il punto prossimo. L’occhio ipermetrope ha il punto prossimo 
più lontano di 25 cm, mentre l’occhio miope ha il punto remoto a distanza 
finita. Il primo è troppo poco convergente, nel senso che riesce a dare immagi¬ 
ni solo per oggetti relativamente lontani, mentre per oggetti vicini la conver¬ 
genza non è sufficiente a formare l’immagine sulla retina; per correggere tale 
difetto occorre una lente convergente. L’occhio miope è invece troppo conver¬ 
gente: per punti lontani esso non forma l’immagine sulla retina e occorre una 
lente divergente per correggerlo. 


14.16. Un oggetto puntiforme luminoso P è posto a distanza d da uno schermo 
S. Se si interpone una lente sottile tra l’oggetto e lo schermo si nota che, 
a seconda della focale, ci sono due, una o nessuna posizione della lente 
tali che l’immagine dell’oggetto si formi sullo schermo. Determinare nei 
vari casi che rapporto sussiste tra f e d. In particolare, se d = 50 cm e se 
ci sono due posizioni, distanti 10 cm tra loro, nelle quali la lente dà 
l’immagine sullo schermo, calcolare quanto vale la focale della lente. 
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Scriviamo così l’equazione della lente: 

— H--— = — =p x 2 -dx + df = 0 

x d-x f 

d±(d 2 - 4 df) 1/2 

=> x — - 1 -—- . 

2 

È allora possibile che P sia l’oggetto e Q sia l’immagine solo se d > 4/. 
Precisamente: 

d>4f due posizioni Xj e x 2 , simmetriche rispetto al punto mediano, 
d = 4f una posizione, x = d/2 , 
d<4f nessuna posizione. 

Nel caso numerico proposto x 2 - x x = 10 cm; dalla (a) x 2 - xi =(d 2 — Adf) 1 ' 2 e 
quindi 

d 2 - (x 2 - xi) 2 _ = 12 cm _ 

4 d 

Questo problema mostra un metodo pratico per la determinazione, almeno 
approssimativa, della distanza focale di una lente sottile convergente. 



14.17. Due lenti sottili immerse in aria, una convergente e una divergente, han¬ 
no lo stesso asse e sono fatte dello stesso materiale (n 2 = 1.7S). I raggi di 
curvatura delle quattro superficie diottriche sono tutti eguali in modula a 
R = 30 cm. Un fascio di raggi paralleli all’asse colpisce prima la lente 
convergente e poi quella divergente. Determinare per quali valori della 
distanza t tra le due lenti il sistema dà un’immagine reale e per quali una 
virtuale. Discutere il caso generale di due lenti sottili separate da una 
distanza t. 

Essendo i raggi di curvatura eguali, la prima lente deve essere biconvessa 
(Ri = 30, R 2 = -30 cm) e la seconda biconcava (Ri = -30, R 2 = 30 cm) Le 
focali sono 


fi=f* = 20 cm , f 2 = -/* = - 20 cm 
e il sistema di equazioni delle due lenti è 



_L 

/• 


Pi = t-<h 



Nel caso proposto pi = +“, qi=f*, Pi = t~f*, qi =/*(f* ~ t)/t. Si con¬ 
clude: 


1) t = 0 q 2 = » 

2) 0<I</* q 2 >0 


lenti addossate, effetto nullo, 
immagine reale, 
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3) i=/* q 2 — 0 effetto della seconda lente nullo, 

4 ) t>f* <j 2 <0 immagine virtuale 


Nel caso più generale occorre calcolare le posizioni dei fuochi e il valore 
della focale per poter dire di conoscere il sistema. Le equazioni sono 




p 2 = t-q i 



_L 

h 


Ponendo p 2 — 4- °°, q i ~ fi> Pi ~ ^ —fi ® risolvendo in q 2 si ha la distanza dalla 
seconda lente del fuoco posteriore F 2 del sistema: 

Ponendo invece q 2 — + °°, p 2 = fi, qi = t ~ fi e risolvendo in pi si ha la distan¬ 
za dalla prima lente del fuoco antenore Fi del sistema: 

Stiamo seguendo essenzialmente il procedimento del problema 14.13, di cui 
possiamo usare la (b) oppure la (c) insieme rispettivamente alla (b) o alla (a) 
di questo problema Così facendo otteniamo, per esempio con la coppia (c) e 

(a) 

= / 2 ( f -/0 1 - . -ùè _ 

f qi PI h t-fi-h l ~h h+h- 1 


1 = JL 

/ fi 


+ 


h 


fifi 


(C) 


Note le posizioni di Fi, F 2 e la focale si può risalire alla posizione dei piani 
principali. In particolare due lenti sottili addossate si comportano come un’uni¬ 
ca lente la cui focale è data da 


! = _i 

/ h 


+ 


JL 

fi 


(d) 


Per un sistema complesso non si può dedurre una conclusione sulla con¬ 
vergenza o divergenza dal segno di /, come per una lente sottile Nel nostro 
caso per esempio dalla (c) si conclude che essendo fi = - fi la focale / è 
sempre positiva, ma sappiamo che il sistema non è sempre convergente, ciò 
vuol dire che i fuochi sono esterni rispetto ai piani principali, ma non necessa¬ 
riamente rispetto alle due lenti. In numeri risulta/= 400/i cm se t è espresso 
in centimetri e si possono ritrovare 1 risultati già visti avendo in più 1 informa¬ 
zione sulla focale. 

Il sistema di due lenti, una positiva e una negativa, messe in modo da 
dare un’immagine reale, è usato nei teleobiettivi. 
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14.18. Una lente sottile piano-concava (n 2 = 1.33) è costituita da un materiale 
deformabile per cui la parte concava può cambiare forma. Ad essa viene 
addossata una lente sottile biconvessa di vetro, la cui focale vale 15.8 cm. 
In queste condizioni la focale del sistema è 21.6 cm. Se si gira la lente in 
modo che presenti al materiale deformabile l’altra superficie, la focale 
diviene 21.3 cm. Calcolare l’indice di rifrazione n 3 del vetro della lente. 

Avendo due lenti sottili a contatto utilizziamo la (d) del problema 14.17. 
con / focale complessiva, fi focale (variabile) della lente piano-concava e / 2 
focale (fissa) della lente di vetro Poiché / e f 2 sono noti, nella prima situazio¬ 
ne troviamo/, =-58.8 cm, nella seconda /, = — 61 2 cm. La focale di una 
lente sottile è data dalla (14.11): ora però uno dei due raggi è infinito per cui 
fi = -« 1 ^ 2/(«2 ~ n t ). Posto «i = l troviamo che 1 due raggi di curvatura del 
materiale deformabile e pertanto 1 raggi di curvatura delle due facce della 
lente biconvessa sono 


Ri = 19.4 cm , R2 = 20.2 cm 


Sempre m oase alla (14.11) applicata ora alla lente sottile bi¬ 
convessa abbiamo 




m questo calcolo bisogna assumere 1 due raggi di segno opposto, p e 
Z?2-19.4 cm e /?£ = - 20.2 cm oppure Ri = 20.2 cm e R"= -19.4 cm (si 
ricordi che la lente è convergente e quindi Ri > 0, Ri < 0 nella nostra situa- 
zione si possono scambiare ì valori, ma non 1 segni) 


14.19. Sono dati i due sistemi ottici mostrati in figura; il primo è costituito da 
due lenti piano-convesse eguali, ciascuna di focale fi distanti 2//3 (ocula¬ 
re di Ramsden), il secondo da due lenti piano-convesse, una con focale 
tripla dell’altra, distanti la semisomma delle focali (oculare di Huygens). 
Con questi oculari si vuole guardare l’immagine data da un precedente 
sistema ottico, facendo sì che i raggi uscenti dall’oculare siano paralleli 
(l’oculare serve appunto per osservare con l’occhio le immagini date dagli 
obiettivi). Dire dove deve cadere l’immagine data dall’obiettivo nei due 
cosicalcolare inoltre le focali dei due oculari , 

Affinché i raggi uscenti siano paralleli l’immagine da osservare, che funge 
a oggetto per il sistema, deve cadere nel piano focale anteriore; occorre 

5™; 1 , 113 'Colare la posizione dei fuochi dei due oculari. Il risultato è dato dalla 
(b) del problema 14.17, p =/, (i -f 2 )/( t -fi -/ 2 ). 

Nell oculare di Ramsden le due lenti sono eguali per cui /, = f, = f e 
inoltre t - 2f/3; pertanto p =//4- l'immagine da osservare deve cadere davanti 
alla prima lente (detta di campo) a f/4 da questa. In tal senso deve essere 
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regolata la posizione dell’oculare rispetto all’obiettivo. La focale totale si ricava 
dalla (c) del problema 14.17: 


1 _ 1 1. 2 / _ 4 

/• f f 3 f 3/ 



Nell’oculare di Huygens /, = 3/, / 2 =/, t = (fi +/ 2 )/2 = 2/ e quindi 
p = -3//2. L’immagine data dall’obiettivo deve cadere oltre la prima lente di 
una quantità pan a metà della distanza focale della lente medesima e m tal 
senso va regolata la posizione dell’oculare rispetto all’obiettivo. La focale ri¬ 
sulta 


_L= J_ + JL 

r 3 / / 


2/ _ 2 
3 f 3/ 



L’oculare di Ramsden è convergente, quello di Huygens è divergente; col 
primo si possono anche guardare oggetti reali mentre ciò non è possibile col 
secondo (naturalmente se si vuole che i raggi escano paralleli). 


14.20. Due lenti sottili convergenti biconvesse, con l’asse ottico in comune, sono 
poste a una distanza t = 50 cm tra loro. Ciascuna lente è simmetrica e i 
raggi di curvatura valgono rispettivamente R = 40 cm e R ' = 20 cm; l’in¬ 
dice di rifrazione del vetro delle lenti è n 2 = 1.5. Lo spazio tra di esse è 
riempito da un mezzo con indice n 3 . Un fascio di raggi paralleli colpisce 
il sistema e l’immagine fornita, reale, cade 6.2 cm oltre la seconda lente. 
Calcolare il valore di n 3 . 


Non possiamo applicare questa volta l’equazione delle lenti sottili perché il 
mezzo a sinistra di una lente non è eguale a quello di destra. Dobbiamo 
pertanto utilizzare le equazioni dei singoli diottri. Per la prima lente: 

n i f n 2 _ " 2 -»i «2 ! n 3 _ n 3 -n 2 

P q R ’ P q ’ p' q' -R 
Sommando la prima e la terza, tenendo conto della seconda, si ottiene 
«1 «3 _ 2 «2 ~ «1 ~ «3 

p q' R 


JSS 
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che costituisce l’equazione cercata. Si nota subito che le distanze focali anterio¬ 
re e postenore non sono eguali, bensì f\/f 2 = «i/n 3 . 

Il sistema delle due lenti obbedisce alle equazioni: 

ni n 3 _ 2ra 2 - »i - n 3 ra 3 _ 2 - n 3 

p q R q 40 

p' = 1 — q => p ' = 50 — q 

(p = +°°) 

ra 3 «i _ 2n 2 ~ »i ~ " 3 «3 , 1 _ 2 - n 3 

p' q' R' p' 6.2 20 

essendosi utilizzati i simboli p t q per la prima lente, p' e q' per la seconda e 
ì valori numerici del testo. Sviluppando 

40 n 3 , _ 100 - 90 n 3 , _ 124 fi 3 

^ 2 — n 3 P 2 — n 3 ’ ^ 76 + 6.2 n 3 

Eguagliamo le due espressioni di p' e otteniamo 341 n 3 - 92 n 3 - 380 = 0, che 
ammette una sola soluzione fisica, n 3 = 1.2. 


14.21. Il sistema ottica di un microscopio è formato da un obiettivo di focale 
fi = 1.2 cm e da un oculare convergente di focale f 2 = 5 cm. Se l’oggetto 
dista p = 1.4 cm dall’obiettivo, calcolare la distanza tra le lenti e l’ingran¬ 
dimento visuale totale. 

L’immagine dell’oggetto data dall’obiettivo deve cadere nel piano focale 
anteriore dell’oculare (vedi problema 14.19: così per ogni punto deH'immagme 
esce dall’oculare un fascio di raggi paralleli). Dall’equazione dell’obiettivo 
l/p + l/q = l//i con p = 1.4 cm e /) = 1.2 cm sì ricava q = 8.4 cm; la distanza 
tra le lenti è quindi q + f 2 — 13.4 cm. 

Lo schema del microscopio con questi numeri è riportato in figura. Se 
l’oggetto è alto y l’angolo visuale è dato da tg a = y/d = y/25 se d è la distan¬ 
za di visione distinta (25 cm) e y è espresso in centimetri. Con l’aiuto del 
microscopio l’angolo sotto cui è visto l'oggetto diviene tg/3= — y'/f 2 per cui 
l’ingrandimento visuale (14.17) è 



dove li è l’ingrandimento trasversale dell’obiettivo e V 2 l’ingrandimento visuale 
dell’oculare. Il segno meno, derivante dal fatto che a e fi hanno segno oppo¬ 
sto, indica che l’immàgine è capovolta. 
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È evidente il miglioramento apportato dall’aggiunta dell’obiettivo rispetto 
alla lente di ingrandimento (paragrafo 14e.) che m pratica consta solo dell’ocu¬ 
lare: prima di essere vista attraverso l’oculare l’immagine dell’oggetto è ingran¬ 
dita dall’obiettivo (per cui conviene che p sia di poco maggiore di fi). 

Nel caso proposto, in modulo, V = ( q/p) ( d/f 2 ) = 30. 

In un microscopio reale l’obiettivo e l’oculare sono sistemi complessi di 
lenti corrette per le aberrazioni; il principio di funzionamento è però quello 
qui delineato. 


14.22. Un telescopio astronomico è costituito da due lenti convergenti, l’obiettivo 
e l’oculare, il primo di focale fi = 100 cm, il secondo di focale f 2 = 10 
cm. Calcolare la distanza tra le lenti e l’ingrandimento visuale del telesco¬ 
pio; determinare inoltre dove si forma l’immagine dell’obiettivo data dal¬ 
l’oculare e di quanto f ingrandita trasversalmente. 

La luce proviene praticamente da infinito, con angoli tra zero e a. e 
l'immagine data dall’obiettivo si forma nel suo piano focale posteriore; questo 
deve coincidere col piano focale antenore dell’oculare, per cui la distanza tra 
le lenti, ovvero la lunghezza del telescopio, è /) +f 2 = 110 cm. Dalla figura si 
deduce che l’angolo visuale a si calcola da tga = y'/fi, mentre l’angolo sotto 
cui l’immagine è vista dall'occhio si ricava da tg P=-y'/f 2 (segno meno 
immagine capovolta). Pertanto 

V = — II. = —10 . 

fi 

L’obiettivo del telescopio non è usato 
per ingrandire, ma semplicemente per 
formare un’immagine reale che viene '-, mmsg ,„ eae „ oae „ j 

guardata con l’oculare. 

La posizione delPimmagme dell’obiettivo data dall’oculare si calcola dall’e¬ 
quazione l/p + l/q = l// 2 con p — fi 3/26 risulta q —f 2 (fi + fi)/f\ — fi essen¬ 
do f\ » f 2 \ l’ingrandimento I — q/p è eguale a f 2 /f\. Numericamente 

q = 11 cm , 1 = 0.1 . 

Se la limitazione del fascio incidente è fatta con l’obiettivo, cioè se i raggi 
più estremi accettati sono quelli che passano vicino al bordo di questo, è allora 
evidente che conoscere dove si forma l’immagine dell’obiettivo e quanto è 
grande dà le dimensioni massime del fascio uscente m quel punto. Poiché 
d’altra parte l’occhio viene messo generalmente vicino al fuoco F 4 , un confron¬ 
to tra il diametro dell’immagine dell’obiettivo e quello della pupilla dell’occhio 
(') ìndica quanta luce viene effettivamente utilizzata per la visione. Quando fi, 

(') Diaframma ad apertura variabile, circondato dall’iride, posto tra la cornea e il cristallino, 
come diametro tipico si può assumere 2 mm 



i * 

obiettivo oculare \ 
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f 2 e diametro dell’obiettivo sono tali che il diametro del fascio uscente coincide 
con il diametro della pupilla, si è nelle condizioni di ingrandimento normale. 

In un sistema ottico formato da molti elementi per stabilire quale lente o 
diaframma limiti di più il fascio incidente basta riportarli nello spazio oggetti- 
questo vuol dire considerare ciascuna particolare apertura come immagine ri¬ 
spetto al sistema ottico costituito da tutti gli elementi che stanno alla sua 
sinistra e calcolare la posizione e le dimensioni dell’oggetto corrispondente La 
più piccola di queste aperture oggetto, nel senso di essere quella vista sotto 
l’angolo minore dall’oggetto luminoso che si vuole guardare, si dice pupilla di 
entrata e la sua immagine data dal sistema si dice pupilla di uscita. Nel nostro 
esempio la pupilla di entrata è l’obiettivo stesso e la pupilla di uscita la sua 
immagine data dall’oculare. In un sistema complesso è la pupilla di uscita che 
va confrontata con la pupilla dell’occhio. 

Il sistema ottico descritto è detto cannocchiale di Keplero ; il fatto di capo¬ 
volgere le immagini lo rende più adatto ad usi astronomici che terrestri. 


14.23. In un cannocchiale di Keplero (problema 14.22) l’oculare ha focale / 2 = 7 
cm mentre l’obiettivo può avere tre focali diverse, 70, 49 o 28 cm; imme¬ 
diatamente prima dell’obiettivo c’è un diaframma che funge da pupilla 
d’entrata e il cui diametro è d = 14 mm. Assumendo per la pupilla del¬ 
l’occhio un diametro d 0 — 2 mm, calcolare nei tre casi qual è l’illumina¬ 
zione media dell’immagine retinica rispetto all’osservazione ad occhio 
nudo. 

Ricordando ì risultati del problema 14.22 e chiamando d' il diametro della 
pupilla di uscita, compiliamo la seguente tabella 


fi (cm) 

/z(cm) 

1/ 

d(mm) 

I(d) 

d'(mm) 

do(mm) 

70 

7 

10 

14 

1/10 

1.4 

2.0 

49 

7 

7 

14 

1/7 

2.0 

20 

28 

7 

4 

14 

1/4 

3.5 

2.0 


Se l’occhio raccoglie senza strumento una certa quantità di luce che viene 
distribuita sulPimmagme retinica, con lo strumento la luce raccolta è (d/d 0 ) 2 
volte superiore. Questa entra tutta o in parte nell’occhio a seconda del rappor¬ 
to tra d' e d Q : precisamente, se d'^d Q entra tutta, se d' > d 0 ne entra la 
percentuale (d^/d 1 ) 2 per cui la luce raccolta è ( d/d 0 ) 2 {d 0 /d') 2 = {d/d') 2 volte 
superiore. Questa luce si distribuisce su un’area che è V 2 volte maggiore di 
quella della visione ad occhio nudo; la conclusione sull’illuminazione media 
dell’immagine si ha dal confronto tra ì valori della quantità di luce entrante 
nell’occhio e della superficie dell’immagine retinica, con riferimento all’occhio 
nudo. Pertanto: 



luce raccolta 

luce entrante 
nell’occhio 

area 

illuminamento 

medio 

occhio nudo 

1 

1 

i 

1 

d' <do 

49 

49 

100 

0.49 

d' = d 0 

49 

49 

49 

1 

d'>d Q 

49 

16 

16 

1 


L’uso dello strumento non porta dunque alcun vantaggio per quel che riguarda 
l’illuminazione media. Conviene scartare la terza possibilità e porsi in condizio¬ 
ni di ingrandimento normale (d ' = d 0 ) oppure nel primo caso in cui la diminu¬ 
zione di illuminazione è compensata dal maggior ingrandimento. Quest’ultima 
è una situazione che si realizza talvolta nei microscopi: potendosi utilizzare una 
forte illuminazione del preparato e quindi dell’occhio, si adotta una pupilla di 
uscita molto piccola, il che corrisponde a ingrandimento visuale molto grande. 

Il risultato trovato sull’illuminazione media non è vero solo per il partico¬ 
lare strumento considerato, ma è vero in generale; inoltre si dimostra che è 
vero punto per punto oltre che in media, sempre che si tratti di oggetti estesi 
('). Quando invece l’oggetto da esaminare e la sua immagine sono puntiformi, 
come avviene per una stella, allora il fatto fondamentale è la raccolta comples¬ 
siva di luce: l’uso di uno strumento porta ad un miglioramento proporzionale a 

0 d/d Q f. 


14.24. Per calcolare il potere risolutivo dell’occhio si supponga che la deviazione 
dei raggi avvenga solo sulla cornea (le variazioni di ìndice di rifrazione 
oltre di essa sono piccole). Il diametro della pupilla è 2R = 2 mm e la 
distanza della pupilla dalla retina è t = 25 mm; l’indice di rifrazione a 
sinistra della cornea è ni = 1, a destra è n 2 = 1.34. Determinare qual è la 
distanza minima tra due punti ancora distinguibili dall’occhio, quando 
essi siano alla distanza di visione distinta (25 cm); la luce usata abbia 
X = 550 mm. 

La limitazione dei fasci luminosi avviene a livello della pupilla; noto il suo 
raggio la (14.18) si scrive, tenuto conto che l’immagine si forma nell’umore 
vitreo, 

sen 6 = = o.25 • 10“ 3 =*> 0= 0.25 • 10~ 3 rad = 0.014° . 

n 2 R 

I dischetti di diffrazione hanno un diametro pari a 2r0 = 12.5 pm, per cui la 
condizione di risoluzione di Rayleigh richiede come distanza tra il centro di 
uno e il bordo dell’altro ~ 6.3 pm. Il potere risolutivo angolare, secondo 
(14.19), è 


(') A Rostagm, Fisica Generale, UTET 1978, Voi II, pg 570 e seguenti 
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p ss — = 4 • IO 3 rad -1 . 

v e 

Si noti che questi valori dipendono esclusivamente dai parametri interni del¬ 
l’occhio; essi sono calcolati con luce gialla, ma cambiano poco entro lo spettro 
visibile. 

Vediamo ora di calcolare qual è la corrispondente distanza minima tra due 
punti, posti a 25 cm dall’occhio, affinché siano visti distinti. Allo scopo basta 
usare la formula (14.14) che dà l'ingrandimento di un diottro, con p = 25 cm, 
q = 2.5 cm, y'= 6.3 pm, n 2 = 1.34, e si trova y = 84.4 pm. La separazione 
minima risulta, m questo modello semplificato, di circa un decimo di millime¬ 
tro alla distanza della visione distinta. In effetti ciò corrisponde ai risultati 
sperimentali. 

In figura è riportato un disegno schematico con le dimensioni trasversali 
degli oggetti e gli angoli sottesi dal centro della pupilla. Poiché njsen0 = 
= n 2 sen0 e sen0 = O61 X/n 2 R, risulta 

sen <p - = 0.34 • 10“ 3 => 

n t R 

=*> tp = 0.34 • IO -3 rad = 0.019° 

Due punti nello spazio oggetti per essere distinti devono essere visti sotto un 
angolo che valga almeno <p. Se la distanza è 25 cm si ritrova 85 pm, se è 1 
Km si ottiene 34 cm e così via. 

Più m generale si dimostra che la minima distanza nello spazio oggetti, di 
indice di nfrazione «i, a cui devono trovarsi due punti per essere separati da 
uno strumento con pupilla di entrata di raggio R , è direttamente proporzionale 
alla lunghezza d’onda e inversamente aiV apertura numerica dello strumento 
(definita come il prodotto di n } per il seno dell’angolo sotto cui dall’oggetto è 
visto il raggio della pupilla): 

0.61 A 
* «jseny 

All’inverso di y si dà il nome di potere risolutivo lineare a. 

14.25. La luce proveniente da una sottile fenditura F illuminata, posta nel piano 
focale di una lente Li, attraversa un prisma di base L e angolo al vertice 
a che la devia, e successivamente una lente L 2 che dà della fenditura 
un’immagine nel proprio piano focale; il diametro di L 2 è d e la superfi¬ 
cie di L 2 viene tutta utilizzata (vedi figura). Poiché il materiale di cui è 
fatto il prisma è dispersivo, se il fascio non è monocromatico radiazioni di 
lunghezza d’onda diversa sono focalizzate in punti diversi. Supponendo di 
operare in condizioni di minima deviazione 6, calcolare la dispersione 
angolare D = dò/di. e il potere risolutivo R = A/ Al. del prisma. 



pupilla 


OTTICA GEOMETRICA 


535 


Ricordiamo dal problema 14.6 che ac=l 
l’angolo di deviazione minima <5 di un ec “i L 

prisma è dato da \/^~^ /\ , 

ó + a a . . * s -—' ^ 

sen—— = nsen — (a) l, j.' 

se n è l’indice di rifrazione. Lasciamo 

come esercizio il provare che m condizioni di deviazione minima il fascio di 
luce si mantiene parallelo alla base L nell’attraversare il prisma. Differenzian¬ 
do la (a) si ottiene 

di 5 _ 2 sen (a/2 ) dn 

dX~ 6+a dX ' ^ ’ 


Ma 5 + a = n - 2 6 , cos 


, mentre 


sen — =—- per cui 
2 21 

r, dò L dn , . 

D —dT’TJT ' <‘> 

D prende il nome di dispersione angolare del prisma e gioca lo stesso ruolo 
della dispersione del reticolo di diffrazione (problema 13.13). 

Calcoliamo adesso il potere risolutivo. La radiazione di lunghezza d’onda 
A ha come immagine sullo schermo 5 una riga luminosa di larghezza angolare 
determinata dalla diffrazione prodotta dalla lente, supponendo che questa si 
comporti come una fenditura di larghezza d• quindi Aty^lX/d. Un’altra ra¬ 
diazione con A' = A + AA dà una riga ancora larga A<p. se AX è piccola, 
separata dalla precedente di Ad=(L/d) ( dn/dX ) AX. Per il criterio di Ray- 
leigh le due figure si possono considerare distinte solo se A5 = A<p/2 = X/d. 
Eguagliando le due espressioni di A 6 si ha che il potere risolutivo vale 


Sia D che R dipendono dalla forma della funzione n(A) Nella maggior parte 
delle sostanze utilizzate m ottica l’indice di rifrazione è una funzione decre¬ 
scente della lunghezza d’onda che si rappresenta abbastanza bene con la for¬ 
mula di Cauchy 

n = A + (e) 


essendo A e B costanti. 
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14.26. La fenditura di uno spettrometro a prisma come quello descritto nel pro¬ 
blema 14.25 è illuminata con una sorgente contenente le lunghezze d’onda 
Ai = 589.0 nm e A 2 = 589.6 nm. Il prisma è equilatero ed è costituito da 
un vetro con n(Xj) = 1.57 e (dn/dX) x , = IO 3 cm -1 ; la focale della lente 
L 2 è / = 100 cm. Nel piano focale di L 2 è posta una lastra su cui 
vengono fotografate le righe prodotte per dispersione dal prisma. Si opera 
in condizioni di minima deviazione e si desidera che le due righe vengano 
risolte. Determinare il lato L del prisma, l’apertura d della lente, la 
separazione angolare e quella lineare sulla lastra delle due righe. Deter¬ 
minare inoltre quante incisioni per centimetro e quante in totale dovrebbe 
avere un reticolo di diffrazione per presentare la stessa risoluzione e per 
avere lo spettro del prim’ordine ad angolo eguale a quello di deviazione 
minima del prisma. 

Il potere risolutivo richiesto è i? = À/4À= IO 3 e quindi il lato L del pri¬ 
sma, per la (d) del problema 14.25, deve valere L = R/(dn/dX) = 1 cm. Dalla 
(b) possiamo invece ricavare la dispersione angolare: 

sen = nsen 4 = 1-57sen 30° = 0.785 

2 2 

=> 0 = 43.44° , cos -l±iL = 0.619 , £>«1.62 ■ IO 3 — . 

2 cm 

Nota la dispersione la (c) permette di calcolare l’apertura della lente: 

d = — = 0.62 cm 

D dX 

Infine Aò= DAX = 9.1 ■ IO -5 rad e Az=fA5 = 9.1 • IO -3 cm = 100 pm. 

Ricordiamo che in un reticolo di diffrazione con N fenditure m totale il 
potere risolutivo aH’ordine K è R = KN e che lo spettro di ordine K si ottiene 
ad un angolo di deviazione dato da psen<5 = KX essendo p il passo del retico¬ 
lo Il reticolo equivalente dovrebbe quindi avere passo p = A/sen <5 = 0.86 am e 
un numero di fenditure per centimetro pan a l/p = 11 7 • IO 3 . Da R = KN con 
K = i e R ~ IO 3 risulta N = IO 3 per cui la larghezza totale sarebbe appena 
Np = 0.86 mm. Se invece il reticolo fosse largo quanto la base del pnsma il 
suo potere risolutivo al prim’ordme sarebbe — IO 4 , di un ordine di grandezza 
migliore di quella del prisma. 


14.27. L’atomo di idrogeno, opportunamente eccitato, emette uno spettro di ri¬ 
ghe; tra queste ce n’è una serie, scoperta da Balmer, che sta nel visibile 
ed è descritta dalla formula 



(a) 


t 
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A è la lunghezza d’onda, R H una costante detta di Rydberg, n un numero 
intero che può assumere i valori 3, 4, 5, ... ; se A è espressa in centime¬ 
tri R h = 1-097 • IO 3 cm -1 . In particolare per n = 3 si ottiene la riga H„ 
(X a = 656.3 nm) e per n = 4 la riga Hp (Xp = 486.1 nm). Anche il deute¬ 
rio, un isotropo dell’idrogeno con numero di massa 2, eccitato allo stesso 
modo dell’idrogeno, emette uno spettro di righe con una serie nel visibile 
descritta dalla 


Il valore di R D è tale che la riga Dp ottenuta con n = 4 differisce dalla 
corrispondente Hp di 0.13 nm. Supposto che eccitando l’idrogeno si vo¬ 
glia mettere in evidenza l’esistenza del deuterio separando la riga Dp dalla 
Hp, calcolare il valore del lato di un prisma equilatero capace di risolvere 
le due righe operando in condizioni di minima deviazione e sapendo che 
l’indice di rifrazione del vetro usato varia così con A. - 


1.6546 


1.6499 


1.6434 


Calcolare inoltre quante righe per centimetro e quante in totale deve 
avere un reticolo per dare la stessa risoluzione e lo stesso angolo di 
deviazione nello spettro del secondo ordine. 

Il potere risolutivo del prisma dipende da dn/dX\ determiniamo n{X) cal¬ 
colando le costanti A e B della formula (e) del problema 14.25 usando ì dati 
del problema. Per esempio sostituiamo il primo e il terzo dato ottenendo il 
sistema 

1.6546 = >1 + B/( 0.5461) 2 , 1.6434 = A + B/(0.6438) 2 
=> A = 1.6148 , B = 1.191 • IO -2 pm 2 
i i qi . i n 2 

=> n= 1.6148 + — : —rj- (A m pm) . (c) 

À 


(A m pm) 


Per avere un’idea del grado di precisione di questa formula calcoliamo n per 
A= 0.5893 pm; otteniamo n = 1.6491 con un errore relativo di 5 • IO -4 . 
Applichiamo la (c) alla riga Hp: 

n = 1.6652 , (= -11 = - 0.2074 pm~ 1 = - 2.074 • IO 3 cm~ 1 . 


Il potere risolutivo è R = A/A A = 486.1/0.13 = 3.74 • IO 3 e quindi, secondo la 
(d) del problema 14.25, la base del prisma deve valere (almeno) 


R 

\dn/dX\ 


1.80 cm 
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Dalla (a) dello stesso problema si ricava ò(Hp) - 52.73°. Ne segue per il passo 
del reticolo p = 2A^/senó = 1.2 pm; le fenditure per centimetro sono 
\jp = 8.3 . IO 3 . Il numero totale di fenditure è N= R/2 = 1870. 

È stato proprio attraverso la separazione delle righe H p e D p con uno 
spettrometro a reticolo di diffrazione che nel 1932 è stato messo in evidenza il 
deuterio. È interessante il procedimento con cui, attraverso misure di lunghez¬ 
za d’onda, ne è stata determinata la massa. 

Nella teoria di Bohr la costante di Rydberg è proporzionale alla massa 
ridotta del sistema elettrone-nucleo; nei due casi dell’idrogeno e del deuterio 

m e m D m e m d 

^ m e + m p rn e + m d 

Pertanto, dalla (a) e dalla (b) si ottiene: 



jsr = K ^° 


i 

4 


_1_ 

16 




m e lm p - mj m d 
1 -I- mjm p 


2.67 • 1CT 


Siccome mjm p = 1/1836 si ricava m e /m d ~ 1/3600. Già da questo valore si 
vede che m d ~ 2 m p : essendo il nucleo del deuterio costituito da un protone e 
da un neutrone ciò vuol dire che il neutrone ha circa la stessa massa del 
protone. Misure più precise danno mjm d = 1/3670: la massa del nucleo di 
denterio risulta così appena inferiore alla somma delle masse del protone e del 
neutrone (determinata per altra via); la differenza corrisponde all’energia di 

legame tra protone e neutrone, pari a ~ 2.2 MeV. 

La corrispondenza tra il risultato sperimentale della separazione tra À ^ e 
X D p e il valore previsto dalla teoria di Bohr ha costituito per questa una delle 
verifiche più importanti. 
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15a Quando un’onda elettromagnetica incide sulla superficie di un corpo 
hanno ornine vari processi Detto H Virraggiamento, cioè l’energia che mteres- 
i u», nelì’umtà d, tempo una parte «H_ 

una parte tH viene trasmessa e una parte rH viene riflessa se la su P e ™ 
speculare oppure diffusa in tutte le direzioni La conservazione dell energia 
richiede H = ? aH + tH+rH e quindi 1 coefficienti di assorbimento a , di trasmis¬ 
sione t e di diffusione r soddisfano alla relazione 

, (15.1) 

a + t+ r = 1 . 

La parte assorbita aH va ad aumentare l’energia interna degli atomi; è noto 
d’altra parte che un corpo ad una certa temperatura irradia, ovvero emette 
radiazioni elettromagnetiche attraverso la sua superficie. L’energia emessa per 
uni à di tempo e per unità di superficie s, chiama potere emissivo W; n 
condizioni di Equilibrio la temperatura del corpo rimane costante e sussiste la 

relazione 

„ w -u ■ (l 5 - 2 ) 

W = aH =>- H > 

a 

l’energia emessa dal corpo eguaglia quella assorbita. Dalla (15.2) si possono 

trarre) ! 'j’Er'aggiamento non dipende dal corpo che riceve e assorbe l’e¬ 

nergia, il rapporto W/a è indipendente dalla natura del corpo ed è quindi 

stesso per tutti i corpi alla stessa temperatura. 

?) P Tale rapporto costante, diciamolo W cn , è eguale al potere emissi 
un corpo che abbia coefficiente di assorbimento eguale a uno (a 1-^ 

= r = 0); questo corpo si chiama corpo nero ed è caratterizzato dall av r ì 
potere emissivo massimo. Infatti, per un corpo generico, 

w = flWc „ < 153) 

ed essendo a < 1, anche W<W C „ La (15.3) mostra ^ 
tenstiche dell’emissione del corpo nero, si conosconoquele d, d 

cui sia noto il coefficiente di assorbimento. Spesso nella (15 3) al P° st0 dl S1 
scrive e detto coefficiente di emissione o emissività-, è sempre la stessa gran 
dezza una volta riferita al processo assorbivo e una volta a quello emissivo. 
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3) A parità di irraggiamento maggiore è l’energia che viene assorbita, 
maggiore è quella che viene emessa Si vede inoltre che un corpo è capace di 
assorbire tutte le radiazioni che è capace di emettere (ma non viceversa!) 

Le (15.2) e (15.3) sono note come legge di Kirchhoff. 


15b. Nello spettro delle radiazioni elettromagnetiche emesse da un corpo 
nero sono presenti con continuità tutte le lunghezze d’onda tra zero e infinito. 
Nella figura sono riportati gli spettri di emissione di un corpo nero per diverse 



temperature. In ordinata compare il potere emissivo specifico definito come 


w kT — 


dW cn 

dk 


hm 

ZA-.0 


Ak 


(15 4) 


è l’energia emessa da un corpo nero per unità di tempo e di superficie e per 
intervallo unitario di lunghezza d’onda (la definizione si estende ovviamente a 
qualunque altro corpo). Le curve, dedotte sperimentalmente, hanno un’espres¬ 
sione analitica data dalla legge di Planck: 


Wxr — 


c t k 5 
e n ' kT -l 


(15.5) 


Cj = Izzhc 1 = 3.74 • 10“ 16 Wm 2 , 

c 2 = -£-= 1.44 • IO" 2 mK 
K 

La lunghezza d’onda è espressa in metri, la temperatura m Kelvin, il potere 
emissivo specifico in W/m 3 ; h è la costante di Planck, 6.63 • IO -34 Js, K la 
costante di Boltzmann, 1.38 • IO -23 J/K, c la velocità della luce nel vuoto, 
3 • IO 8 m/s. Dalla (15.5) si deducono le seguenti leggi. 

1) Prima legge di Wien (dello spostamento). 

Riguarda l’ascissa k,„ del massimo della curva di w kT e stabilisce che 


A m r=0.29 • IO -2 mK 


(15.6) 
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Al crescere della temperatura la lunghezza d’onda corrispondente al massimo 
sì sposta verso valori minori, in modo inversamente proporzionale a T. 

2) Seconda legge di Wien (potere emissivo specifico massimo). 

Riguarda l’ordinata (w kiT ) m ; precisamente 

(w k , T ) m =12-2- IO" 6 T 5 . (15.7) 

m 

3) Legge di Stefan-Boltzmann (potere emissivo) 

Riguarda l’area racchiusa da una curva a T costante, ottenibile per integrazio¬ 
ne dalla (15.5): 

W CK = | w k . T dk = oT 4 , (15 8) 

0 

o jz 5 K* W 

a= — —— k .. ■ = 5.67 • IO -8 —s— r costante di Stefan-Boltzmann. 

15 h à c 2 m 4 K 

Da (15.3-15.8) segue che il potere emissivo di un corpo ordinano si può 
scrivere 

W = aoT 4 = eoT 4 . (15 9) 


15c. Le dimensioni delle nuove grandezze introdotte in questo capitolo 
sono: 


irraggiamento 

H 

W/m 2 

potere emissivo 

W 

W/m 2 

potere emissivo specifico 

w k,T 

W/m 3 


I coefficienti a, e, r, t sono adimensionali. Si faccia attenzione al fatto che 
nelle formule citate la temperatura deve essere espressa in Kelvin. 


* * * 


15.1. Un filo metallico annerito, di lunghezza l — 100 cm e diametro d = 0.01 
cm, è posto lungo l’asse di un tubo di vetro, nel quale è fatto il vuoto. Il 
filo è collegato ad un generatore F 0 tramite un reostato. Si aumenta gra¬ 
dualmente la corrente finché, quando il filo è quasi alla fusione, si legge 
sugli strumenti V = 40 V, 1 = 6 A. Assumendo che tutta l’energia venga 
irradiata, che la radiazione del tubo sia trascurabile e che il coefficiente di 
assorbimento del filo possa essere in pratica considerato eguale a uno, 
calcolare la temperatura di fusione T del metallo. 
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Alla fusione la potenza dissipata vale P = VI = 240 W e viene interamente 
assorbita dagli atomi che costituiscono il filo metallico per essere emessa attra¬ 
verso la superficie sotto forma di radiazioni elettromagnetiche. Il potere emissi¬ 
vo del filo vale: 

P w 

W = —= 76 4 • IO 4 —2 • 

ti di m 

Poiché a = 1 il filo è assimilabile a un corpo nero 
e dalla (15.8) ricaviamo: 

= 1916 K . 


15.2. Una sferetta di tungsteno (a = 0.35) di raggio r= 1 cm è sospesa al centro 
di un grande recipiente cavo, che la circonda completamente; sia il reci¬ 
piente che la sferetta sono alla stessa temperatura t = 1727°C. Calcolare 
nell’unità di tempo l’energia che arriva sulla sferetta e quella che da essa 
viene assorbita. 

In condizioni di equilibrio vale la (15.2) con W dato dalla (15.9), pertanto 
H = oT A . L'irraggiamento della cavità sulla sferetta di tungsteno non dipende 
né dalla natura del corpo né da quella delle pareti del recipiente, ma solo da 
r. La potenza P che arriva su tutta la sferetta è 

P = IH = ZoT 4 = Anr 2 oT 4 = 1.14 • IO 3 W . 

Di questa viene assorbita la parte aP = 400 W mentre la parte P-aP = 
= (1 _ a ) P= rP = 740 W viene diffusa dalla superficie della sferetta, che è 
opaca (t = 0), e raggiunge necessariamente le pareti del recipiente II coeffi¬ 
ciente r vale 1 - a = 0.65. Sempre per (15 2) i 400 W assorbiti sono anche 
emessi dalla sferetta e ritornano alle pareti del recipiente, chiudendo in pan il 
bilancio energetico. 

Il risultato è vero anche per un corpo di forma non sferica, purché la 
superficie sia ovunque convessa; tale condizione assicura che l’energia irradiata 
da un punto della superficie non può mai raggiungere un altro punto della 
stessa. 


15.3. Una sferetta di tungsteno (a = 0.35) di raggio r = 1 cm è sospesa al centro 
di un grande recipiente cavo che la circonda completamente e che si trova 
a una temperatura T 0 = 300 K. Determinare la potenza richiesta per man¬ 
tenere la sferetta ad una temperatura T = 2000 K. 

La situazione fisica è diversa da quella del problema 15.2 m quanto si 
desidera mantenere la sferetta a una temperatura T diversa da quella T 0 del 
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grande recipiente cavo che la contiene. Però, il fatto che il corpo sia piccolo 
rispetto alle dimensioni del recipiente implica che le condizi mi di emissione d 
radiazioni elettromagnetiche da parte delle pareti di questo non sia "°' f ™'' 
mente alterate, anche se T»T 0 . L’irraggiamento da P^ delia cavita vae 
H = ort (vedi problema 15.2) e l’energia assorbita per unità di tempo daUa 
sferetta vale aSotf con £=4*r 2 . Il potere emissivo della sferetta e dato da 
(15.9) e l’energia emessa per unità di tempo da tutta la superficie vale 
ZW = aZoT 4 . L’emissione netta, differenza tra la potenza emessa e quella 
assorbita, risulta in conclusione 

P e - P a = aZa{T 4 - Tè) = 400 W . ( a ) 

È questa la potenza che bisogna fornire alla sfera se si vuole mantenerla alla 
temperatura T. Nel calcolo è stato trascurato il termine aZoT 0 che corrispon¬ 
de P all’irraggiamento da parte del recipiente cavo. m effett 
a ^aTn/aZoT 4 — (T 0 / 1) 4 = 5 • 10~ 4 . Quindi, se un corpo a temperatura ele¬ 
vata è immerso in un ambiente a temperatura ordinaria, l’irraggiamento da 
parte dell'ambiente non può supplire alla perdita di energia del corpo per 

irr3 ^Se AT = T- T 0 è piccolo, sviluppando T 4 in serie di Taylor nell’intorno 
di T 0 e arrestandosi al primo termine, si ottiene 

r 4 =r£ + 4r 0 3 AT => p e -P a = AaZoT%AT . 

A nantà di A T la dissipazione di energia per irraggiamento varia con la terza 
potenza della temperatura dell’ambiente, fissata invece T 0 la dissipazione e 
proporzionale a AT. 


15.4. Una sfera (a = 1, £=50 cm 1 ) si trova in un ambiente a temperatura 
t„ = 20°C Dall’esame dello spettro di emissione di questa sfera, che si 
trova a temperatura T, si constata che il massimo del potere emissivo 
specifico si ha per A m = 0.7 firn. Determinare la potenza richiesta per 
mantenere la sfera alla temperatura T e il valore massimo di 

La temperatura T della sfera si ricava da (15.6). 

Q.29 • 10~ 2 _- 41 43 k ; 

A M 

si noti l’alto valore di T necessario per avere il massimo ai limiti dello spettro 
visibile. Il potere emissivo specifico massimo si ottiene da 

W 

(n'A,r)m = 12-2 • IO -6 T s = 1.49 ■ IO 13 • 

La potenza richiesta si ricava dalla (a) del problema 15.3 con a = 1. 

P = So{T - T 0 ) 4 = ZoT* = 8.35 • IO 4 W 
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15.5 Dall analisi spettrale della radiazione solare si ricava che il massimo del 
potere emissivo specifico si ha per X m = 0.55 firn. Trattando il sole come un 
corpo nero stimare la temperatura T della superficie solare e il raggio del 
sole R; si sa che l’intensità della radiazione sulla terra è 1 = 1.53 • IO 3 
W/m 2 e che la distanza terra-sole è r= 1.5 • IO 11 m. 

Dalla (15.6) T= 0.29- 10 -2 /À m = 5273 K II potere emissivo del sole è 
W = oT = 4.38 • IO 7 W/m 2 e la potenza totale emessa è P = AkR 2 W A di¬ 
stanza r questa potenza è distribuita su una superficie 4ztr 2 con una intensità 
che poniamo eguale a quella misurata sulla terra; quindi 

, 4jxR 2 W = 4ztr 2 I , => R = r = 8.87 • IO 8 m 

Da misure astronomiche si sa che R = 6.96 • IO 8 m e la stima nsulta così 
abbastanza buona Utilizzando il valore astronomico di R e procedendo a 
ritroso si troverebbe per la temperatura della superficie solare il valore 5950 K 
e A m dovrebbe valere 0.49 pm II calcolo esposto è quindi troppo semplificato 
e può servire solo per dare gli ordini di grandezza 

15.6. Un cilindro metallico, di altezza h = 10 cm e raggio r = 2.5 cm, ha la 
superficie esterna annerita (a = 1) e contiene elio liquido alla temperatura 
eh ebollizione T = 4.2 K; la base superiore ha un piccolo foro attraverso 
cui si può versare l’elio. Il cilindro è posto in una cavità con le pareti 
mantenute alla temperatura dell’aria liquida T 0 = 78 K. Sapendo che il 
calore di vaporizzazione dell’elio è c = 20.9 ■ IO 3 J/Kg, calcolare quanto 
elio si perde all’ora attraverso il foro per effetto dell’irraggiamento. 

Pur essendo m condizioni diverse da quelle del problema 15.3, m quanto 
là il corpo dentro la cavità veniva mantenuto ad una temperatura molto alta 
nspetto a quella delle pareti, mentre ora il cilindro contenente l’elio è ad una 
temperatura inferiore nspetto alle pareti, possiamo ancora fare uso della (a) di 
quel problema specificando il significato dei simboli 

L’irraggiamento da parte delle pareti della cavità, alla temperatura T 0 ■ sul 
cilindro vale H = oTq e la potenza assorbita dal cilindro annerito (a = 1) è 
ZH-2oT& con 2 = 2ztrh 4-2nr 2 = 2nr{r 4-h), area della superficie totale 
del cilindro. La potenza emessa dal cilindro alla temperatura T vale 
ZW = ZoT 4 e la potenza netta assorbita dal cilindro è P - Zo(Tq - T 4 ) Que¬ 
sta volta possiamo trascurare la potenza emessa ( T« To ) per cui 

P = loTè = 2nr (r + h) oTo = 4.12 ■ IO -2 W . 

A seguito di questo assorbimento di energia l’elio evapora con la velocità 

<? = — = 1.97 • IO -6 = 7.1 -£■ 
c s h 
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15.7. Un crogiuolo chiuso di grafite a temperatura tj = 27°C è posto all’interno 
di un forno le cui pareti sono mantenute ad una temperatura t 0 = 1727°C. 
Trattando il crogiuolo come un corpo nero avente una superficie di area 
£=50 cm 2 , calcolare la potenza P inizialmente assorbita dal crogiuolo. 
Inoltre, se la massa del crogiuolo è m = 100 g e il calore specifico medio 
c = 1.25 J/g grado, calcolare in quanto tempo esso raggiunge la tempera¬ 
tura ^ = 100°C. 

Per rispondere alla prima domanda utilizziamo ì risultati del problema 
15.6: la potenza assorbita dal crogiuolo e proveniente dall'irraggiamento da 
parte delle pareti è ZoTo = 4.54 • IO 3 W; ancora una volta possiamo trascurare 
la potenza inizialmente emessa dal crogiuolo, ZoT 4 , perché T\ « To- 

Anche la temperatura Tz che interessa la seconda domanda è molto mino¬ 
re di To per cui durante il processo di riscaldamento da T\ a T 2 continuiamo a 
trascurare la potenza emessa dal crogiuolo e scriviamo l’energia netta assorbita 
nell’intervallo di tempo dr come dU = Pdx= ZoT&dx Se non ci sono altre 
possibilità di scambi di energia con l’esterno Faumento di energia porta nec es- 
sanamente a un aumento di temperatura in accordo col/primo prmcipìo/dèllà 
termodinamica (dL = Ó) 

YYIC 

dU = ZoTodx= dQ = mcdT => d r= - 4 - dT 

2,010 

Integrando tra gli estremi 7/ e T 2 si ottiene 

r = (T 2 -Tj) = 2s 

ZoTè 

Finché la temperatura del crogiuolo resta molto più piccola di T 0 si ha una 
relazione lineare tra rei. 


15.8. Una scatola cubica, di lato 1= 10 cm, dalle facce annerite, viene riempita 
d’acqua ad una temperatura r, = 60°C e posta entro un grande recipiente 
cavo, che è mantenuto ad una temperatura mólto vicina a To = 0K. Deter¬ 
minare il tempo x necessario perché la temperatura dell’acqua diminuisca 
di 50°C. 

Dato l’annenmento delle pareti possiamo supporre, ai fini dell’irraggia¬ 
mento, che il coefficiente di assorbimento sia eguale a uno. Pur essendo la 
situazione cavità-corpo scambiata nspetto al problema 15.7, possiamo ceno 
procedere alla stessa maniera. Trascuriamo il termine ZoTo in quanto To — 0 e 
scriviamo l’energia emessa dalla scatola sotto forma di radiazioni elettromagne¬ 
tiche nel tempo dr come dU = ZoT 4 dz; la superficie Z vale 6 1 2 . Nello stesso 
intervallo di tempo dr la temperatura dell’acqua, m equilibrio m ogni istante 
con le pareti della scatola, diminuisce di dT e, per il primo principio della 
termodinamica, 
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£aT A dr = — mccLT 



I/V o ma f/ e r aCqUa . è m=1 Kg ' U suo cal °re specifico 0 = 4 18-10-’ 
J/Kg • grado, la superficie è X= 6 - UT 2 m 2 Sviluppiamo Tingale 


me / 1 l 

3iia ( Ti ~Jf 


6.97 • 10 3 s = l h 56' 


delirai 3 dl 6nergla p6r lrra =S lame nto è piuttosto lenta, anche se le pareti 
della cavita sono quasi allo zero assoluto. P 


15.9. Due superficie X, e X 2 opache, piane e parallele, sono poste a distala 
piccola nspetto alle loro dimensioni lineari; essi si trovano alle temperature 
i T 2 i loro coefficienti di emissione sono e x ed e 2 . Calcolare l’energia 
trasmessa per irraggiamento da una superficie all’altra per unità di area e 
dit_empo. Applicare il risultato alle pareti di un termos, ciasZa Tare a 
£ 500 cm , argentate con coefficiente di riflessione r = 0.9 calcolando 

2 OC se l ambiente esterno è a temperatura t x = 20°C 

da pana di X,. sappiami aha „ 1^™“^ 

ntoma verso X,. Il potere emissivo di X, è e 2 oTi e quindi l’energia totale che 
mrva nell unita di tempo sull’unità di area di X,. cioè lìrraggiamento H, su 

H 2 = (1 - e 2 )Hi + e 2 oTi = H x + e 2 ( oT 2 4 - Hi) (a) 

Ragionando m maniera analoga l'irraggiamento H 1 su X 2 si scrive 

/fi = (1 — e x )H 2 + e x oTi = H 2 + e x ( oT} - H 2 ) . 

Riordiniamo le (a) e (b) nelle incognite H x e H 2 e otteniamo- 

H x = e i + e t vTq ~ e x e 2 oT 2 
e x + e 2 - e x e 2 

H 2 = e i + e 2 oT 2 — e x e 2 oT x 
e x + e 2 ~ e x e 2 

M’u'nSTarea* ’f'SZiadiTc * " mp ° 
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l’aref tate 5 ? = (1 ~ n) = = (1 - r 2 ) = 0.1, AH = 24.3 W/m 2 , 

. rea vale 5 - 10 m e la potenza trasferita risulta P= 1.22 W questo è 

quanto bisogna fornire per sopperire alle perdite per irragsiamento 


15.10. Un grande contenitore Dewar, a forma sferica con raggio interno R x = 1 
m e raggio esterno R 2 - 1.1 m , ha le pareti interne, cioè quelle dell’inter- 
capedine, argentate con coefficiente di riflessione r = 0.95 (vedi figura). 
Nel Dewar, che si trova in un ambiente a temperatura T 0 = 300 K è 
posto ossigeno liquido alla temperatura di ebollizione T= 90 K Sapendo 
cheil calore latente dell’ossigeno è c= 240 J/g, calcolare con che veloci¬ 
ta si perde ossigeno a causa dell’irraggiamento e di quanto cambierebbe il 
risultato se le pareti del contenitore fossero annerite, anziché argentate in 
modo da avere coefficiente di riflessione praticamente nullo. 

Poiché la distanza tra le pareti argentate del Dewar d = /?, - R , = io cm è 
piccola rispetto ai raggio delle due superficie sferiche concentriche è leSto 
fare uso della relazione (c) del problema 15 9 Per- ’ It0 

tanto, la potenza 'trasferita per irraggiamento dalla 
superficie esterna, alla temperatura T 0 . a quella inter¬ 
na, alla temperatura T, è data da 

P = - g ^° ~ T ^ - = 147 W (a) 

e 

L energia assorbita dal contenitore fa evaporare l’os¬ 
sigeno in esso contenuto, in un secondo ne evapora la quantità 

<1 = ~ = 0.61 g/s 

Se nella (a) invece che e = 1 - r = 0 .05 avessimo e = 1 (pareti annerite) il 

ZSZtS&ZgJ? Va,0re 39 al ^ 1 • ^ * °4'no 



15.11. Un termo, cilindrico, schemetùznto in figure, l compietemele riempito 

nfr>t-eT?T m ‘'■ IOrC «5^»“ * me,ione Mie 
P 0.9, le dimensioni del contenitore interno sono: raggio R ~ 3 

cm aUezza h = 50 cm; il tappo è di sughero ed è spesso 1=2 cm- 

nell intercapedine è fatto il vuoto. Supponendo che il termos sia in un 
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ambiente alla temperatura t 0 = 20°C, calcolare all’istante r = 0, quando la 
temperatura dell’acqua è h, la perdita di potenza per irraggiamento attra¬ 
verso le pareti argentate e confrontarla con quella per conduzione attra¬ 
verso il tappo, la cui conduttività termica è K = 4.18 • 10“ 2 
W/m ■ grado. Determinare in quanto tempo la temperatura dell’acqua 
scende di un grado per il solo effetto della perdita per irraggiamento. 

La perdita per irraggiamento avviene attraverso la superficie laterale di 
area = 2nRh = 942.5 cm 2 e la base di area S 2 = ttR 2 = 28.3 cm 2 ; la perdita 
per conduzione attraverso il tappo di area 1 7 e spessore / = 2 cm Nel primo 
caso ricorriamo alla (a) del problema 15.10 con e = 1 - r = 0.1: 

P - a ( T * 7.. TlL (x, + I 2 ) = 3 47 W 

—-1 
e 

Per calcolare la perdita di energia attraverso il tap¬ 
po ricordiamo la legge della conduzione del calore, se¬ 
condo cui la quantità di calore dQ che nel tempo dt 
passa attraverso uno spessore dx di materiale, limitato 
da due pareti di area I che si trovano rispettivamente 
alla temperatura t + dt e t, è espressa da 

dt ~ dx 

K è la conduttività termica del mezzo All’istante iniziale 

JL = JlZA- => P C = K1 AZÌ2_ = 0 47 W 
dx l l 

è la potenza persa per conduzione. 

La perdita totale di potenza all’istante iniziale è 3.94 W, dovuta per l’88% 
all’irraggiamento e per il 12% alla conduzione. 

Calcoliamo ora il tempo necessario all’abbassamento di temperatura di un 
grado, se la sola causa di perdite è l’irraggiamento. Intuitivamente la risposta è 
immediata: la variazione di temperatura è piccola rispetto alle temperature m 
gioco per cui possiamo ritenere la potenza costante e quindi 

Pt=-mcAT => t-^-\AT\ . 

Il volume dell’acqua è tcR 2 h = I 2 h = 1415 cm 3 e la massa risulta m- 1.415 
Kg; il calore specifico è c = 4,18-10 3 J/Kg • grado; m definitiva il tempo 
richiesto è r = 1705 s = 28'25". 

Il procedimento più generale è il seguente: quando il contenitore, m un 
certo istante, è alla temperatura T, la quantità di energia emessa sotto forma 
di radiazioni elettromagnetiche nell’intervallo di tempo dt è 
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dU = 0(11 -. I? l - ( T* - T 0 A )dt . 

2 

— - 1 
e 

Nello stesso tempo l'acqua, in equilibrio termico ad ogni istante con le pareti 
interne, cede la quantità di calore -mcdT\ eguagliando e integrando 

mc( 2/e — 1) f dT 

T ~~ (x 1 + 2 2 )a J r 4 - rè 

Nel caso m esame l’intervallo di integrazione è ristretto e possiamo considerare 
che m esso la funzione integranda sia costante e eguale a 1/(7? - 7o) Si 
nottiene così il risultato precedente. 





CAPITOLO 16 


INTERAZIONE DELLE ONDE 
ELETTROMAGNETICHE CON LA 
MATERIA 


16a L'interazione della radiazione elettromagnetica con elettroni, nuclei, 
atomi, non si può spiegare classicamente, conservando per la radiazione la 
descrizione ondulatoria utilizzata nei capitoli precedenti, bisogna invece ricorre¬ 
re a una descrizione quantistica, che si può così riassumere un onda piana 
elettromagnetica di intensità 1 e frequenza v viene trattata come un fascio di 
fotoni o quanti di radiazione, ognuno dei quali ha 1 energia 


W=hv . 

con /, _ g gg . io -34 Js costante di Planck, e la quantità di moto 
hv h 


(16 1) 
(16 2) 


Questo fascio di fotoni si muove lungo la direzione di propagazione dell onda 
piana con la velocità c = 3 • IO 8 m/s (nel vuoto) Il flusso di fotoni, cioè il 
numero N di fotoni che passa m un secondo attraverso 1 unità di superficie, 
ortogonale alla direzione di propagazione, è dato da 

Ai = _L (16-3) 

hv 


L'idea dei quanti di energia elettromagnetica fu introdotta da Planck per 
la spiegazione dello spettro di emissione del corpo nero La relazione tra 
enersia e quantità di moto, che si ricava da (16 1-16 2), 

(16 4) 

W = pc , v 

è suggerita invece dall'elettromagnetismo classico Infatti, come si è mostrato 
nel problema 10 2, questa è la relazione tra energia e quantità di moto tra¬ 
sportate da un’onda piana elettromagnetica 

Ricordiamo che l’energia totale W di una particella di massa a riposo m 0 e 
quantità di moto p è data, nella teoria della relatività, da (9-10)- 

W=(p 2 c 2 + mÌcy' 2 . ^ 6 - 5 ) 

Si vede che la (16.5) si riduce alla (16 4) per m 0 = 0- la relazione tra energia e 
quantità di moto m un fotone è la stessa che per una particella di massa nulla, 
si può dire che cinematicamente un fotone si comporta come una particella di 
massa nulla (solo così del resto può avere velocità c) 
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Quando un fascio di fotoni incide su un bersaglio avvengono vari tipi di 
interazioni, come chiariremo nei problemi seguenti, ogni interazione è un pro¬ 
cesso elementare nel quale sono interessati un singolo fotone e un sinaolo 
elettrone (sia esso libero o legato ad un atomo) quello che si osserva macro¬ 
scopicamente è 1 effetto risultante di un numero grandissimo di questi processi 
elementari. 


16b. Anche ì processi di emissione di radiazioni elettromagnetiche da 
parte di atomi eccitati richiedono il concetto di fotone È noto che l’energia di 
un elettrone in un atomo può assumere solo determinati valori che costituisco¬ 
no ì cosiddetti livelli di energia Assorbendo energia un elettrone legato all'a¬ 
tomo può passare dal livello di energia occupato ad un livello eccitato cui 
compete un valore maggiore W„ dell'energia, la vita media di un tale stato è in 
genere assai corta (~ 10 8 s) e l’elettrone ritorna ad un livello di eneraia infe¬ 
riore W m < W„, m questa transizione viene emesso un fotone di energìa 


Alla (16 6) è possibile dare una forma più esplicita nel caso dei cosiddetti 
atomi idrogenoidi, aventi un solo elettrone legato al nucleo. Tali sono oltre 
naturalmente all’idrogeno, l’elio ionizzato una volta He-, il litio ionizzato due 
volte Li ecc Le lunghezze d’onda emesse da questi atomi opportunamente 
eccitati risultano corrispondere ai salti energetici calcolabili col semplice model¬ 
lo di Bohr visto nel problema 9 5 Precisamente, ì valori delle energie possibili 
sono dati da 

W ” = -2 17 • IO -18 -p- J= -13 6 j-ì- eV . (16 7) 

dove Z è il numero di protoni nel nucleo e n un numero intero positivo Le 
lunghezze d onda emesse obbediscono allora alla formula seguente 


_ 1 _ 

A 


W n -W m 

he 


= 1.097 • 


10 7 Z 2 


1 

m 2 


1 


m 1 


(16 8) 


La costante 1 097 • IO 7 m 1 è detta costante di Rydberg Le lunghezze d'onda 
sono raggruppabili in serie di righe, ciascuna sene corrispondendo a un valore 
osso di m(che è il livello di arrivo) e ad un valore variabile tra m + 1 e + =c di 
n (che è il livello eccitato di partenza) 

La quantizzazione della radiazione elettromagnetica è necessana per la 
spiegazione dei fenomeni di emissione e assorbimento, ciò non toglie che la 
radiazione continui a presentare ì fenomeni tipicamente ondulatori come l’in¬ 
terferenza e la diffrazione. Questo dualismo di comportamento, presentato del 
resto anche dalle particelle con massa non nulla (vedi problema 13.9) è una 
caratteristica fondamentale dell’attuale descrizione delle interazioni. 
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16c, Useremo spesso nel seguito l’unità elettronvolt per le energie; ricor- 
diamo che 1 eV = 1.6 • 10“ 19 J e che 1 J = 0.62 • IO 19 eV. 

Un fotone dì energia W, espressa in eV. appartiene a un’onda piana di 
frequenza 




= 2.41 ■ 10 14 W Hz 


(16.9) 


e di lunghezza d’onda nel vuoto 


v 


1.24-IO- 6 124 

m = . pm 


w 




(16.10) 


In tabella sono mostrati gli spettri e le energie relative alla luce visibile, ai 
raggi X e su raggi y (negli ultimi due casi ì limiti sono indicativi). 


luce visibile 0 4 ^ A =£ 0.7 
raggi X HT 6 =£À«aO- 2 

raggi y À^10“ 4 


um . 3.10 3= 1.77 eV , 

pm , 1.24 • IO 6 S* W2s 124 eV , 

pm . W 3= 1.24 • IO 4 eV . 


Sia ì raggi X che ì raggi y sono radiazioni elettromagnetiche molto energiche. I 
pruni sono emessi in transizioni tra ì livelli più interni degli atomi, ì secondi 
derivano da transizioni tra livelli energetici dei nuclei oppure da interazioni e 
decadimenti di particelle elementari. I raggi y più energici che si riesce oggi a 
produrre hanno un'energia dell'ordine di 100 GeV = IO 11 eV cui, per la 
(16 10), corrisponde una lunghezza d’onda delPordine di 10“ 17 m = l(T 2 fm. 
ovvero una frequenza dell’ordine di IO 25 Hz 

Ricordiamo infine alcuni sottomultipli del metro di cui ci serviremo: nano- 
metro nm = IO -9 m, picometro pm = 10 _ 12 m, femtometro fm = 10“ 15 m più 
comunemente chiamato fermi 


* 


* 


16.1. Nell’esperimento di Compton (1923) un sottile fascio monocromatico di 
raggi X incide su un bersaglio di carbonio; analizzando a vari angoli 0 
mediante uno spettrometro di Bragg (problema 16.10) lo spettro delle radia¬ 
zioni trasmesse dal carbonio, si trova che ovunque questo è composto da 
due righe: una avente la stessa lunghezza d’onda A del fascio incidente, 
l’altra una lunghezza d’onda A' leggermente diversa. Si nota inoltre che 
Al. = A' — A varia con l’angolo 6; in particolare, per 0= 90°, A). = 2.36 
pm. Calcolare la legge con cui varia AX con 0 e verificare il valore a 90°. 

Lo schema dell’esperimento e gli spettri tipici sono mostrati in figura 
L’assunzione fondamentale per la spiegazione del fenomeno è il ritenere che 
quello che si osserva sia il risultato di un numero molto grande di processi di 
diffusione in ognuno dei quali sono interessati un solo fotone e un solo elettro- 


i 
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ne del bersaglio Supponiamo dappnma che l'elettrone urtato sia libero, il 
processo di interazione è schematizzato m figura un fotone di energia 
W = hv = he/k e quantità di moto p = (W/c)u, urta elasticamente contro un 
elettrone libero in quiete, con quantità di moto p e = 0 e quindi energia 
= m 0 c 2 , m base a (16.5). Nell’urto valgono ì teoremi di conservazione della 
quantità di moto e dell’energia. Poiché la direzione del fotone diffuso è diversa 



da quella del fotone incidente, esso ha una quantità di moto p’ e un’energia 
VP diverse da p e da W; a sua volta l'elettrone, per conservare quantità di 
moto e energia, deve acquistare una quantità di moto 


pé = p - p' (■*= p = p' + p;) 


(a) 


e un'energia pan alla differenza tra 
VP'- 


l’energia totale prima dell’urto W + m Q c 2 e 


W' e = (p' e 2 c 2 + moC 4 ) 1/2 = VP+ m 0 c 2 - W' t (b) 

Quadrando entrambi ì membri della (a) e della (b) si ottiene 

p'e 2 = p 2 + p' 2 — 2pp 'cosé? = —(VP 2 + VP' 2 -2VPVP'cos0) , 

Pe 2 = \ [VP 2 + VP' 2 — 2VPVP' + 2mQC 2 (W — VP')] 


a 


1 


1 

f 

I 

| 
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Si eguagliano queste due espressioni e si divide per VPVP' con il nsultato 

_L_ = (1 -COS0) . 

VP' VP m 0 c 2 

Infine, ponendo W = hc/ A e W' = hc/k'. si arnva alla relazione cercata 

Ak = A' - A = -^~ (1 - cos0) = A c (l - cos0) . 
m 0 c 

I a rnctantfi A,- si chiama lunghezza d’onda Compton dell'elettrone e vale 


(c) 

(d) 


A c = —= 2.43 • IO -12 m = 2 43 pm , (e) 

m 0 c 

Si noti che per 6 = 90° Ak = k c la cornspondenza col valore sperimentale è 
molto buona Ad ogni modo la (d) è ben verificata a tutti gli angoli per cui la 
teoria ora sviluppata spiega perfettamente la presenza della lunghezza d’onda 
k' nella radiazione diffusa e la ragione per cui A’ vana con d secondo la (d) 
Per spiegare anche la presenza della lunghezza d'onda A, eguale a quella 
dei ragsi X incidenti, bisogna ricordare che nella trattazione abbiamo assunto 
gli elettroni liberi - per questo motivo la particella che rincula nell’urto è 1 elet¬ 
trone e la massa che compare nelle formule è la massa mg dell elettrone Se il 
fotone urta un elettrone legato all’atomo e l'elettrone rimane attaccato all’ato¬ 
mo, chi nncula non è l'elettrone, ma tutto 1 atomo, che ha una massa almeno 
2000 volte superiore a mg La trattazione che porta alla (d) è ancora valida, 
ma A c e quindi Ak sono almeno 2000 volte minori, ovvero Ah diventa troppo 
piccola per essere rivelata sperimentalmente In pratica, un fotone che urta un 
elettrone legato non subisce una variazione di lunghezza d’onda rivelabile 

Riassumendo: quando un’onda elettromagnetica interagisce con gli elettro¬ 
ni di un bersaglio e avviene un processo di diffusione, la radiazione diffusa ha 
una lunghezza d’onda diversa da quella dell’onda piana e variabile con la 
direzione di diffusione se l'interazione avviene con un elettrone libero, mentre 
ha la stessa lunghezza d'onda dell’onda piana se l’interazione avviene con un 
elettrone legato In quest'ultimo caso si parla di diffusione da parte di un 
atomo, tale processo serve m particolare a spiegare la diffrazione dei raggi X 
prodotta da cristalli (vedi problema 16.9) 

Il valore di A c fa capire perché l'esperimento di Compton sia fattibile 
soprattutto con raggi X che hanno lunghezza d’onda confrontabile con A c - Se 
si volesse utilizzare luce ordinaria occorrerebbe uno strumento (reticolo, pri¬ 
sma) con un potere risolutivo A/ Ak = A/ k c dell ordine di 2 • IO 5 a -0=90 e 
superiore ad angoli 6 minori 

C'è infine da notare che trattandosi di un processo di diffusione di fotoni 
da elettroni liberi l’effetto Compton non dipende dalla natura del bersaglio 
ovvero la (d) vale sempre con lo stesso valore A c dato dalla (e) 


16.2. Un sottile fascio di raggi X, di lunghezza d’onda A = 9 pm, incide su un 
bersaglio di carbonio. I raggi diffusi sono osservati ad un angolo 0 = 54° 
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rispetto alla direzione del fascio incidente. Calcolare la lunghezza d’onda 
A' dei raggi X diffusi dagli elettroni liberi a quest’angolo, le energie W e 
W" dei fotoni incidenti e diffusi, l’energia cinetica T’ e dell’elettrone dì 
rinculo e l’angolo (f> al quale può venire osservato. 


La lunghezza d'onda A' dei fotoni diffusi all’angolo 6= 54° si ncava dalla 
(d) del problema 16.1: 

A' = A + A c (l — cos0) = 10 pm . 

Le energie dei fotoni incidenti e diffusi si calcolano da (16 10): 

W = 0.138 MeV , W' = 0.124 MeV 


L'energia totale dell’elettrone di rinculo è data dalla (b) del problema 16.1 e 
l'energia emetica, secondo (9.9), vale 

r e = W' e -m 0 c 2 = W-W' = 14 KeV , (a) 

la diminuzione di energia del fotone cornsponde all’energia emetica acquistata 
dall'elettrone Dalla (c) del problema 16.1 ncaviamo 


_ mpC 2 W __ W 

m^c 2 + W(1 -cosd) 1 + a(l - cos t 


avendo posto a= W/m 0 c 2 , la (a) diviene 


r _ a(l-cosg) w 
e 1 + a(l — cos 8) 


(c) 


Le (b) e (c) danno l’energia del fotone diffuso e l’energia cinetica dell’elettro¬ 
ne di rinculo m funzione dell’angolo 6 di diffusione del fotone e dell'energia 
incidente W. 

Per il calcolo dell’angolo 6 dell'elettrone di rinculo si passa dalla relazione 
vettonale (a) del problema 16.1 alle relazioni nguardanti le componenti, lungo 
la direzione del moto del fotone incidente e lungo una direzione a questa 
ortogonale 


pè cos cp = p -p' cos 6 , pésen<p = p'sen& 
Dividendo membro a membro 


p 'sen 6 
p — p’ cos 8 


W"sen 6 
W-W'cosd 


(1 + a) (1 - cos0) 


l'ultimo passaggio è stato realizzato utilizzando la (b). In numeri tg <p= 1.539, 
<p = 57° 


16.3. Un sottile fascio di raggi X, con lunghezza d’onda A = 12.4 pm, incide su 
un bersaglio di carbonio. Gli elettroni di rinculo vengono osservati ad un 
angolo <j> = 60° rispetto alla direzione del fascio incidente. Calcolare l’ener- 
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già cinetica degli elettroni osservati, la lunghezza d’onda A' dei fotoni 
diffusi e il loro angolo di emissione. 

Ricaviamo innanzitutto una relazione che leghi l’energia cinetica T' e dell'e¬ 
lettrone di rinculo all'angolo <p. Quadrando la relazione che dà la conservazio¬ 
ne della quantità di moto nella forma p' = p — pé si ottiene 

, , , w W 2 -W' 2 , 

p = p z + p' e l - Ippécoscp =s> 2 — pé cos (f) =- 5 - + pé ■ 

c c 

Utilizzando la (a) del problema 16.2, la (9.11) che dà la relazione tra p' e e T’ t . 
la definizione a = W/m 0 c 2 , arriviamo alla relazione 

2aWcos 2 <p 

e (1 + a) 2 - a 2 cos 2 <p 

Nel nostro caso W= 100 KeV, a= 0.2, T’ = l KeV. 

L’energia del fotone diffuso e la lunghezza d’onda corrispondente sono 

W' = W - n = 93 KeV , A'= 13.3 pm. 


Infine, per l’angolo di diffusione dei fotoni si ha 


cos 8 = 1 


A' - A 
A c 


: 0,630 , 6 = 51° 


16.4. Una cellula fotoelettrica con catodo di potassio è inserita in un circuito nel 
quale, mediante un potenziometro, si può applicare una d.d.p. V tra il 
catodo C e l’anodo A; l’intensità di corrente I è letta con il galvanometro 
G. Se si illumina il catodo con la luce gialla prodotta da una lampada al 
sodio (Aj = 589 nm) si nota che il valore minimo V 0 i per cui I = 0 è 0.361 
V; illuminando con una lampada a mercurio (A 2 = 253.7 nm), si trova 
Vo 2 = 3.146 V. Assumendo nota la carica dell’elettrone calcolare la costan¬ 
te di Planck h, il lavoro di estrazione <P a del potassio, la lunghezza d’onda 
massima A 0 , ovvero la frequenza minima v 0 , capace di produrre effetto 
fotoelettrico sul potassio. Calcolare infine l’energia cinetica massima T m e 
la velocità massima v m con cui l’elettrone esce dal potassio nei due casi. 

Come è noto, l’effetto fotoelettrico è un processo m cui gli elettroni di 
conduzione di un metallo assorbono ì quanti di energia trasportati dalla luce e 
possono quindi uscire dal metallo stesso. Detta <P l’energia richiesta perché un 
certo elettrone possa uscire dal metallo, quando esso assorbe un fotone di 
energia hv^ <P esce dal metallo con un’energia emetica 

T= hv— <P . (a) 
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Non tutti gli elettroni richiedono la stessa energia in quanto m un metallo essi 
occupano una banda continua di livelli energetici compresi tra un valore mim¬ 
mo e uno massimo: la minima energia richiesta 0 O corrisponde agli elettroni 
che occupano il livello di energia più elevato, detto livello di Fermi. Come si 
vede dalla (a) questi elettroni vengono emessi con l’energia emetica massima 


Applicando V tra il catodo e l’anodo, con le polantà 
mostrate m figura, si contrasta il moto verso A degli elet¬ 
troni emessi da C sperimentalmente, all’aumentare di V si 
raggiunge un valore V 0 oltre il quale il galvanometro non 
segna più passaggio di corrente. Ciò indica che neanche 
l’elettrone più energico ha energia sufficiente per raggiun¬ 
gere l’anodo: per V = V 0 

eV 0 = hv- 0 Q =s> V Q = — —-^2. 



La (c), ricavata dalla teoria dell’effetto fotoelettrico di Einstein (1912), è stata 

verificata da Millikan nel 1919; essa mostra che il potenziale di interdizione V 0 

è una funzione lineare della frequenza v, 

mdipendente dall'intensità della luce ma- v t v 

dente sul catodo. La pendenza della retta 0 y 

dà h/e e quindi h. costante di Planck, 3 y' 

l'intersezione con l'asse V 0 dà - 0 o /e e 2 ' y 

quindi il lavoro di estrazione 0 O , infine J- y° 

l'intersezione con l’asse v dà v 0 = <P 0 /h p , . , . t v 

questa è la frequenza minima della radia- 2 /' A 6 8 10 )£,,0 ’ Ssec ” 

zione elettromagnetica che produce effetto 

fotoelettrico, come si ricava da (b) doven- ~ 2 ' 

do essere hv^ & Q 

Per calcolare quanto richiesto dal problema possiamo usare un metodo 
grafico o analitico, sfruttando m ogni caso il fatto che la retta (c) passa per ì 
punti 

A! = 589 0 nm =s> v x = 0.509 IO 15 Hz , P 01 = 0.361 V , 

A 2 = 253.7 nm => v 2 = 1.182 • IO 15 Hz , V 02 = 3.146 V , 


L’equazione è V 0 = 4.138 • 10" 


; 714 nm. 


-1.746 V e quindi: 
1.746 eV , v 0 = 0 


Le energie dei .fotoni di frequenza V! e v 2 sono = 2105 eV, 
W 2 — 4.888 eV. Tramite la (b) si calcolano le energie cinetiche massime e 
quindi le velocità massime- 


T mA = 0.359 eV = 0.574 • 10" 


(2WO 1/2 = 0.36 • IO 6 


3.142 eV = 5.027 


IO" 19 J 


■ {2T m Jm e ) 1 / 2 = 105 • IO 6 
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16.5. Una cellula fotoelettrica con catodo di sodio metallico, distante d = 1 cm 
dall’anodo ha i due elettrodi piani e paralleli. Sapendo che la soglia fotoe¬ 
lettrica del sodio è A 0 = 0.68 pm determinare il valore minimo del campo 
elettrico necessario per impedire il passaggio della corrente nel circuito 
della cellula, quando questa sia illuminata con luce di lunghezza d’onda 
A = 0.40 pm, e la velocità massima con cui gli elettroni escono dal me¬ 
todo. 


La d.d.p. minima V 0 che bisogna applicare tra gli elettrodi per impedire il 
passaggio della corrente è data dalla (c) del problema 16 4, riscritta m funzione 
di A 0 . 


i/ h . . he /1 

y o = — (v-v 0 )=- — 

e e \ A 



Numericamente V 0 - 1.28 V e il campo elettrico minimo vale £ () = V a /d= 128 
V/m « 1.28 V/cm. 

L’energia emetica massima con la quale l'elettrone esce dal metallo è, per 
le (b) e (c) del problema 16 4, T m = e V 0 = 1.28 eV = 2.05 • IO -19 J e la velo¬ 
cità massima vale quindi v m = (27',„/m e ) 1/2 = {2eV 0 /m e y/ 2 = 0.67 • IO 6 m/s 


16.6. Una cellula fotoelettrica con catodo di rubidio-cesio ha gli elettrodi piani e 
paralleli distanti d = 1 cm. La soglia fotoelettrica del materiale catodico è 
A 0 = 680 nm.- la sensibilità massima ha il valore tj = 90 mA/W per luce di 
lunghezza d’onda A = 413 nm. Calcolare la velocità massima con cui gli 
elettroni escono dal catodo quando la cellula è illuminata con un’onda di 
lunghezza d’onda A. Se l’amperometro connesso in serie alla cellula può 
rivelare una corrente minima io = 1 pÀ calcolare la minima potenza Vl'o 
necessaria per rivelare l’effetto fotoelettrico nonché l’intensità minima 1 0 se 
l’area del catodo è L= 1 cm 2 . Misurando il tempo di risposta della cellula 
si trova che esso coincide praticamente col tempo di transito degli elettroni 
dal catodo all’anodo, cioè che la risposta è istantanea. Dimostrare che ciò 
non è giustificabile con la descrizione ondulatoria della radiazione inci¬ 
dente. 


II lavoro di estrazione del rubidio-cesio è <P Q = hv Q = hc/X 0 = 2.93 • 10~ 19 
J. Un fotone di frequenza v=c/A ha un’energia W = hv= 4.82 ■ IO -19 J per 
cui T m =W- <Po = 1.89- IO" 19 J e v m = (2 T m jm e ) 1/2 = 0.64 • IO 6 m/s, H 
tempo di transito dal catodo all’anodo vale t 0 = 15.5 - IO -9 s. 

Dal valore della sensibilità massima ricaviamo i 0 = r]W 0 e quindi 
W 0 = 1.11 • IO -5 W è la minima potenza incidente rivelabile; in corrispondenza 
/o=Wb/r=l.ll • IO" 5 W/cm 2 . 

Se trattiamo la radiazione incidente come un’onda piana di intensità Io- 
questa trasmette in un tempo t 0 all’elettrone di area I e un’energia W e = I Q Z e t 0 
che deve valere almeno 4> 0 : pertanto I e = 0 o /I o t o = 1.7 • IO -6 cm 2 e l’elettro- 




560 CAPITOLO 16 


ne dovrebbe avere un raggio r e = (l e /z r) 1/2 = 7.4 pm; se considerassimo tempi 
minori, come indicano gli esperimenti, risulterebbero raggi ancora maggiori 
Non è dunque possibile trattare l'assorbimento della radiazione m maniera 
classica come un processo continuo, l’assorbimento è invece discontinuo, per 
quanti di energia kv, ed è istantanea La coincidenza del tempo di nsposta col 
tempo di transito è una delle migliori verifiche della teoria di Einstein dell’ef¬ 
fetto fotoelettrico. 


16.7. Per i tre atomi H, He + , Li ^ confrontare i possibili stati energetici, 
determinando in particolare le energie di ionizzazione. Calcolare inoltre le 
lunghezze d’onda degli spettri di radiazioni elettromagnetiche emessi da tali 
sostanze, specificando quali parti di questi sono visibili con i normali spet¬ 
trometri ottici. 

Le formule di partenza sono le (16.7-16.8). Gli stati normali di equilibrio 
sono quelli di minima energia, individuati da n = 1. 

VKj (H) = - 13.6 eV , Wj (He + ) = - 54.4 eV , Wj (Li ++ ) = - 122 4 eV . 

per l'idrogeno Z = 1, per l’elio Z = 2. per il litio Z = 3 

I diversi stati energetici si possono rappresentare come nel grafico m figu¬ 
ra, riportando una linea per ogni è chiaro che ì livelli energetici non sono 
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equispaziati, ma tendono ad addensarsi all’aumentare di n; il livello di energia 
massima è quello con W = 0 («-* + °°). Portare un elettrone dallo stato di 
equiEbno a quello di massima energia significa sottrarlo all'influenza del nucleo 
(distanza r—»+“); tale processo si chiama ionizzazione, per cui l’energia di 
ionizzazione vale 13.6 eV per H, 54.4 eV per He + , 122.4 eV per Li 
Da (16.7) si vede che i livelli dei tre atomi coincidono quando 


«f ni n 3 

con Nj, n 2 , n 3 numeri d’ordine dei livelli energetici di H, He + , Li + + rispetti¬ 
vamente Ciò si verifica ad esempio per nj = 1, n 2 = 2, n 3 = 3; «i = 2, n 2 = 4, 
n, = 6; in generale per n u n 2 = 2n u n 3 = 3ni. È facile rendersi conto che il 
numero dei possibili livelli per He + (Li ++ ) è doppio (triplo) di quello relativo 
all’idrogeno 

Passando alla (16.8) per Z = 1, determiniamo alcune sene di nghe: 


1 serie di Lymann 


1 097 • IO 7 1 


m = 1 n — 2, 3,4, 


2. sene di Balmer 


— = 1.097 • IO 7 f-4- 


■ 2 n = 3, 4, 5. 


1 i i r\> (2. _L 


3. serie di Paschen — = 1.097 • 10 


m = 3 n — 4. 5, 6,.. 


4 serie di Bracketl 


— = 1.097 • IO 7 (~ - 

a V16 


m = 4 n — 5,6,7, 


Nelle formule le lunghezze d’onda sono espresse in metn, dando ad n ì valori 
mimmi (m + 1) e massimo (+ “) si ottengono ì valori estremi della sene- 


Lymann 0.91 -10 7 =£2=5 1.21 '10 7 m , 

Balmer 0.36 • IO -6 =£ A s£ 0.66 • 10“ 6 m , 

Paschen 0.82 • IO -6 « A « 1.87 • IO -6 m , 

Brackett 1.46 • IO -6 =£ A 3.96 -10 6 m . 


Solamente la sene di Balmer ha lunghezze d’onda nel visibile ed è proprio per 
tale motivo che fu la pnma ad essere osservata e misurata; la serie di Lymann 
cade nell'ultravioletto e le altre nell’infrarosso La formula della sene di Bal¬ 
mer fu da questi dedotta fenomenologicamente (1885); Bohr ne diede una 
spiegazione teorica nel 1913. Le altre serie nchieste dalla teona furono succes¬ 
sivamente ricercate e scoperte dagli altn spenmentaton con l’impiego di nvela- 
ton sensibili alle lunghezze d’onda infrarosse e ultraviolette. 
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Dalla eguaglianza di alcuni livelli energetici dei tre atomi, relazione (a), si 
deduce subito che certe righe sono presenti m tutù e tre gli spetto di emissio¬ 
ne. La sene di Balmer dell’idrogeno è interamente compresa nella sene emes¬ 
sa da He + nelle transizioni verso il livello con m = 4 e quest’ultima a sua volta 
è compresa nella sene emessa da Li*" nelle transizioni verso il livello con 
m = 6 Così la sene visibile di He~(Li ++ ) ha un numero di righe doppio 
(taplo) della sene di Balmer dell'idrogeno 


16.8. Un fascio di radiazioni elettromagnetiche, ottenuto per eccitazione dì atomi 
di He + , viene inviato su un bersaglio contenente idrogeno allo stato gasso¬ 
so. Calcolare lo spettro delle radiazioni che possono essere assorbite dal 
bersaglio e quello delle radiazioni che vengono trasmesse. 

Lo spettro di emissione ottenuto per eccitazione degli atomi di He” è 
stato calcolato nel problema 16.7; esso è cosùtuito da vane sene di nghe 
descntte da 

1=1097.,0>.4 (-L--L) m - (.) 


Quando uno di questi fotoni di energia hv=hc/k incontra un atomo di idro¬ 
geno può interagire con il suo elettrone m particolare se l’elettrone si trova 
nello stato fondamentale, caratterizzato dall'energia Wj = -13.6 eV, e assorbe 
il fotone, si porta m uno stato eccitato carattenzzato dall’energia 
W„ = W ì +hv Poiché gli staù energetici possibili per l'elettrone sono quelli 
che soddisfano alla (16.7) con Z— 1. si deduce che possono essere assorbiti ì 
fotoni la cui frequenza soddisfa a 


v 

c 


con n — 2, 3, 4, . ; questa è la sene di Lymann, che sappiamo essere compre¬ 
sa nella (a) con m = 2 (problema 16.7) 

Analogamente, se l'elettrone assorbe il fotone mentre si trova nello stato 
di energia W 2 , esso può assorbire tutte le radiazioni che costituiscono la sene 
di Balmer. In conclusione, l’elettrone assorbe tutte le sene di nghe dello 
spettro di emissione dell’atomo di idrogeno, ma non quelle righe denvanti da 
salti energetici propn di He + 

Una volta portatosi m uno stato eccitato l’elettrone, dopo un tempo molto 
breve dell'ordine di IO -8 s, ritorna verso stati di minore energia: tale processo 
è accompagnato dall’emissione di fotoni e si hanno le sene di nghe viste nel 
problema 16.7. Mentre l'assorbimento dei fotoni del fascio avviene lungo la 
direzione di propagazione di questo, il successivo processo di emissione avviene 
in tutte le direzioni; per tale motivo, se si analizza il fascio dopo che esso ha 
attraversato l’idrogeno con uno spettrometro puntato lungo la direzione ongi- 
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naie di emissione, si nota che le nghe della sene di Balmer dell'idrogeno 
appaiono molto meno intense rispetto a quelle nghe visibili della sene di He* 
non presenti nelio spettro di emissione dell’idrogeno 

Il processo per cui gli elettroni legati di un atomo assorbono solamente 
quelle righe che. una volta eccitati, sono anche m grado di emettere è noto 
come processo di risonanza. 


16.9. Un tubo a raggi X opera con elettroni accelerati da una d.d.p. V. Descri¬ 
vere le caratteristiche dello spettro di emissione di raggi X di una sostanza, 
determinando in particolare la legge con cui varia la frequenza massima (la 
lunghezza d’onda minima) dello spettro in funzione di V. Calcolare la 
d.d.p. minima necessaria per ottenere raggi X di lunghezza d’onda 7. = 0.1 
nm. 


Un fascio di raggi X viene prodotto bombardando gli atomi di un elemen¬ 
to pesante con elettroni acceleraù da una d d.p V. Quando uno di questi 
elettroni colpisce un atomo, se ha energia sufficiente può dislocare uno degli 
elettroni delle orbite più interne, per esempio uno dell’orbita più interna K 
Tale elettrone lascia libero un posto che può essere occupato da uno degli 
elettroni delle orbite successive L, M, N . , la transizione da un’orbita L ( M , 
N, .. ) caratterizzata da un'energia W L ad una K caratterizzata da W K è 
accompagnata dall’emissione di un fotone la cui frequenza (e lunghezza d'on¬ 
da) è determinata da 

W L -W K = hv a = ^- , W M -W K = hvp = ^ , 

A a 


W N -W K =hv y = ~ , . 

Ay 

Queste righe, di lunghezza d’onda À a , Àp. À v . ., note come la sene K , si 
indicano in spettroscopia con K a , Kp, K,„ Oltre alla serie K esistono le 
sene L, M, prodotte dislocando un elettrone da un’orbita L, M, 

Lo spettro di righe, carattensùco della sostanza bombardata, è sempre 
accompagnato da uno spettro continuo, comprendente tutte le frequenze fino 
ad una massima Tale spettro è prodotto da quegli elettroni che interagiscono 
con l’atomo senza tuttavia spostare elettroni dalle orbite. Essi raggiungono lo 
stato di quiete attraverso una successione di urù m ognuno dei quali perdono 
una certa quantità di energia. Se si assume che l’energia persa m ogni atto di 
collisione venga irradiata sotto forma di un singolo fotone, è chiaro chp l'ener¬ 
gia hv di quest’ultimo può essere qualunque, avendo come limite superiore 
l’energia W = eV dell’elettrone incidente Le due sono eguali quando l’elettro¬ 
ne perde tutta la sua energia m un unico urto. Pertanto /iv=S eV ovvero 
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La d.d.p minima per ottenere un fotone di lunghezza d’onda A = 0 1 nm è 
pertanto V = 12.4 • IO 3 V 

È bene notare che la maggior parte dell’energia degli elettroni viene persa 
attraverso il meccanismo di collisione, essendo questo processo più probabile 
di quello di dislocazione. Lo spettro continuo è tecnicamente chiamato spettro 
di bremsstraklung (m tedesco radiazione di frenamento) 

Da un punto di vista applicativo si fa normalmente uso dello spettro 
continuo per esempio m radiografia, lo spettro di righe è importante nella 
spettroscopia e inoltre nello studio della struttura dei cristalli, come vedremo 
nei problemi 16.10 e 16.11. 

Abbiamo detto che lo spettro di righe è caratteristico di una sostanza la 
sua individuazione può essere assunta come indice di presenza della sostanza m 
un campione Su questo fatto si fonda un metodo di analisi per evidenziare 
tracce di elementi pesanti (ad esempio inquinanti atmosferici) m campioni 1 
raggi X vengono prodotti mediante l’urto di protoni accelerati elettrostatica¬ 
mente contro campioni e analizzati con opportuni spettrometri. Si arriva a 
rivelare la presenza di quantità fino a IO” 9 g m campioni di IO -3 g, non 
rivelabili con le usuali analisi chimiche 


16.10. Nella figura è schematizzato lo spettrometro a raggi X di Bragg: il fascio 
di raggi X, prodotto iti un tubo di tipo Coohdge e collimato con un 
diaframma F di piombo, colpisce un cristallo, nel nostro caso NaCl. Il 
fascio riflesso entra in una camera a ionizzazione C, riempita di ioduro di 
metile che assorbe fortemente i raggi X; uno strumento G misura la 
corrente di ionizzazione I prodotta dai raggi X. Al variare della posizione 
angolare 6, misurata con un goniometro, si osserva un andamento della 
corrente I del tipo di quello mostrato nel grafico. Calcolare le lunghezze 
d’onda del fascio di raggi X. Il cloruro di sodio ha densità p = 2.165 
g/cnr e massa molare A — 58.454. I valori degli angoli 8 corrispondenti 
ai massimi di I sono riportati accanto al grafico. 



_ Il cristallo di NaCl è costituito da una disposizione regolare di ioni Na + e 
CI formanti un reticolo cubico. Quando un fascio di raggi X incide su questa 
struttura di atomi viene diffuso attraverso il processo visto nel problema 16 1 
Ricordando quei risultati ed enunciandoli in modo diverso si può dire che gli 
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atomi divengono delie sorgenti coerenti che emettono in tutte le direzioni 

radiazioni della stessa lunghezza d’onda di quella della radiazione incidente II 

cristallo si comporta quindi come un sistema di sorgenti coerenti e nello spazio 

circostante si osserva l’interferenza delle onde emesse da queste sorgenti. Detta 

d la distanza tra ì piani reticolari, ovvero tra gli ioni del cristallo, dalla figura 

si vede che la differenza dei cammini tra le onde emesse dalle sorgenti che 

stanno nel piano i-esimo e da quelle che stanno nel piano (i + lVesimo è 

2asen a: m base ai risultati del problema 

12.26 abbiamo interferenza costruttiva, » . 

cioè un fascio riflesso di grande intensità, A / / 

agli angoli tì che soddisfano alla legge di .» t \ 'v / ■ - 1 -esimo 

Bra §g I \ìy 

2dsm8 = K2 K intero positivo . (a) —*-- U*ihes,mo 

Per K = 1 si ha lo spettro del primo ordine, per K = 2 del secondo ordine e 
cosi via. 



Allo scopo di determinare il numero di righe presenti nello spettro calco¬ 
liamo il seno degli angoli 6 corrispondenti alle posizioni di massima corrente 
(nello spettrometro descritto un fascio intenso di raggi X viene evidenziato 
sperimentalmente da una forte corrente di ionizzazione). 


e 

10 02° 

12 01° 

13 47° 

20 37° 

24.58° 

27.77° 

sentì 

0 174 

0.208 

0.233 

0.348 

0 416 

0.466 

Dalla tabella si osserva che 






sentì 4 

sentìi 

sentì 5 

sentì 2 

sen tì 6 
sentì 3 

= 2 , 

sen 0 7 
sentì 2 

= 3 . 


Le righe presenti nel fascio di raggi X sono pertanto tre, A,. A 2 , A 3 , ì tre 
massimi nelle posizioni 8 U d 2 , tì 3 costituiscono lo spettro del primo ordine. ì 
tre nelle posizioni tì 4 , 8 S , tì 6 quello del secondo ordine, mentre il massimo m 
posizione 0 7 è del terzo ordine per A 2 La nga A? è evidentemente la più 
intensa, per il decrescere dell’intensità con 6 A 2 è appena visibile al terzo 
ordine, Aj e A 3 mancano. 

Oltre allo spettro di righe c’è anche uno spettro continuo, rappresentato in 
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figura dalla linea tratteggiata; esso è prodotto dallo spettro X continuo, discus¬ 
so nel problema 16.9 (spettro di bremsstrahlung) 

Per calcolare A 1; A 2 , A 3 dobbiamo calcolare la distanza interatomica d II 
metodo è il seguente: considenamo ogni atomo al centro di un cubo di lato d, 
il volume corrispondente è d 3 e la massa od 3 . Una mole di NaCl ha una 
massa di A grammi e contiene N 0 molecole, ovvero 2 N 0 atomi, se N 0 è il 
numero di Avogadro. Pertanto 

/ , \ 1/3 

A=2N 0 gd 3 =*> d=(— 2— | = 2.82 • IO" 8 cm = 0.282 nm 

\2N 0 gJ 

DaUa (a) ricava 

A] = 2rfsen6] = 0 098 nm , A 2 = 2rfsen0 2 = 0.117 nm , 

A 3 = 2dsen8 3 = 0 131 nm 

Risulta evidente che i normali reticoli ottici (d ~ IO 3 nm) non possono 
servire a produrre dif frazione di radiazioni elettromagnetiche con lunghezze 
d’onda dell’ordine di 1 nm o meno. La scoperta che ì cristalli potessero servire 
da reticoli per tali radiazioni è dovuta a Laue (1912) Il grafico in figura è il 
pruno spettro di raggi X, ottenuto da Bragg nel 1913. 


16.11. La riga K a dello spettro di emissione del rame ha una lunghezza d’onda 
A„ = 154.9 pm. Con uno spettrometro di Bragg che usa un cristallo di 
calcite come reticolo, si osserva il primo massimo di intensità nella cor¬ 
rente di ionizzazione, corrispondente alla riga K a , all’angolo 0j = 14.78°. 
Calcolare il passo d del reticolo cristallino, gli angoli ai quali si osservano 
gli ordini superiori e il massimo ordine prodotto. 


Facciamo uso della legge di Bragg, relazione (a) del problema 16 10, 
nsolta rispetto a d con K= 1. 


d =- ° — = 303 6 pm 

2sen6j 

L'ordine massimo si ottiene imponendo 

sen 6 = ^ 1 - K^^- = 39 - K mM = 3 . 

2. Cl A Q. 

Ci sono m totale tre ordini e le righe del secondo e terzo ordine si osservano 


sen 0 2 = 

2A a 
2 d 

■ = 2sen 0j ; 

= 0 510 , 

. 02 

= 30 66° 

sen 0 3 = 

3A a 
2 d 

= 3sen0i : 

= 0 765 . 

. 03 

= 49 94° 


a 
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16 12 Un fascio monocromatico di raggi y, di intensità I 0 - 8 W/cm e sezione 
Z = i cm 2 , con lunghezza d’onda A = 2.48 pm, incide su un bersaglio di 
piombo di spessore s = 5 mm. Sapendo che per y di questa energia il 
coefficiente di assorbimento per effetto Compton è a c - 0.78 cm e quel¬ 
lo per effetto fotoelettrico è a f = 1.0 cm" 1 , determinare la percentuale di 
fotoni che interagiscono per effetto Compton con il bersaglio, la percen¬ 
tuale di quelli che interagiscono per effetto fotoelettrico e quanti fotoni 
interagiscono in un secondo per i due effetti combinati. Calcolare inoltre 
lo spessore S] di piombo necessario per attenuare l’intensità del fascio di 
raggi y trasmesso di un fattore IO 12 rispetto a quella del fascio incidente. 


Il fascio di raggi y è costituito da fotoni che in base a (16.10) hanno 
energia W = 0.5 MeV; il flusso di y. per la (16.3), è ^’o - * 0 /W - 1U 
fotoni/cm 2 • s Sul bersaglio di piombo incidono quindi N 0 = N 0 2. - ìu 

Alcuni dei fotoni nell’attraversare il bersaglio urtano gli elettroni del 
piombo; poiché la loro energia è grande rispetto all’energia di legame degli 
elettroni atomici, possiamo supporre che questi si comportino come liberi, di 
conseguenza, una parte dei fotoni viene diffusa ( effetto Compton), una parte 
viene assorbita ( effetto fotoelettrico) Per calcolare quanti ne vengono diffusi 
chiamiamo N c (x) il numero di fotoni del fascio che arrivano ad una profondità 
x senza essere stati diffusi, N‘ c (x) il numero di quelli die hanno viceversa 
subito diffusione tra zero e x (deve essere N c + N' c -N 0 ), dN c il numero di 
quelli che vengono diffusi tra x e x + dx II numero di elettroni Uberi contenuti 
in un cilindretto di base 2 unitaria e altezza dx (vedi figura) vale 
dK = (N 0 /A)gdx con N 0 numero di Avogadro, A massa molare .e o densità 
del materiale, dN' c è direttamente proporzionale al numero di elettroni dK. 
che costituiscono il bersaglio, e al numero di fotoni presenti alla profondità x, 
N c =Nq-N' c ' 

dN'c = o c N c dK = —2- go c N c dx = a r N c dx W 

A 



Il coefficiente o c prende il nome di sezione d’urto del processo di diffusione, 
a c di coefficiente di assorbimento II numero di fotoni N' c che hanno interagito 
tra ze,o e s si ottiene per integrazione da (a): 



N' c (s) = No(l -e~ a ' s ) 


o 
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Pertanto il numero di fotoni che emergono da s* senza aver subito diffusione è 

N c (s) = N 0 e- a ' s = N 0 e- s/li ' ; (b) 

p c = 1/a c è detto cammino libero medio per effetto Compton. 

Procedendo m maniera analoga per l’effetto fotoelettrico si ha che il nu¬ 
mero di fotoni che non vengono assorbiti è dato da 

N f (s) = N 0 e- a ' s = N 0 e~ s 'v , (c) 

con ctf e pf—l/af rispettivamente coefficiente d’assorbimento e cammino libero 
medio per l’interazione fotoelettrica. 

L’effetto combinato dei due fenomeni può essere facilmente visualizzato 
pensando che il fascio di N 0 fotoni/s incida su uno spessore s con coefficiente 
di assorbimento a c =r= 0 e ctf= 0; per la (b) i fotoni uscenti al secondo sono 
N c (s) = N 0 e~ questi fotoni attraversano successivamente uno spessore s 
con a c = 0 e a f =h 0; ne escono, per la (c), N c (s) e~ a/s , cioè 

N = N 0 e ~ 1 = N 0 e- as = N 0 e~ s ^‘ (d) 

I coefficienti a= a c + a^-e p, tale che l/p = l/p c + 1 / Pf, si dicono coefficien¬ 
te di assorbimento totale e cammino libero medio per interazione elettromagne¬ 
tica. 

Un altro modo di vedere la (d) si basa sul calcolo delle probabilità, la 
frequenza N c /No relativa all’interazione Compton è una misura della probabili¬ 
tà che questa interazione non avvenga; analogamente per la frequenza Nf/N 0 
dell’interazione fotoelettrica La frequenza totale N/N 0 è una misura della 
probabilità totale che è il prodotto* delle due, se si suppongono i due tipi di 
interazioni indipendenti uno dall’altro; pertanto N/N 0 = e~ ° eS e~ a,s . 

Nel caso numerico proposto le percentuali dei fotoni che non interagiscono 
per effetto Compton e per effetto fotoelettrico sono, rispettivamente, 

Ea = e -*'S = 0 677 . J^L=e~ a f s = 0 607 
N 0 No 

Inoltre a - a s + a f ~ 1.78 cm -1 , p = l/a = 0.56 cm. La percentuale di fotoni 
che escono dallo spessore r è quindi 

— = e - as = 0.411 = 0.677 • 0.607 
No 

In totale interagisce il 58.9% dei fotoni; come numeri assoluti, ne arrivano 
IO 14 al secondo, 0.589 • IO 14 interagiscono e 0.411 • IO 14 passano. 

Moltiplicando ambo i membri della (d) per Ihv si ottiene 

/ = /<> e~ as = I 0 , (e) 

con I intensità dell’energia trasmessa La (e) coincide con (11.11), la deduzio¬ 
ne che qui abbiamo dato, oltre a fornire la spiegazione fisica del processo di 
assorbimento della radiazione da parte della materia, chiarisce per quale moti¬ 
vo I decresca esponenzialmente con s anziché linearmente, come si sarebbe 


potuto pensare intuitivamente. Si faccia bene attenzione al fatto che è l’energia 
totale del fascio che decresce, m quanto proporzionale al numero di fotoni, e 
non l’energia del singolo fotone che, se questo non ha interagito, è sempre hv 
a qualunque profondità, se v è la frequenza incidente. 

Lo spessore si che occorre per ridurre di un fattore IO 12 l’intensità si 
deduce da (e): 

Si = —— log = 15.5 cm . 
a I 0 

Tra i vari materiali il piombo è quello che ha il coefficiente di assorbimento 
maggiore, cioè è il più opaco ai raggi X e y, una stessa attenuazione dell’inten¬ 
sità si ottiene con spessori minori. Per tale motivo comunemente gli impianti a 
raggi X vengono schermati con pareti di piombo, si vede che spessori dell’ordi¬ 
ne del decimetro assorbono in pratica la maggior parte delle radiazioni 
(p = 0.56 cm: con uno spessore che vale np l’intensità è ridotta di un fattore 

e"). . .. 

All’energia dei fotoni considerata la diffusione e l’assorbimento sono i piu 
importanti processi di interazione tra fotone e elettrone, nel caso trattato essi 
producono un effetto paragonabile. Ad energie minori, più propriamente nel 
campo dei raggi X, il meccanismo di assorbimento domina su quello di diffu¬ 
sione, cioè a f » a c : per i raggi X l’interazione con gli elettroni è prevalente¬ 
mente di tipo fotoelettrico. Quando invece l’energia dei fotoni supera il valore 
di 1 MeV, pari al doppio dell’energia a riposo di un elettrone, può avvenire 
un altro processo, che ci limitiamo a menzionare e che al crescere dell’energia 
diviene sempre più importante, la creazione di coppie: interagendo con un 
atomo il fotone si materializza in una coppia elettrone-positrone e si- realizza 
una trasformazione di energia in massa 


16.13. Una sorgente radioattiva di Co 60 usata per la terapia del cancro emette in 
un secondo N 0 = IO 15 fotoni di energia- 1.2 MeV. La sorgente è molto 
piccola e può essere ritenuta puntiforme. Essa è montata al centro di uno 
schermo sferico di piombo (p = 11.4 • IO 3 Kg/m 3 ); per motivi di sicurezza 
si richiede che immediatamente all’esterno dello schermo il flusso sia al 
pià di N = 2 fotoni/ cm 2 • s. Il coefficiente di assorbimento del piombo per 
fotoni di questa energia è a- 0.912 cm -1 . Calcolare il raggio R dello 
schermo e la sua massa. . . 


In assenza di assorbimento, dal momento che la sor¬ 
gente S è isotropa, il numero di fotoni per unità di area a 
distanza R sarebbe N‘ = N 0 /4jtR 2 . Se si tiene conto del¬ 
l’assorbimento, utilizzando la (e) del problema 16.12 ab¬ 
biamo: 


N = N‘ e~ aR 


No - aR 
Att R 2 
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I dati del problema richiedono N/N 0 = 2 • 10" 15 per cui 


• aR 


R 2 


■■ 4z 


N 

No 


^ 2.51 • 10' 


• 14 


(a) 


Tabulando la funzione e 0 912R /r 2 con R espresso in centimetri si ricava che 
la (a) è soddisfatta per R = 27.1 cm La massa di piombo necessaria è quindi 
m = 4zR 3 g/3 = 950 Kg 


16.14. Nel dispositivo in figura un fascio di raggi X monocromatico, dopo aver 
attraversato uno spessore x di berillio, entra in una camera a ionizzazione 
C. La corrente li di ionizzazione viene misurata con lo strumento E per 
vari spessori x con i seguenti risultati: 

x(cm) 0.5 1.0 2.0 3.0 5.0 6.0 

Tì = h/h 0.85 0.71 0.51 0.36 0.18 0.13 . 


Io è la corrente misurata per x — 0, cioè in assenza 
del bersaglio. Dedurre da questi dati il cammino li¬ 
bero medio e il coefficiente di assorbimento del be¬ 
rillio. 

Poiché la corrente li è direttamente proporzionale all’intensità / di raggi X 
che emerge dal bersaglio, r)(x) dice anche come varia la percentuale di energia 
trasmessa dal bersaglio m funzione dello spessore attraversato. Per verificare 
che i dati sperimentali siano consistenti con la (e) del problema 16.12, cioè che 
sia 

r)(x) = = ) 

Io 

prendiamo il logaritmo d’ambo i membri 

log rj(x) = log = - ax = - — 

Io P 

Se riportiamo ì valori di r?(x) in un sistema di coordinate semilogaritmico (con 
x m ascissa e logr?(x) m ordinata), questi secondo la (b) devono disporsi su 
una retta la cui pendenza è -a ovvero -1 / p. Dalla figura si vede che tale 
condizione è verificata; basta allora porsi m un punto qualunque della retta 
per calcolare a e p. Per esempio, se x = p dalla (a) risulta I(p)/I 0 = 
= e~ 1 = 0.37 e dal grafico si vede che ad una ordinata 0 37 corrisponde un’a¬ 
scissa x = 2.85 cm. Tale è pertanto il valore di p mentre a — 1/jtz == 0.35 cm - *. 

In complesso, anche dopo spessori di vari centimetri l’intensità trasmessa è 
notevole, il berillio quindi è abbastanza trasparente ai raggi X. Studiando vari 


(a) 


(b) 




hA 


05\ 

04r 

03V 



materiali si conclude che m generale la trasparenza diminuisce all’aumentare 
del numero Z degli elettroni contenuti negli atomi che costituiscono il materia¬ 
le e della densità di quest’ultimo. Ad ogni modo, il fatto che il valore del 
coefficiente di assorbimento dei materiali per i raggi X sia di vari ordini di 
grandezza più piccolo di quello per le radiazioni visibili spiega l'applicazione 
dei raggi X nello studio delle strutture atomiche e nella normale radiografia 
Misurando a a varie energie si può ricavarne la dipendenza dall’energia e 
confrontare i risultati con ì valori che si possono calcolare teoricamente descri¬ 
vendo in un certo modo la dinamica dell'interazione tra il fotone e Pelettione, 
secondo le prescrizioni dell’elettrodinamica quantistica. L'accordo è ottimo e 
permette di concludere che, tra le varie interazioni conosciute in natura, quella 
elettromagnetica si può considerare la più nota, anche quando le energie m 
gioco diventano molto elevate 


« 


* 
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PROBLEMI SUPPLEMENTARI 


17a. I problemi raccolti m questo capitolo derivano m buona parte da 
prove scritte svolte durante l’anno e da compiti di esame Per ciascuno di essi 
c’è m generale un problema analogo già svolto nel testo. Un rapido schema 
della soluzione e il risultato numerico sono dati alla fine. 

Il capitolo è diviso m varie sezioni, allo scopo di orientare lo studente 
nella ricerca degli argomenti dei problemi La successione dei problemi da 
svolgere segue quella dei problemi nsolti nel testo, però è meno rigida nel 
senso che m uno stesso problema proposto possono esserci quesiti su argomen¬ 
ti trattati m capitoli diversi. 


* * 


« 


A. CAMPI ELETTRICI 

17.1 Una sfera uniformemente carica, di raggio = 2 cm, è racchiusa entro 
una superficie sferica, ad essa concentnca, di raggio R 2 = 4 cm, mantenuta a 
potenziale zero. Sapendo che il centro della sfera interna è a potenziale 
V = IO 4 V, determinare la densità p della canea che forma la sfera. 

17.2 Una carica è distnbuita entro una sfera di raggio R con densità non 
uniforme data da p = c/r, essendo c una costante. Determinare le espressioni 
del campo elettrico E(r) e del potenziale V(r) per r variabile tra zero e 
infinito. 

17.3 Una canea puntiforme positiva q è posta al centro di una distribuzione 
sfenca uniforme di carica negativa di valore -2 q e di raggio R = 3 cm. Calco¬ 
lare per quale valore r 0 di r il campo elettrico è nullo. 

17.4 Una superficie cilindrica indefinita, di raggio R = 2 cm, è riempita da 
una canea elettrica distribuita uniformemente con densità di volume 
P = 8.85 • IO -8 C/m 3 . Calcolare il campo elettrico £(r) m un punto generico 
distante r<R dall’asse del cilindro e la d.d.p. V tra l’asse e la superficie 
cilindrica. 
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r;1 4 T c m dUe è SU r t ribt I L CÌlmdrÌChe ffidefl , mte C0assial1 ’ dl rag S> ^=2 cm e 

= 17 7 ■ ir 8 r/m 3 rTi Un p canca elettnca con densità “Stante p = 
• l ; Cacciare 1 espressione numerica del campo elettrico E (A 

jBtone della distanza r dall’asse del sistema, per r variabile Sa zem ì 

17.6 Un filo rettilineo indefinito è carico con una densità lineare -i- 
superficie cilindrica indefinita, di raggio R 0 = 2 cm, avente il filo come asse è 
canea con una densità superficiale a. Se la d.d.p. 4V tra il punto datante 
a / L 1 Cm 6 qU ° dlStante * 2 = 4 cm dall’asse è nulla, calcolare il rapporto 

17.7 Una canca puntiforme q = 1.5 • IO -7 C si tro¬ 
va sul piano mediano di una canca distribuita con 
densità costante p = IO" 8 C/m 3 tra due piani paralle¬ 
li indefiniti distanti d= 2 cm Calcolare il lavoro L 
necessario per trasportare q m un punto P situato 
all esterno della regione carica e distante h = 3 cm 
dal piano più vicino. 

elettrico E(x) mTmtunriote™ ^ ? $U ^ n ° rmale ’ calco!are 11 cam P° 

fi U , na st " scia 'definita di larghezza 2 d è canca con densità uniforme a 

w den 1 Pmn ° ortogona]e alla stnscia che la divide in due parti emali 
g , e su questo piano una retta x normale alla striscia Calcolare il 
campo elettnco E(x) nei punti della retta ir Calcolare U 

17.10 Una piano indefinito è tutto canco con densità uniforme a all'infuon di 

una stnsca d. larghi*, li. Deh..» r« a come nel prXma pruderne 
calcolare il campo elettnco E{x) nei punti di tale asse. Precedente, 

17.11 Un dipolo elettnco è disposto con momen¬ 
to parallelo e concorde all’asse y; sull’asse .r è po¬ 
sto un identico dipolo, nelle due posizioni indica¬ 
te. Determinare quale delle due è di eqmlibno 
angolare e precisare se questo è stabile o instabile. 

ménte Ìndef T ] distan0 2d; su dl essi è distribuita umforme- 

A della fim rT? f denSlta A P ° SItlva ’ eguale P er 1 due flh Nella posizione 

orientato^ife/verso^BA °'t! 3 , 0rt ° gona ^ a) dlse S n °) * trova un dipolo elettnco 
onentato nel verso BA. Il dipolo viene trasportato nella posizione B ìmnedpn- 

ogh di ruotare, una volta m B si lascia che il dipolo ruoti disponendosi nella 

posizione di equilibrio stabile senza compiere oscillazioni In questa rotazione 
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viene liberata l’energia Wj. Si npete la stessa ope¬ 
razione, partendo dalla stessa orientazione iniziale, 
solo che sul filo 2 la carica è stata cambiata di 
segno. In questo caso l’energia che il dipolo libera 
ruotando vale W 2 . Calcolare il rapporto W l /W 2 . 

Se in particolare d = 10 cm, A = 1(T 7 C/m, 
p = 10“ 11 Cm, quanto vale 

17.13 Nel campo di un dipolo di momento p, disposto come in fiaura, si 
osserva che occorre spendere un lavoro L che m modulo vale 2 • IO" 7 J per 
portare una canea positiva q dal punto A al punto B 
equidistanti dal centro del dipolo. Con la carica fissa /li¬ 
nei punto B. se si lascia il dipolo libero di ruotare —-v. 

attorno al proprio asse si osserva che esso tende a i \ 

ruotare spontaneamente di 180° fornendo lavoro Cai- " _L_X__ 

colare quanto vale questo lavoro L'. ~p , b 


B. CONDUTTORI E CONDENSATORI NEL VUOTO 

17.14 Una sfera conduttnce, di raggio R = 10 cm, possiede una carica q Un 
elettrone è proiettato radialmente, dalla superficie della sfera verso l’esterno, 
con velocità iniziale u=10 7 m/s e ridotto alla quiete, per azione del campo 
elettnco, a una distanza d = 10 cm dalla superficie. Si determini il valore ‘di q. 

17.15 Tra due superficie sferiche concentriche conduttrici si applica una data 

d.d P- V 0 la superficie esterna di raggio R 2 è a potenziale zero, quella interna 
di raggio Ri è a potenziale Vq Detto E (Ri) il valore limite del campo per r 
tendente a Rj con determinare per quale relazione tra Ry e R 2 E(Ry) 

è mimmo e dare 1 espressione di tale valore mimmo £ min m funzione di Vq e 
R 2 . 

17.16 Con riferimento al problema precedente si consideri una terza superfi¬ 
cie sferica di raggio R intermedio tra Ri e R 2 e con potenziale V tale che 
•E(Ri) e E(R) siano eguali; E(R) è il valore limite del campo per r tendente a 
R con rSsR. Determinare per quale relazione tra R x e R e tra R e R 2 tali 
campi sono mimmi, quanto vale m tal caso V in funzione di Vq e qual è 
1 espressione del comune valore minimo £ mln dei campi, confrontare il risultato 
con quello del problema precedente. 

17.17 Una sfera conduttnce di raggio r = 1 mm è posta sull’asse di un disco 
di raggio R = 10 cm, carico con densità <7= 10 11 C/m 2 uniforme; il centro 
della sfera dista d = 30 cm dal centro del disco. La sfera è collegata a terra da 
un sottile filo conduttore, così che il suo potenziale è nullo. Calcolare la carica 
q, indotta sulla sfera. 
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17.18 Due condensatori C A e C B sono collegati in sene ai morsetti di un 
generatore (f 0 - 100 V). Le d.d p ai capi dei condensaton sono V A = 60 V e 

B - 0 V. Collegando in parallelo a C A un condensatore C di capacità 2uF 
1 B diviene V B — 90 V. Calcolare i valon delle capacità di C A e C B . 

17.19 Due condensatori C 1 e C 2 vengono caricati a V x = 100 e V 2 = 200 V e 
poi connessi m parallelo; si constata che la d.d.p. ai capi vale V F = 120 V e 

che nel processo è stata dissipata l’energia W = 0.6 J. Calcolare i valori delle 
capacita di C j e C 2 . 

17.20 Dimostrare che dati due condensaton in parallelo la maniera m cui la 

canea q si ripartisce tra di essi è quella che rende minima l’energia elettrostati¬ 
ca totale W 

17.21 La capacità di un condensatore vanabile può essere portata da C, = 100 

a C, = 500 pF ruotando una manopola da 0° a 180°. Quando è in quest’uìtima 
situazione il condensatore viene cancato a V 0 = 200 V e poi isolato Se la 

manopola viene nportata nella posizione 0° calcolare il lavoro L speso e la 

d.d.p. finale V x . p * 

17.22 Un condensatore piano (1, h) viene cancato e quindi isolato dal gene¬ 
ratore: m queste condizioni la sua canea è q = 1(T 8 C e la forza con cui si 

attirano le armature vale 5.65 ■ 10~ 4 N Al tempo 1 = 0 una delle due 

armature, di massa m-5 g, viene lasciata libera di muoversi e il moto si 
assume privo di attrito m un piano orizzontale Al tempo t = 0.421 s l’armatura 

ui moto tocca quella ferma. Calcolare il valore della capacità iniziale C del 
condensatore 

17.23 Tre piastre conduttnci, di superficie 1= 1 m 2 , sono disposte parallela- 
mente tra loro, come mostrato m figura (h x = 5 cm, h 2 = 8 cm), la piastra 
mfenore e collegata con un filo conduttore a quella 
supenore La piastra intermedia è isolata e pnma di 
essere inserita tra le altre due è stata caricata con 
densità superficiale uniforme a -2 • IO -5 C/m 2 Cal¬ 
colare le densità a x e a 2 con cui la carica della pia¬ 
stra isolata si distnbuisce sulle due facce. Se la pia¬ 
stra isolata viene lasciata libera di muoversi si nota 

che essa viene attirata dalla piastra supenore. Calcolare il lavoro L delle forze 
del campo per uno spostamento di 1 cm (si trascuri il peso della piastra). 

C. CONDENSATORI CON DIELETTRICI 

17.24 Due condensaton sono collegati m sene a un generatore (V n = 750 Vi 
un^ondensatore ha capacità C 2 = 7-HT 10 F, l’altro, Cj, è piano (IT =800 

2mm ) ed ha l’aria come dielettrico. Una lastra di matenale dielettrico 
(*-_.5) viene msenta m C x nempiendolo completamente Calcolare la varia- 
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zione di carica Aq 2 in C 2 , la vanazione di d.d.p. AV X ai capi di C x , lo 
scambio di energia L gen tra il sistema di condensaton e il generatore m seguito 
all’inserzione della lastra, la canea di polarizzazione q p sulle facce del dralet- 
tnco. 

17.25 In un condensatore piano lo spazio tra le armature è riempito per metà 
da una lastra di matenale dieìettnco (x 2 = 9), con le facce parallele alle arma¬ 
ture. e per metà da ana. Se lo spessore totale è h = 1 cm, calcolare qual è la 
massima d.d.p. V mai . applicabile a tale condensatore. 

17.26 Un condensatore piano (1, 2h) viene caricato e quindi isolato. A canea 
costante si supponga di poter introdurre tra le armature, parallelamente a esse, 
una lastra di dielettnco (x, h) oppure di metallo (stesso spessore h). Si consta¬ 
ta che per estrarre dal condensatore la lastra di dielettnco bisogna compiere 
un lavoro L x , mentre per estrarre quella di metallo il lavoro vale L-, = 3 Lj 
Calcolare il valore di x. 

17.27 Due condensaton piani eguali hanno le armature quadrate di lato b, 
distanti tra loro h = 1 cm, e sono connessi a due generaton eguali. Nel primo 
condensatore è parzialmente msenta, parallelamente alle armature, una lastra 
conduttnce di spessore s = h/2 e base b 2 , nel secondo condensatore è parzial¬ 
mente rasento un blocco di dielettnco, spesso h e con .base b 2 . Calcolare 
quanto deve valere x affinché le forze con cui ì due condensatori attirano 
nspettivamente la lastra e il blocco siano eguali. 

17.28 Tra le armature di un condensatore piano, quadrate di lato b = 0.5 m e 
distanti h = 1 cm, sono poste due lastre di materiali dielettrici (h x = 3 mm. 

~ 1-5» h 2 = l mm, x 2 ) Quando ai capi del condensatore è applicata una 
d.d.p V 0 =_80 -10 V li campo elettrico nel primo dielettnco vale 
£i — 1-5 10 V/m. Calcolare il valore di x 2 . Se poi il condensatore viene 
cancato con una carica q = 10“ 5 C e quindi isolato, calcolare ì valon dei 
campi E e D in ciascun dielettrico, il valore della densità di canea di polanzza- 
zione Op sulla superficie di separazione tra ì due dielettrici, la d.d.p. V ai capi 
del condensatore, il lavoro L che si dovrebbe compiere per estrarre ì due 
dielettrici 

17.29 Lo spazio tra le armature di un condensatore piano (.T = 100 cm 2 ) è 
nempito da tre lastre dielettnche (h x = 0.5 cm, x x = 25. h 2 = 0.3 cm, * 2 = 4 ; 
h 3 = 0.2 cm, x 3 = 8). Ai capi del condensatore è applicata una d.d.p. V = IO 2 
V. Calcolare l’energia elettrostatica W del condensatore e il valore e il segno 
delle cariche di polarizzazione, specificando ove esse appaiono. 

17.30 Un condensatore piano con le armature 
quadrate di lato 20 cm ha come dielettrico tre di¬ 
versi matenah («j = 1.5, x 2 = 2.5, x 3 = 2.0) aventi 
le dimensioni segnate m figura. Calcolare la capa¬ 
cità C del condensatore. 


70cm—— io cm 

1 

lem 7 ! 2 

0.5 cm ^ 
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17.31 Una sfera conduttrice di raggio R con una carica q è immersa in una 
grande vasca piena d’olio con costante dielettrica relativa x = 4.6. Calcolare il 
rapporto q p /q tra la canea di polarizzazione q p che compare sulla superficie 
sfenca a contatto con la sfera e la canea libera q. 

17.32 Una sfera conduttrice, con una canea positiva q = IO -9 C, viene posta 
al centro di una cavità ricavata entro un’altra sfera conduttrice inizialmente 
scanca. Il raggio esterno del sistema vale R 2 = 9 cm. Successivamente l'mterca- 
pedme tra le due sfere viene nempita con un dielettnco (x) e il processo è a 
canea costante. La differenza tra l’energia iniziale del sistema senza dielettnco 
e quella finale con dielettrico vale W,-W f = 6.25 • IO -9 J mentre il rapporto 
W f /W, vale 0.9. Calcolare il valore di x e la capacità iniziale C del condensa¬ 
tore sfenco formato dai due condutton 

17.33 Tre superficie metalliche sfenche sono concentriche; quella interna pos¬ 
siede una canea q = 10~ 8 C. Successivamente il sistema 
Mene così modificato; prima la regione 1 viene nempita 
con un dielettrico (x, = 3), poi anche la regione 2 subi¬ 
sce un trattamento analogo, con x 2 = 5. Calcolare nei 
tre casi m cui a) non ci siano dielettnci, b) ci sia solo il 
primo dielettrico, c) a sia anche il secondo dielettrico, il 
campo elettrico E nel punto P della regione 2 distante 
r = 30 cm dal centro. 

17.34 Tre conduttori sfenci cavi di spessore trascurabile, concentnci, hanno 
raggi R x , R 2 , R 3 con R 3 = 1 m. Depositata una canea q sul conduttore più 
mtemo si osserva che il potenziale di quello più esterno, nspetto all’infinito, 
diventa l/ 3 = 360 V Si immette poi del gas (x) tra ì conduttori di raggi R 2 è 
R 3 . La variazione di energia elettrostatica del sistema è AW= 4 ■ IO -6 J,~la 
d.d.p tra i conduttori di raggi R 2 e R 3 nsulta V 2 - V 3 = 200 V e il potenziale 
del conduttore più interno, di raggio R u vale V) = 10 3 V. Calcolare la canea q 
presente sui tre condutton, il valore di x, ì raggi R x e i? 2 , le densità di canea 
di polarizzazione a 2 e o 3 presenti sulle superficie di raggi R 2 e R 3 . 

17.35 Entro il dielettrico di un condensatore piano sono praticate due sottili 
cavità parallelepipede, una con la base parallela e una con la base ortogonale 
alle armature. Nella pnma si misura £, =2-IO 3 V/m, nella seconda E 2 = IO 3 
V/m Calcolare la suscettività dielettrica x del materiale e la densità di canea 
libera o t sulle armature. 



D. CORRENTI CONTINUE. CIRCUITI RESISTIVI E RC 

17.36 Un filo conduttore di sezione E = 10“ 8 m 2 è costituito per una parte da 
una lega di resistività = 125 • IO -8 Qm e per un’altra da una lega di resisti¬ 
vità p 2 = 30 • 10 8 Qm; se esso è percorso da una corrente i = 0.4 A calcolare 


la discontinuità del campo elettrico A E sulla superficie di separazione tra le 
due leghe e il valore della densità di carica elettrica cr che ivi appare. 

17.37 La rete di resiston mostrata in figura si esten¬ 
de indefinitamente verso destra; il valore delle singo¬ 
le resistenze è R = 1Q, Calcolare la resistenza totale 
R 0 della rete vista dai terminali d'ingresso (a sini¬ 
stra) 

17.38 Un generatore (V 0 = 30V. R 0 = 0) è connesso a due resistori (R lt R 2 ) 
Quando essi sono m parallelo la potenza dissipata è Wj = 270 W, quando sono 
m serie è W 2 = 60 W Calcolare i valori delle resistenze Ri e R 2 , 

17.39 Nel circuito m figura R x è variabile mentre gli altri 
quattro resistori hanno tutti la stessa resistenza R = 300 Q. 

Calcolare quando è massima la potenza P x spesa su R x 


17.40 Calcolare, per il circuito m figura, quanto deve va¬ 
lere R affinché la corrente i che l'attraversa valga 0.4 A. I 
valon degli altri componenti sono espressi m volt e m 
ohm 




17.41 Due superficie cilindriche conduttrici indefinite, coassiali con raggi 
Ri = 1 mm e R 2 = 5 mm, sono separate da un isolante di resistività p = IO 14 
Qm Calcolare la resistenza per unità di lunghezza R t offerta al passaggio di 
una corrente radiale. 


17.42 Un condensatore piano (C = 4pF. h = 1 mm), riempito con un isolan¬ 
te. è inizialmente scarico Ad un certo istante viene connesso a un generatore 
(V 0 = 3 ■ 1CPV, R 0 = 10 7 Q), dopo i = 21.1 s il condensatore si perfora Calco¬ 
lare la rigidità dielettrica E s dell’isolante. 

17.43 Un condensatore di capacità C, carico a una d.d.p V=10 3 V. viene 
scaricato attraverso una resistenza R. la costante di tempo della scarica è 
T] = 10" 3 s. In tale processo il lavoro speso su R è Li = 5 ■ IO -3 J. Successiva¬ 
mente tra le armature del condensatore viene introdotto un dielettrico (x = 5) 
che presenta una certa resistenza di perdita Se si carica il condensatore alla 
stessa V e lo si lascia scaricare ancora su R, il lavoro speso su questa vale 
L 2 = 20 • IO -3 J. Calcolare il lavoro L* speso sulla resistenza di perdita R* e 
il valore di quest’ultima 


17.44 Nel circuito m figura il condensatore è carico alla 
d d p. V 0 ; all’istante t = 0 un proiettile taglia il filo in A e 
poi, all’istante t = t 0 , il filo in B. Il decremento percentuale di 
d.d.p. ai capi del condensatore risulta AV/V 0 = 2 ■ IO -2 . Se 
C = 0.5 |xF, R = IO 7 Q. d = 10 m, calcolare la velocità v del 
proiettile. 
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17.45 Nel circuito m figura al tempo t = 0 viene 
chiuso Finterruttore A. Ad equilibrio raggiunto quan¬ 
to vale V(<2) ? Viene poi riaperto A e chiuso B. Ad 
equilibrio raggiunto quanto vale V(P)' ) 


p —P 

hoov C ( T^_ 
T 3CÌ 6 


E. CAMPI MAGNETICI STATICI 


17.46 Un triangolo equilatero, di lato / e altezza A _d 

fi = 3 cm, è formato da un conduttore di sezione tra- \ i 

scurabile percorso da corrente Calcolare il raggio R \ °ì 

della circonferenza, concentrica e complanare al \ 1 

tnangolo tale che, percorsa dalla stessa corrente, prò- \ 

duca nel centro O lo stesso campo magnetico prodot- V 

to dal tnangolo; si ncordi che OD = DC /3 


17.47 Un nastro di matenale ìsolante viene fatto 
scorrere con velocità costante v = 20 m/s secondo 
il percorso indicato m figura. Esso possiede una 
densità di carica positiva a= 10“ s C/m 2 , unifor¬ 
me. Sia la distanza a che la lunghezza fi del nastro 
sono molto grandi rispetto alla separazione h. Cal¬ 
colare m un punto P della zona centrale del sistema direzione, verso e modulo 
del campo magnetico B generato dalle cariche m moto. 



17.48 Due piastre conduttrici piane parallele indefinite, distanti 2h = 10 cm e 
spesse h = 5 cm, sono percorse m versi opposti da una corrente di densità 
; = 2 • IO 6 A/m 2 ortogonale al disegno. 


Calcolare in funzione di x il campo ma¬ 
gnetico B(*) m modulo, direzione e ver¬ 
so, m particolare B 0 per x = 0 e B 1 per 
x= 1.5 fi. Calcolare inoltre la pressione p 
agente su ognuna delle piastre e l'energia 
magnetica W contenuta nel cubo di lato h 
(vedi figura) tutto interno alla piastra e 
con gli spigoli paralleli agli assi 



17.49 Nel circuito in figura I è un generatore di corrente costante i = 1 A. La 
sbarra conduttrice AB, lunga fi = 10 cm, è tenuta ferma nella posizione x = 0 
ed è collegata al punto P fisso tramite una molla di 
costante elastica K= 10 N/m. Ortogonalmente al piano 
del disegno c’è un campo magnetico uniforme e costan¬ 
te, diretto verso il lettore, di modulo B = 1 T. All’istan¬ 
te t — 0 la sbarretta viene liberata e può muoversi scor¬ 
rendo senza attrito sugli alto conduttori e mantenendosi 
parallela alla direzione che aveva inizialmente. Calcolare la posizione di equili¬ 
brio x 0 assunta dalla sbarra. 
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17.50 Due fili rettilinei sono percorsi da due correnti ij e z 2 aventi lo stesso 
verso; la distanza tra ì due fili è a. Nel piano dei fili c'è un circuito costituito 
da due conduttori rettilinei paralleli e da un 

generatore che fa circolare la corrente i 3 quan- I-^— 

do il circuito è chiuso dalla sbarretta AB lunga , 1 • 

fi (il circuito è isolato elettricamente dai fili). Si j*l t> 

sa che con ij = z 2 = 10 A la forza per unità di | -—a-- 

lunghezza tra ì due fili vale F= 2 ■ IO -4 N/m. 1-^- 1 — 

Determinare, quando zj = 7 A e z 2 = 3 A, l'e¬ 
ventuale posizione di equilibrio x della sbarretta AB e ripetere il calcolo nel 
caso m cui la corrente i 2 fosse invertita. 

17.51 Una piccola spira quadrata di lato a — 5 mm, percorsa da una corrente 
ij = 0 1 A, è sospesa verticalmente al centro di un solenoide rettilineo, lungo 
d — 50 cm e di raggio r = 5 cm. Il solenoide, le cui spire sono di rame 
(p = 1.8 • IO -8 Qm), è percorso da una corrente i 2 = 100 A, distribuita unifor¬ 
memente sulla sezione del conduttore con densità ; = 1 A/mm 2 . La potenza 
totale dissipata nel solenoide per effetto Joule è pari a P = 530 W. Calcolare il 
valore del campo magnetico B 0 nel centro del solenoide, supponendolo indefi¬ 
nito, e il lavoro L che occorre spendere per spostare la spira di 90° rispetto 
alla sua posizione di equilibrio. 

17.52 Una bobina compatta è formata da N = 3 spire, di raggio 
R = 2 cm, ed è percorsa da una corrente ; = 200 A nel verso 
indicato Sull’asse della bobina, che è posta m un piano* orizzon¬ 
tale, a distanza z = 10 cm da O, si trova m equilibrio un minu¬ 
scolo ago magnetico, col momento magnetico u verticale che 
punta verso il basso Se la massa dell'ago vale m = 4 • IO -2 g, 
calcolare modulo e verso del momento magnetico p. 

17.53 Una bobina compatta, costituita da N = 100 spire di raggio R = 20 cm, 

è percorsa da una corrente z = 0.5 A Un ago magnetico con momento d’mer- 
zia / = 25 - IO -7 Kgm 2 , posto al centro della bobina, ha un periodo T = 2s per 
le piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio. Se si fa partire l’ago, 
di massa m = 10 g, orientato col momento magnetico u parallelo e concorde a 
B, con velocità u = 2.5 • IO -2 m/s dal centro della bobina lungo l'asse, si 
osserva che si arresta m un punto P distante * 0 dal centro. Calcolare il valore 
di x 0 e la forza F risentita dall’ago nel punto P. , 

17.54 Due spire sono poste nello stesso piano e hanno lo stesso centro: 
quella interna ha raggio Ri = 10 cm, quella esterna R 2 - 20 cm; esse sono 
percorse dalle correnti zj e i 2 . Nel centro delle spire è sospeso, m equilibrio, 
un piccolo dipolo magnetico. Si osserva che il campo magnetico nel centro 
delle spire con le correnti equiverse vale Bi — 4n ■ IO -5 T, che il lavoro per 
ruotare di 180° il dipolo con le correnti opposte vale Li = 8n • IO -9 J, mentre 
il lavoro per ruotare di 180° il dipolo quando solamente i 2 circola vale 
L 2 = 12jc ■ IO -9 J. Calcolare i u i 2 e il momento magnetico p del dipolo. 
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17.55 II campo magnetico lungo l'asse di un solenoide ha approssimativamen¬ 
te l’andamento B(x) mostrato m figura. Una piccola bobina compatta, di mas- 



Z {=10cm ] 

(#=n cm t 

4“ 12 cm | 

0 { d 4 

sa m = 40 g, costituita da N = 100 spire di raggio r = 1 cm, percorsa da una 
corrente ; = 3.183 A, può scorrere senza attrito lungo una guida parallela 
all'asse x All'istante t = 0 viene lasciata libera a un’estremità del solenoide 
{x = d), quando passa per il centro ha una velocità u 0 = 0.5 m/s e quando 
raggiunge l’altro estremo del solenoide è trascorso un tempo t. Calcolare il 
valore del campo B 0 e del tempo r. 

17.56 Un conduttore cilindrico di raggio /?j = 1 cm è posto sull’asse di una 
guaina cilindrica conduttrice di raggio R 2 = 2 cm; nell'intercapedine c'è il vuo¬ 
to. Il sistema è lungo / = 50 cm, ma si trascurino le perturbazioni dovute alla 
lunghezza finita Detto L il coefficiente di autoinduzione del sistema e C la 
sua capacità, calcolare (L/C) 1/2 precisando l’unità di misura Se tra ì due 
conduttori è applicata una d.d.p. V = IO 3 V calcolare la forza F con cui il 
conduttore esterno è attirato da quello interno Ripetere il calcolo se invece 
nel sistema circola una corrente i = 6 A, in un verso nel conduttore interno, 
nel verso opposto nel conduttore esterno 

17.57 Due circuiti C x e C 2 , contenuti m due piani paralleli, sono percorsi 
dalle correnti i x = 10 A e i 2 = 3 • 10" 2 A II loro coefficiente di mutua induzio¬ 
ne ha l’espressione M = K/(r + a) con K = 1.5 • IO" 7 Hm e a = 1 cm Calcola¬ 
re il modulo della forza F cui i circuiti sono soggetti quando r = 2 cm 


F. FORZE ELETTROMOTRICI INDOTTE 

17.58 Si consideri un filo rettilineo indefinito percorso dalla corrente costante 
i 0 e due guide conduttrici parallele ad esso, a distanza a e b. Le due guide 
sono collegate da una resistenza R, su di 
esse scivola senza attrito una sbarretta tra¬ 
sversale di massa m. All’istante r = 0 la 
sbarretta transita per il punto di coordina¬ 
ta x = 0 con velocità v Q diretta secondo 
l’asse x positivo Determinare la corrente 
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indotta i{x) nel circuito ABCD, la velocità della sbarretta v(x), la distanza x 0 
dall’origine del punto in cui la sbarretta si arresta, l’energia W dissipata per 
effetto Joule tra l’istante t = 0 e quello di arresto 

17.59 Una sbarretta conduttrice AB, di massa m = 100 g, scorre senza attrito 
su due rotaie conduttrici, parallele e orizzontali, distanti b = 20 cm, collegate 
ad un generatore di f.em. 'S(f)- Il dispositivo è immerso in un campo magneti¬ 
co B = 0.5 T, uniforme e normale al piano delle rotaie. All'istante t = 0 la 
sbarretta ha una velocità iniziale u 0 = 5 • m/s diretta co¬ 
me m figura e la f.em. 5§(r) varia nel tempo così da 
mantenere nel circuito una corrente costante i di verso 
tale da frenare il moto della sbarretta La resistenza 
complessiva del circuito è R = 0 1 Q Sapendo che la 
sbarretta si arresta all’istante f 0 = 0.25 s calcolare il valore di i. la legge con cui 
vana la f.em %(t), l’energia W fornita dal generatore tra r = 0 e t = r 0 

17.60 Un conduttore di lunghezza b = 10 cm e massa m = 5 g è appoggiato 
su due rotaie orizzontali, parallele tra loro e distanti b, m modo da risultare 
normale ad esse L’insieme è posto m un campo magnetico verticale, uniforme 
e costante, di modulo B = IO" 2 T Una sorgente di f.em %(t) vanabile ali¬ 
menta il circuito, la cui resistenza complessiva è R = 1 £2, mantenendovi una 
corrente costante i = 1 A Al tempo t = 0 la velocità della sbarra è u 0 = 1 
m/s. diretta in senso inverso al moto che la sbarra assumerebbe spontanea¬ 
mente sotto l’azione del campo B Determinare la legge v(t) con cui varia la 
velocità della sbarra e m particolare il valore per t = 5 s, la legge con cui vana 
la f.em. %(t) fornita dal generatore e m particolare il valore per r = 5 s, il 
lavoro L eseguito sulla sbarra nell’intervallo di tempo tra r = 0 e t = 5 s 

17.61 Una sbarra onzzontale (densità <5 = 2 • IO 3 Kg/m 3 , resistività 
p = 2 • IO" 6 Qm) può scivolare senza attrito su due guide parallele inclinate di 
0=30° rispetto al piano orizzontale, le due guide, di resistenza trascurabile, 
sono cortocircuitate a una estremità II sistema è immerso m un campo magne¬ 
tico uniforme di modulo B = 0.4 T diretto secondo la verticale All'istante 
t = 0 la sbarra viene lasciata libera di muoversi. Calcolare la sua velocità v 
dopo 10 s 

17.62 Una spira quadrata di alluminio (densità - 

<5 = 2.7 • IO 3 Kg/m 3 , resistività g= 2.8 • IO" 8 Qm) è V* 

posta tra le espansioni polan di un elettromagnete II j 

lato superiore della spira si trova in una zona m cui j 

il campo magnetico è uniforme e vale 5 = 1.5 T, il _ ! 

lato inferiore si trova m una zona m cui il campo | 

magnetico è nullo; si assume che questa situazione * 

resti sempre realizzata. All’istante t - 0 la spira è lasciata libera di cadere sotto 
l’azione del proprio peso. Ricavare la legge del moto z(r) e dimostrare che la 
velocità di caduta v(t) tende ad un valore limite u„; calcolare tale valore 
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17.63 Lo spazio esterno a una superficie cilindrica verticale è sede di un 
campo magnetico B. ortogonale alla superficie e di modulo 0.1 T. Una spira di 
raggio r = 10 cm, appena maggiore del raggio della superficie cilindrica, massa 
m = 5 g e resistenza /? — 0.1 Q, coassiale alla superficie, all’istante r = 0 è 
lasciata cadere sotto 1 azione del proprio peso. Dare la legge con cui variano 
nel tempo la velocità di caduta v(t) e la corrente indotta nella spira i(t). 

17.64 Una spira conduttrice quadrata, di lato a = 10 cm, massa m = 0 1 Kg e 
resistenza R — 10 2 Q. è m quiete m un piano 
orizzontale ed è immersa in un campo magnetico 
uniforme B, ad essa ortogonale Alla spira viene 
impressa una velocità v 0 ed essa si muove di moto 
traslatorio, cominciando a uscire dal campo ma¬ 
gnetico all'istante r = 0. Si osserva che la velocità 
della spira si è dimezzata al tempo r — 30.81 • IO -3 
s misurato a partire dall’istante t = 0 e che essa si 
ferma dopo aver percorso fuon dal campo una di¬ 
stanza pari a xq = 8.9 cm Calcolare u 0 > 7? e la carica complessiva q che 
percorre la spira durante il processo 

17.65 Una spira quadrata conduttrice, di lato a = 60 cm, massa m = 60 g, 
resistenza R = 8 • 10 ■ Q, si muove su un piano senza attrito. È presente un 
campo magnetico ortogonale al piano, nullo per x *2 0 e 
di modulo B(x) = ax per a- & 0 con a = 10 T/m Quan¬ 
do il lato anteriore della spira entra nel campo la veloci¬ 
tà vale v 0 , dopo aver percorso una distanza h = 4 cm la 
spira si arresta. Dimostrare che la velocità vana con la 
distanza secondo la legge v(x) -v 0 - (ix 3 e calcolare i 
valori di ^ e di u 0 , l’energia W dissipata nella spira 

durante l’intero processo, la carica q che attraversa la -o-T 

spira nello stesso periodo 

17.66 Una spira conduttrice di resistenza R = 5Q, a forma di triangolo equi¬ 

latero di lato / = 40 cm, si muove di moto uniforme lungo l’asse x con velocità 
u Ad un certo istante essa entra in una re¬ 
gione sede di un campo magnetico uniforme b^oT b 

e costante, di modulo B, ortogonale al piano 
della spira. Si sa che quando la spira è en¬ 
trata per metà della sua altezza la corrente 
che circola in essa vale / = 1 A e che una 
particella, con rapporto q/m = 0.1 C/Kg, 
che si muova nel piano xy con la stessa velo¬ 
cità della spira, descrive un arco di circonferenza di raggio r = IO 3 m. Calcola¬ 
re il valore di B e la velocità v della spira 

17.67 Un sottile disco metallico, di raggio D = 20 cm e spessore trascurabile, 
viene messo in rotazione attorno al proprio asse con velocità angolare 
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ai 0 =100 rad/s, il momento d’inerzia vale 
7=2 • IO -2 Kgm 2 , l’attrito è trascurabile. Tra¬ 
mite un contatto al bordo del disco e un filo di 
collegamento tra tale contatto e l’asse del disco 
si forma un circuito chiuso (attraverso il disco) 
la cui resistenza totale è R = 0.5 Q. All’istante 
i = 0ein un tempo trascurabile viene acceso un 
campo magnetico uniforme di valore B = IT, ortogonale al disco; tale campo 
resta costante fino all’istante t = 25 s e quindi viene spento rapidamente. Cal¬ 
colare la velocità angolare finale co F del disco e la quantità di calore Q dissipa¬ 
ta durante il processo nella resistenza. 

17.68 Un sottile disco conduttore, di raggio D = 20 cm e momento d'inerzia 
1=2 ■ IO -3 Kgm 2 , è immerso m un campo magnetico uniforme e costante, ad 
esso ortogonale, di modulo B = 0.2 T. Tramite 
un contatto strisciante è possibile far passare 
dall’asse ad un punto sul bordo una corrente 
radiale erogata da un generatore di f.em. Vo- In 
seguito al passaggio di corrente il disco si muo¬ 
ve con una velocità angolare di regime co 0 . Al 
tempo t = 0 il generatore viene escluso dal cir¬ 
cuito commutando la levetta nella posizione 2 e nel tempo A t m cui la velocità 
angolare passa da co 0 a co = ai 0 /3 si dissipa nel circuito un’energia W = 80 J. 
Calcolare 1 valori di co 0 e V 0 

17.69 Un sottile disco conduttore, di raggio D =' 10 cm e momento d'inerzia 
7= 1.4 • IO -3 Kgm 2 , è immerso m un campo magnetico uniforme, -di modulo 
B = 0.2 T, ad esso ortogonale. All'istante t = 0 il 
disco sta ruotando con velocità angolare oi 0 = 200 
rad/s. Tramite un generatore di f.em. %(t) e un 
contatto strisciante si fa passare nel circuito, a par¬ 
tire da t = 0, una corrente costante i di verso tale 
da frenare il moto del disco. La resistenza com¬ 
plessiva del circuito è R = IO -2 Q. Sapendo che il 
disco si arresta all’istante f = 5.6 s calcolare il valore di i, la legge con cui vana 
la f.em. %{t), l’energia W fornita dal generatore nell’intervallo di tempo da 
t = 0 a t = 5.6 s. 

17.70 Un anemometro è costituito da due superficie semisferiche poste alle 
estremità di una sbarra orizzontale lunga L = 1 m, che può ruotare attorno al 
suo centro. Sull’asse di rotazione è montata una spira quadrata di lato a = 20 
cm. Se la componente orizzontale del campo magnetico terrestre è 
B = 0.5 • IO -4 T e la f.em. indotta massima è% 0 = IO -4 V, calcolare la veloci¬ 
tà v del vento. 

17.71 Una spira circolare di rame (g = 1.78 • IO -8 £2m), con diametro medio 
D = 10 cm e sezione 1=2 mm 2 , può ruotare senza attrito attorno a un suo 
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diametro. Essa è immersa m un campo magnetico uniforme e costante, di 
modulo B = 0.5 T, ortogonale all’asse di rotazione, ed è mantenuta in rotazio¬ 
ne con una velocità angolare costante w = 62.8 rad/s Calcolare l’energia W 
dissipata in un secondo 


17.72 Una spira rettangolare, di lati AD = 10 cm, DC = 8 
cm e resistenza R = 1.5 £2, giace m un piano contenente 
un filo conduttore rettilineo indefinito percorso dalla cor¬ 
rente i = 1 A. Essa viene fatta ruotare di 180° attorno al 
lato AD, disposto parallelamente al filo alla distanza 
fi? = 15 cm. Calcolare la canea q che percorre la spira du¬ 
rante la rotazione. 



17.73 Una bobina circolare, costituita da N=10 spire di raggio D = 20 cm, 
avente resistenza R = 4 Q, ruota attorno al suo diametro verticale con velocità 
angolare « = 2.25 rad/s in una regione sede di un campo magnetico uniforme 
e costante, parallelo all asse x Se l'enenna dissipata per ogni giro vale 
W= 2.79 J calcolare il modulo del campo magnetico B e la carica totale q che 
fluisce nella bobina durante mezzo giro 



Si tiene ferma la bobina nel piano xz e si pone una seconda bobina, 
costituita da n = 5 spire di raggio d= 1 cm, percorsa dalla corrente i = 6 A, 
nel centro della pnma spira, allontanandola poi lungo l’asse y fino all'infinito, 
durante il processo le due bobine nmangono sempre parallele Determinare il 
coefficiente di mutua induzione M(y) tra le bobine in funzione della loro 
distanza y e la carica totale q che fluisce nella prima bobina durante l'intero 
processo di allontanamento 


17.74 Un filo conduttore rettilineo indefinito è percorso da una corrente 
i = 100 A. Una piccola spira di area 1=4 cm 2 . composta da N = 50 spire, 
giace m un piano che contiene il filo a distanza 
?•] = 20 cm da questo. La resistenza della spira è 
5 = 0.1 Q e un generatore di f.em V 0 =1V è 
inserito in serie alla spira Questa viene spostata 
lentamente fino a una distanza r 2 = 40 cm e lì ro¬ 
vesciata. Calcolare il lavoro W 2 che si deve spen¬ 
dere per compiere questo movimento Successiva¬ 
mente il generatore viene sconnesso dalla spira 
che viene riportata con velocità costante v = 10 m/s fino alla distanza 
Calcolare l’energia Wj dissipata nella spira durante questo movimento e la 
carica totale q che percorre la spira Tutti gli spostamenti avvengono ortogo¬ 
nalmente al filo e la spira resta sempre nello stesso piano. 
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17.75 Due bobine molto compatte hanno gli assi che formano un angolo 8 
La bobina 2 è composta da N 2 = 10 spire di filo di rame di diametro d = 0.2 
mm e resistività p = 1.8 ■ IO -8 Qm, il raggio è R 2 = 10 min. Quando ai capi 
della bobina 1 viene applicata una f em. Vj(l) nella bobina 2 viene indotta una 
f em. V 2 (r) il cui andamento è riportato in figura- si tratta di un’onda quadra 
di ampiezza V 20 = 3 • IO -3 V e periodo T = 10~ 4 s. Cambiando opportuna¬ 
mente l’orientazione della bobina 2 si trova che l’ampiezza dell'onda quadra 
assume il valore massimo V 2 max = 6 • 10“ 3 V Calcolare il valore di 0, la 
variazione massima AB Ì del campo magnetico generato dalla bobina 1 nella 
regione occupata dalla bobina 2, supponendolo ivi uniforme, l’energia W dissi¬ 
pata nella bobina 2 durante un periodo T 


17.76 Un solenoide toroidale in aria, 
con sezione X = 1 cm 2 e raggio medio 
r = 10 cm, è composto da N = IO 4 spi¬ 
re Ad esso è concatenata una spira, 
che giace nel medesimo piano di una 
delle spire del solenoide ed è inserita 
in un circuito RC , con R = 100 Q e 
C = 1 ftF, il condensatore è carico alla 
d d p V 0 = IO 3 V All'istante r = 0 viene 
indotta % che appare tra ì capi A e 
i=3 ■ 10“ 4 s 



chiuso l’interruttore, calcolare la f em 
B dell’avvolgimento dopo un tempo 


17.77 II circuito in figura ha una parte, di area X = 100 cm 2 , immersa m un 
campo magnetico B, normale al piano del disegno 


e rivolto verso il lettore, il cui modulo è variabile 
nel tempo secondo la legge 5 = 01 (1-114 f)T 
Calcolare il valore e il verso della corrente t A mi¬ 
surata dallo strumento A di resistenza interna 
R, = 100 Q. Tutte le altre resistenze hanno lo stes¬ 
so valore R = IO 3 Q. 



17.78 Un solenoide di sezione 2= IO -3 m 2 , costituito da N = IO 3 spire, è 
chiuso su una resistenza R = 100 Q e immerso in un campo magnetico B Q 
uniforme, parallelo al suo asse. A partire dall’istante r = 0 il campo magnetico 
diminuisce secondo la legge B(t) = B 0 - at 2 e dopo un tempo t 0 = IO -2 s si 
annulla, in questo tempo passa nel circuito una carica q = IO -4 C Calcolare ì 
valori di 5 0 e a, la legge i(t) con cui vana la corrente nel circuito e in 
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particolare il valore i 0 = i(t 0 ), l’energia W dissipata nel circuito nell’intervallo 
di tempo lo 

17.79 In un circuito la corrente subisce una variazione secondo la legge 
i(i)= 0.5 + 41 A nell’intervallo di tempo da ^=0 a r 2 — 1 s. Prima di i 2 e 
dopo t 2 la corrente è costante con i valori che si possono determinare dall’e¬ 
spressione di z(r). In un secondo circuito vicmo al primo si misura, nell’inter¬ 
vallo f 2 — fi» un passaggio di carica pari a q = 5 ■ IO -6 C; la resistenza del 
circuito è R = 2Q. Calcolare il coefficiente di mutua induzione M tra i due 
circuiti. 

17.80 Un solenoide rettilineo indefinito, a sezione circolare con raggio R = 10 
cm, ha n = IO 3 spire per metro. Esso è percorso da una corrente variabile nel 
tempo secondo la legge z = 1 + at A. Una spira conduttnce circolare di raggio 
r, = 5 cm è coassiale al solenoide; essa è interrotta m un punto e si sa che tra 
ì due estremi scocca una scintilla quando la d.d.p. supera V s = 100 V Calcola¬ 
re quanto deve valere a affinché scocchi la scintilla. Un’analoga spira di raggio 
r 2 = 15 cm, anch’essa coassiale al solenoide, viene aperta praticando un’mterru- 
zione eguale a quella della spira interna In questa seconda spira scocca una 
scintola se a ha il valore trovato precedentemente? 

17.81 Una regione di spazio, che può essere pensata come Tinterno di un 

cilindro, è sede di un campo magnetico B uniforme e costante, parallelo all’as¬ 
se del cilindro e rivolto verso il lettore (la figura rappre¬ 
senta una sezione del cilindro) Al tempo t = 0 il campo 
magnetico comincia a variare secondo la legge 

S = 5 o (l _ o;0 con a=10 6 s -1 . Se al tempo 

i 0 = 0.5 • IO -6 s una particella canea positivamente possie¬ 
de la velocità v = IO 6 m/s, tangente alla circonferenza di 
raggio R = 1 m, coassiale al cilindro, calcolare quali sono direzione e verso 
della forza totale F agente sulla particella. 

G. MATERIALI MAGNETICI 

17.82 Un cilindro di ferro, lungo h = 20 cm, è magnetizzato uniformemente 
ad opera di un avvolgimento disposto sulla sua 
superficie e formato da N = 200 spire. Se la 
corrente nell’avvolgimento vale z = 1 A e se la 
circuitazione di B lungo la linea C vale 
r= 2.54-IO -2 Tm, calcolare il valore della 
magnetizzazione M assunta dal cilindro. 

17.83 Un filo conduttore indefinito di raggio R è circondato da una corteccia 
cilindrica di raggio interno R e raggio esterno 2 R, con permeabilità magnetica 
relativa x m . Il filo è percorso da una corrente distribuita uniformemente sulla 
sua sezione. Se il rapporto tra l’energia magnetica T¥ 2 contenuta nell’unità di 
lunghezza della corteccia e quella W 2 contenuta nell’unità di lunghezza del filo 
è Wi/W 2 = 27.6, calcolare il valore di x m . 




PROBLEMI SUPPLEMENTARI 


589 


17.84 Un filo rettilineo indefinito, percorso da una corrente i = 1 A, è circon¬ 
dato da una guaina cilindrica, di raggio Ri = 1 cm e permeabilità magnetica 
relativa ì — 4, la quale a sua volta è circondata da un’altra guaina cilindrica 
di permeabilità magnetica relativa x m<2 = 6 Calcolare la discontinuità A B di B 
attraverso la superficie cilindrica di raggio Ri e la corrente di magnetizzazione 
i m su tale superficie. 

17.85 Un filo rettilineo indefinito (raggio r 0 ), percorso da una corrente di 
densità j = Kr con K costante, è circondato da una guaina cilindrica di raggio 
interno R e raggio esterno Rq = 4 cm. La discontinuità del campo magnetico 
nel passare attraverso la superficie interna della guaina vale 100 B 0 , essendo 
B 0 il campo magnetico appena al di fuori della superficie esterna della guaina. 
Se una corrente con la stessa densità percorresse un conduttore di raggio R 0 , il 
rapporto tra i campi B(R 0 ) e B(R) varrebbe 4. Calcolare il valore del raggio 
interno R e della permeabilità magnetica relativa x m del materiale ferromagne¬ 
tico di cui è fatta la guaina 

17.86 Lungo l’asse di un solenoide rettilineo indefinito è possibile disporre 
una sbarra cilindrica di materiale ferromagnetico; il raggio del solenoide è 
R = 5 cm, quello della sbarra r=l cm II coefficiente di autoinduzione per 
unità di lunghezza del solenoide vale L] = 1.54 • IO -3 H/m senza la sbarra e 
L 2 = 3.02 • IO -3 H/m m presenza di essa. Calcolare il rapporto B,/B e tra i 
moduli del campo magnetico B dentro e fuori la sbarra. 

17.87 Una bobina di N = 400 spire è avvolta su un nucleo di ferro toroidale 
di lunghezza media / = 30 cm ed è percorsa da una corrente z = 0 045 A Le 
proprietà magnetiche del ferro utilizzato sono esprimibili mediante la relazione 
B = 1Q~ 3 H, Determinare la magnetizzazione M del ferro. Se viene praticato 
un mterferro lungo h = 2 mm calcolare il valore della corrente z * necessaria 
per mantenere lo stesso valore di B e il rapporto tra l'energia magnetica W 2 
immagazzinata nel sistema senza mterferro e quella W 2 con mterferro. 

17.88 Un elettromagnete deve tenere sollevato un peso / -}/////—7 

p = 500 N; la sezione del circuito magnetico è I = 0.25 / / 

m 2 , la lunghezza totale è 1 = 0.5 m, gli interferri sono I I 

lunghi ciascuno h = 0.5 mm Se la permeabilità magneti¬ 
ca relativa del ferro è y. m = 1800 e se la corrente nel- J _ , 

l’avvolgimento è z = 1 A, calcolare il numero mimmo N _ _/ 

delle spire necessarie. L Z 

17.89 Un avvolgimento di N = 1500 spire percorse da una corrente i = 1 A è 
disposto su una superfìcie toroidale circolare di sezione J. = 10 cm 2 e lunghezza 
media /= 1.5 m. Lo spazio interno a tale solenoide è completamente riempito 
di ferro con permeabilità magnetica relativa x m = IO 3 costante per le seguenti 
considerazioni. Il ferro presenta m due punti diametralmente opposti due spac¬ 
cature, normali alla linea mediana del solenoide. Se si allontanano le due parti 
di h = 5 mm, calcolare il lavoro L die bisogna compiere nel processo e il 
corrispondente lavoro L gen del generatore per mantenere costante la corrente. 
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17.90 Un toroide di ferro dolce, di raggio medio r = 10 cm, sezione uniforme 
I - 5 cm 2 , mterferro spesso h- 1 mm. è coperto da un avvolgimento di 
N = 200 spire percorse da una corrente i = 5 A. Se la relazione tra B e H per 
il ferro è quella data nella tabella, calcolare il valore del campo magnetico B 
nell’mterferro. Determinare inoltre quale tensione % si sviluppa ai capi dell'av¬ 
volgimento se la corrente viene ridotta a zero linearmente in un tempo 
t- IO" 3 s. 

H(A/m) 40 80 160 240 320 480 800 1600 

B( T) 0.1 0.2 0.6 0.85 1 0 1.2 1.4 1.5 

17.91 Tra le espansioni polari di un elettromagnete che genera un campo B 

uniforme scende con velocità costante u=l0" 2 m/s una spira quadrata con 
lato a di rame (densità 6=8 • IO 3 Kg/m 3 , resistività p= 1.8 • IO" 8 Qml II 
lato superiore della spira si trova nel campo B, il lato inferiore in una zona 
dove il campo è nullo (le facce polan sono verticali, il piano contenente la 

spira è ad esse parallelo, le linee di B sono orizzontali) Se nella spira si 

dissipa una potenza P = 9.8 • IO" 3 W calcolare la massa m dalla spira e il 
valore B del campo magnetico. Sapendo che l’elettromagnete ha forma toroi¬ 
dale, con la parte in ferro lunga l = 199 cm e l’mterferro lungo h = 1 cm, ed è 
alimentato da una corrente i = 238 A che attraversa N — 100 spire, calcolare la 
permeabilità magnetica relativa x m del ferro 

17.92 Un solenoide molto lungo ( n = 40 spire/cm, diametro d = 4 cm) posto 
sopra un piano orizzontale è collegato ad un generatore che mantiene costante 
la corrente i Una sbarra di materiale ferromagnetico ha un estremo dentro il 
solenoide e l’altro ester¬ 
no collegato ad una mol¬ 
la di costante elastica 
À = 2 N/m Quando non 
circola corrente la molla 
è m condizioni di riposo. Se si fa passare corrente la sbarra penetra per un 
tratto / = 20 cm e il coefficiente di autoinduzione del solenoide varia di 
AL = 2H. Tutto il processo avviene senza attriti e la corrente i erogata dal 
generatore rimane come detto costante. Calcolare la suscettività magnetica Xm 
e la magnetizzazione M del materiale e il valore del campo H del solenoide. 

17.93 La curva del ciclo di isteresi di un materiale ferromagnetico, con densi¬ 
tà p = 8.15 • IO 3 Kg/m 3 racchiude un’area L BH = 14.2 cm 2 se è tracciata con 
una scala di 1 cm ogni 500 A/m e ogni 0.1 T. Calcolare l’energia W dissipata 
per unità di volume e per ciclo Se il campione è sottoposto a un regime 
alternato a frequenza v = 50 Hz determinare la potenza dissipata per unità di 
volume P r e per unità di massa P m . ammesso che la magnetizzazione raggiunga 
i valori massimi nei due sensi. Calcolare infine, nel regime suddetto, la velocità 
iniziale di riscaldamento dT/dt se il calore specifico della sostanza è 
c = 4.5 • IO 2 J/Kg • grado 
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H. CORRENTI ALTERNATE 

17.94 Un condensatore sferico (R { = 5 cm, R 2 = 6 cm), con dielettrico il vuo¬ 
to, è connesso a un induttore con L = 2 • IO" 4 H. Il tratto di filo AB è 
abbastanza lontano dal resto del sistema per poter 

essere considerato rettilineo e indefinito Nel punto 
p, distante a = 1 cm dal filo AB, è posta una piccola /f i 

spira piana di area I = 2 mm 2 . Il piano della spira U Jj n5WT ' 1 

contiene il filo AB. Se la massima d.d.p ai capi del 

condensatore vale V 0 = 100 V, calcolare il valore Jl --- \ B 

massimo % m3 _ x della f.em. indotta nella spira 

17.95 Due generatori alternati, aventi eguale frequenza v e valori massimi 
V 0 ,, = 60 V e V Q 2 = 80 V, sfasati di <p, sono connessi m sene tra loro e con 
una bobina RL. Un misuratore di tensione efficace 

segna 100 V se connesso tra A e B, mentre un misu- A q = 

ratore di corrente efficace segna i = 5 A nel arcuilo. w W 

Infine la potenza dissipata vale P = 400 W Calcolare 1^...* 
i valori dell’angolo di sfasamento <p, della resistenza 
R e della reattanza coL. 


17.96 Nel arcuilo m figura il generatore fornisce una f.em alternata con 
V 0 “ 100 V e co — 10 rad/s, si sa che Li Z >2 10 “* —, — 

H e che R x = R 2 = 100 Q Calcolare l’impedenza lo- A l, ^ l s 

tale Z e il rapporto Ijl 2 tra le correnti nelle resi- t--■- 1 


17.97 Studiare il comportamento del arcuilo RLC in parallelo al variare della 
frequenza 

17.98 Calcolare la frequenza v di risonanza del arcuilo m figura e confronta¬ 
re il risultato con quello del problema 8 14 

17.99 Nel arcuilo in figura calcolare m modulo e fase il rapporto tra la 
d.d.p. V u in uscita e la f.em. V 0 fornita dal generatore Si assuma P = 10 Q, 
coL = 10 Q, l/oiC= 10 Q 

17.100 Calcolare il valore di co per cui, m modulo e fase, V CD = V AB Sia 
L = 1 H e C 2 = pF 



1—E)—t—T" 
I c ff| I R 


li 


17.100 
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17.101 Verificare che nel circuito in figura, se R,C, = R 2 C 2 . l’ampiezza di V u 
è eguale all’ampiezza di V,; calcolare m tal caso la differenza di fase <p tra V u 
e V, e determinare la condizione affinché valga ± jz/2 



17 - 101 17.102 17.103 


17.102 Nel circuito m figura facendo variare R si annulla la corrente nell’am¬ 

perometro. Determinare ì valori di L x e R x se R all’equilibrio vale 5 • IO 3 Q 
se gli altri componenti hanno ì seguenti valori: L = 0.1 H C = 1 uF R, = li 
Q “ r ’ 1 

17.103 Determinare le condizioni m cui la corrente attraverso l’impedenza 
X\ + iX 2 è m fase con la f.em del generatore 

17.104 Nel circuito m figura, vanando ì valori 
della capacità C e della resistenza R si riesce ad 
annullare la corrente attraverso lo strumento. 

Calcolare R x e L A se R = 5 • IO 6 Q, 

C = 2 • 10“ 2 uF, la pulsazione del generatore è 
co = IO 3 rad/s 

17.105^ Un condensatore piano, costituito da due armature circolari di area 
— ~~ 7.5 • 10 cm . è sottoposto a una tensione alternata per cui la sua carica 
varia con la legge ^ — 10 4 senIO 7 / C Calcolare il campo magnetico a 
distanza r 0 = 4 cm dall'asse del condensatore. Il dielettrico è il vuoto. 


I. MOTI DI CARICHE 

17.106 Un protone {q/m = IO 8 C/Kg) viene immesso con velocità iniziale 
u 0 = 5 • IO 6 m/s m un campo elettrico E uniforme di 
modulo £=10 5 V/m; l’angolo di u 0 con l’asse x è 
6= 11.78°. Calcolare la direzione, il verso e il modu¬ 
lo della velocità v del protone nel punto della traiet¬ 
toria la cui ascissa è d = 50 cm. Il punto in cui avvie¬ 
ne l’immissione è l’origine del sistema di coordinate. 
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17.107 Un oscillatore armonico, avente carica e massa pan a quelle di un 


elettrone e pulsazione propna a> 0 =10 7 rad/s, è posto 
all’interno di una canea distribuita uniformemente tra 
due piani paralleli. Le sue oscillazioni, che avvengono 
intorno al punto O della figura lungo l'asse * e sono 
contenute completamente entro la canea, presentano 
una pulsazione ai = 1.01 ai 0 . Determinare il valore della 



densità di canea g 


17.108 Una lastra metallica conduttrice indefinita è mantenuta al potenziale 
V = 0. Un elettrone inizialmente fermo ad una distanza d = 1 cm viene lasciato 
libero Calcolare la sua velocità v quando ha percorso h = 9 mm, cioè quando 
si trova a d' = 1 mm dalla lastra. Si trascuri l’irraggiamento dovuto all'accele¬ 
razione 


17.109 Due piani indefiniti paralleli distanti °it <3?± 

d = 50 cm sono candii con densità I f 

Oi = 2o 2 - 17.72 ■ IO -8 C/m 2 . Calcolare il poten- ~-1— 2 — 

ziale V(x) ponendolo eguale a zero nel punto di + | 

mezzo O, origine delle coordinate. Determinare t — d —t 

inoltre l’energia cinetica minima T mm che deve + _ + 

avere un protone nel punto A (x = -d) per giungere in O' e il punto x 0 in cui 
un elettrone, lasciato libero in A con velocità nulla, si ferma. 

17.110 In una opportuna regione di spazio vuoto il potenziale elettrostatico è 
espresso dalla relazione V = axy con a = 3 • IO 7 V/m 2 . Nel punto di coordina¬ 
te x 0 = 3 cm, y 0 = 3 cm viene abbandonato con velocità nulla uno ione di 
massa m = 2 • IO -26 Kg e canea q = 3.2 • 10“ 19 C. Determinare il campo elet- 
tnco Eq nel punto x 0 , yo m modulo, direzione e verso, il tipo di moto che 
compie lo ione nel campo e con quale velocità v 0 passa per Pongine. 


17.111 Nella figura le linee discontinue rappresentano due gnglie metalliche 
molto estese che separano tre regioni A, B, C; in A e C è possibile produrre 
un campo magnetico uniforme e costante, ortogonale al 
disegno, mentre B è sede di un campo elettrico uniforme e ! 

costante, creato da una d.d.p. V = Vi — V 2 applicata tra le t ì 

griglie Nel punto P viene iniettata una particella di massa A \ B \ c 
m e carica positiva q con velocità u 0 ; si vuole che essa | 1 

ritorni m un punto Q della griglia 1 dopo aver attraversato 0 » ì 

tutte e tre le regioni suddette. Determinare il verso di B a v ( ^ 

ciò necessano, la distanza PQ e l’energia cinetica T posse¬ 
duta dalla particella nel punto Q. Si assuma V = 5 • IO 3 V, B = 1 T, v Q = IO 6 
m/s, m= 1.6 • IO" 27 Kg, q = 1.6 • 10“ 19 C. 


17.112 Una regione di spazio vuoto è sede di un campo elettrico E = Axu r . 
Questa espressione è valida per -10 =S x 10 cm, mentre al di fuori di tale 
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riti irà |Hixiiivii con ilcu.siià i). Il ruggii! Pelili .sn|terficie ciliu}>ricn £ K » I cui. 
I'uìi ciiricii piniiifoiuic fciniii ìi r,i = 2 cui puH'iissc del sisicum si irli va sotlnpo- 
««a ìi mi riunito clrmico /'. *• 1.15* I»* 4 V/m. Otumibi nel libi viene lumi 
pn««iirc uuii correrne i uu» curie» piiuliforuie Iìuicìiuu piinillcluiocioc ut sistema 
;• itisiiiii7.ii r > H enn velocità u * 6.3 • 10° ut/s non viene deflessa. Calcolare a 
e r. 


J. 1*1 II.AUr/./.A'/.U)NK 

17.115 llii'ninl.i |)iiiiii} pnliiri/./iilii rnailuiinciue, ili iuieu.siià tu •* “.K80 
w/cui*. uic»le rmi mi imgolii i »* .91" sull» stipai fkle ili uu mezzo Iraspureme 
(o -a 1.92). Detei minare lo xnuo ili ptiluriz/uzittuc Pelili luce riflessi! glttslifkau- 
ibi lu lisjMtMit }|uumiinlivuuieulc. Orbigiiualutcule ullu direzione di propagurjo- 
ne itcU'ihHlii tillessu vicite posili >m iMtlitroiilc Il cui ussc ottico fonua uo 
angolo u ■* 3IP con il piuuo di incidenza. Culcolarc 1‘lnlcnsilà I dciromlu Ira* 
smessa dal |Hil»roide. 

17.116 Un'onda pian» polarizzata circolar munte, ili (Htlcuza Incide con tot 
angolo i 441® su una lastra di materiale trasparente (n «■ 1.51). Se si pone 
orlogonaiiucutc alla direzione del fascio riflesso un polaroldc P si noia ebe al 


vuriurr ilciruugiibi ir >ru l'asi.r ooiru ili igirst» r il 
piuno di incitici*/.» la |Moru/.u nu.smrssii ila* »»«•*;«- 
rotile segur la Irggr IV ** lV > .ros , n i lV.«eu i u rim 
IV,,** 0 . 0(6 W. Culroliur Ir poim/.r IV,, PcU'imila 
incidente, IV* drU'iioila rillrssa, tV, drll'ouda Ma- 
smessa. 

17.117 Uii'onila pinna non |Milaii//.ua tli l>mglir//a tl'iuula A vistili!}- incilie 
sii»" supc i fiera 1' i»i inni somuii/h iriispiirrmr (n = l.43i. l'uà lautiua ili ritunlo 
L, stressa ti = 20 pui, £ posiu oroigmiiilmruir alla di- 
rcziotic di propagii/iintr itcll'iuula rillrvsa. rim l'asse 
noia} formarne m uugttlo n - 45° rui piaim ili iuri- 
ilenzu. Ciri indir! di rìfra/inur tiri rrisiallo sunti 
n* “ 1.5(1 r ii»* 5 1.49. Sapendo rltr Italia lautiua virar 
trasmessa tut'oiula |>olaii//aui uri |}iauii tli iiuitlm/a, 
di iuicnsilà /•** l».53 W/cnt 1 . rulcolurr riulru.sità /„ e 
>q Itutgltc/za d'tutpu A PrH'imila iuriilrmr. 

17.118 Uu'ouila tiiauii polarizzali! rr'liiiitcautriur. lottuitcìtuoioiru (A ** 5(1(1 

tini) e ili tMttruza II',,** > W, iuridr rtm mi augnili <= .MP stilla .supcilirk Pi un 
mezzo tru.spmruir (»t - 1.75). Il vrmur H* OrH'iuuIii 
riflessa fortuu tm uugtibi P* B -58° lispctut ut piami ili 
Inebleuza. lulcoluie l'unghl» 0 liumaut pai cam|Hi 
elettrico K Inculcrnc col piano pi iuriilcu/u, la poten¬ 
za IV* ilei ritmili riflessa, t'imgiibi di iticitlcuza tu per 
cui K* risulti! |tcrpcudictPurc ni pimui pi inciik-o/a. & « , 

k'otida riflessa utlnivcrsa orni lamina liirifrangeine /. • ! 

co» a, — »,. » |t| 1 e tm |xpariti)lc /*. Kumanibi ipie.sut si osserva cks- In potè»* 
za IV lu uscita uhi vaiia. Calcolai «• In spessiu e minimi} >/ is-ll.i lautinit e il 
valore di IV. 

17.119 U» fuse»} Pi luce polarizzala circttlurmcme ku iuicusiià /„ » IO W/ctu* 
e Incide jx-rpcmlicolantramc su ire luilurtiitli paralleli, (ili assi itimi ilei pi imo 
e deirultimit sono tra loro ttrutgoiuili oteutre l'asse ittiicti Pi ipH-lkt itoci medio 
fttiittu ini MiigHbt (I coti l'asse taikti del piitmi. lukuliuc l'itncusità tm defla 
ItH-e nuergeme in fun/iime tli 0. 

17,129 Nel sistema olliat dcsctllln tati prtPiktma 11.7 si sostituisca la (or ut ali* 
na fj eoo ttn» lumina mezz'inula per la luugliezzit d'iuidu Peli» lia-c inekleaie. 
Descrivere come varia i ittlensilà trasmessa dairiuleni sistema ndi'ipolcsi che 
l'ungulo (tiratalo dogli assi oliki di /', e della lumina sia a » I*. 

17.121 Un sistema Mitico £ formato da una Iantina birifrangeote lagtiaia 
para Itela mente all'asse ottico e da uu polarokle P; gli assi ottici dei «hn» cristal¬ 
li, Stawktmt in piatti paralleli e tptcllo Polla Iantina coincide con l'asse /. Sol 
stslcnta Indile nonnalmcule un'onda piana monocromatica (A » SUU ami di 
equazione 
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t ìli indici di rifrazione della iiiiiiinii, per In lunghezza {TiiihIh ili tpicstiunc, siimi 
n, » t.55.1 e u„ “ 1.544. Kuulaitdn il polarizzatore si noia clic esistono due 
posizioni di cstiii/ionc, JiflcrcHii di IKU*. Calcolare il minimo spessore 1 / dclln 
lamina birifrangcntc. 

17.122 Un'onda |tì:ih:i ptdnri/zala comprendente nule le hmglrczzc d'iinda ira 
A t -» 4 i*i nm e A 2 = 7tKi imi, di inlensilà i a i. rappreiciilaln |K*r ciascuna A dulie 
/;' r m 2 ,/, /-.n‘'« BÌ (ii*‘ - A'«) . /incus(inr - A.’i) , incide sii iiii sislcttm in- 

tictt Iim inaili ila line |Niliiri/%iiuiri i*i e /’j, eni ramili et in l'asse ottlcu |turullelo 
all'nssc y. L'Intensità trasmessa da l‘, vale /| • 1.08 • Iti* W/m 1 . Calculnrc 
l'intensità / a dell'iinda |iiiina e rampiczzK /in- Tm i due (xilaniitli viene inserita 
ima Inulina biritrangcnle (n. *1.62, u„ " l.til), di s|K-ssnre r/ ■ 8d «ini, cim 
russe ntiicii fili manie un augnili ir = 45° cita l'asse y. Delta h ruui|iic 7 . 7 .a 
nasiiicssa da /*j culcnlare le lunghezze d'iimla A, per cui /j* /|. A 4 |x-r cui 
/j « tt.5/|, At per cui / 2 ■ li. 

17 , 12 .) tln'iiiula piana pohiiizziua iciiiliiiviiinciiie culi il cniii|Hi cleuricu fur- 
mante un angulu di (/«* 45* con l'asse y cttiuicitc unte le lunghezze d'unda 
rompi esc tra A^ * 4tNi uhi e A B *70I« imi. lissu inridc nitruiiiliueiiic su una 
liimìua lurifraiigciiic. «ni u. - u„ « Ih * 2 e s|K*ssnre r/, eim l'asse otiicu parallc* 
Iti all'asse y. Dall'analisi dello stato di polarizzazione dell'onda piana trasmessa 

< in fin lamina si trova che (ter una serie di lunghezze d'iutdtt A|. Aj . A„ 

l'onda risulta ancora polarizzata rettilineamente; due lunghezze d'onda cunsc- 
cuttve della serie sono A| - 500 nnt. X t « 555.55 nm. Calcolare lo spessore d 

eletta lanrina. quanti clciiienii ha la serie A. A„. per quante lunghezze 

d'onda della serie tt campo elettrico itcU'imda trasmessa è parallelo at campo 
dell'onda incidente e per quante è perpendicolare. 

17,124 Un’onda piami polarizzata circolarmente, contenente tutte le lunghezze 
d'onda comprese tra A«*tt.4 |un e Aj -11.6 |uu, lucide mirmalmcnte su una 
lumina hiritreagente l. t , nut «,-«„« Iti * 1 e spcssme d, « IMI |un. Determina¬ 
re per quali lunghezze d'onda l'unda emergente dulia lamina è ancoro polariz¬ 
zala ciroatermcntc. Con una successiva lamina l.j dclln stesso materiale, spessa 
dj « 135 |un, si vuole trumutrarc la polìtrlzzuzloitc da circolare Itt rettilinea. 


Calcolare quali «lolle lunghezze il'niiiia irasmcsic dalla ptima ..e pulait/ 

zute circolannenic risultami, all'uscita della seconda. palatizzate rctiilmca- 

mcuic. 

17.125 Un’ondn piana polarizzala reuilincanicmc col campo cleuricu parallelo 
all'asse y. composta dalle lunghezze d’onda A, - 792 aro e À 2 = 396 nin, incide 
hi .aluiciiie sii .. lamina liiiil.genie /. di ipciiiiic u - 22 pili. 



t , _ rt i = i>. HI * e aste «mieli il 45° con l'aiic- y. I.'mida « Ile cincigc dalla 

liiuiiiia incide m un /’ ciin indice di litiazìinic n *- I <i la idillio lama 

dei prilli hi t |tcr|H.*ndiculiirc all'ulula inciilciiic, la iccuiiila lui ina un augnili 
o= 32* «ili la prima. Calcolare per le due lunghezze d'inula A| e ili nani ili 

polarizzazione dcll'iunla incelile dalla I.ina. In nani ili pnlari//a/n>ue dcHini 

ila Irasmessa dal prisma e In relativa potenza (V iiannrna Si i.i ilo- ll'i - H 
W, iVj « 4 W e clic si inissimo iiasctniiic inni gli asini Iniiiciiii 

17.126 lina lamina ili s|H'ssiirc d=2 cui è tagliala 

ila un ci isolilo uiiiassi«i con le due supcilicic paralle¬ 
le ull'iisse Milieu ..igiuuilc al disegnili; l'imlicc ili 

rifrazione relativo all'insc unico è il. ■» I .6. l’aliru è 
il,.*» 1.4. Due fasci painllcli ili Ilice i\ e K, di Itin- 
gìiez/ii d'iimla A - btxi uhi, coerenti, dmanii A. iiici- 
donti sulla lumina secondo l'angolo i = 45*. Ini il 
campo parallelo ull'nssc oiiieu, / ; j lo Ita ttrnigtmulc 
all'asse ottico. Dcicrniinare la diiniuza A ili modo 
che I due fusci siami sovrapposti all'usciiu della Iiiiiiì- 
ua e lo staio ili pnlitrl/7H/itinc dell'inula lisiiliuiue. 

17.127 Un polarìmetri! £ costituito da due polarizzinoti e ila un enntennote 
cilindrico inserito ira I due. Nel conicniiore vengono poste succcssivaiocmc 
due soluzioni diverse, onicanicioc iinive. La prima, romcncnie i | « 2 g ili 
solino, provoca unii rma/iimc tiri piami di polarizzazione dcll niola incidroir 
puri a «i ■ I2tf; la seconda, roiitcuciiic cj «* 3.5 g di iiii alno minio urlio 
stessa quantità di solvente, provoca ima rotazione tij ■ IIII*. Se il potrrr rota¬ 
torio spcclfioi della prima soluzione Ita il valore K t * 711 gratti citi /g. ctdrnlair 
Kj, potere rotittiirio spccllirti tirila se ronda. 
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17.12* Duv lasnv Mi m.uvrialv iriisoarvulv, a laccv diane i: piiiu«c<c, 'munsi 
ìiis'ìs-i i'i iiIiii/ìuhv ili » '.ri v ili = '.5; i lisoe'iivi sjicsmiiì sano r, c r r . Oiiihh'ii 
Iv l'ur iasi i*i Mimi iis*"ii iHisi/iiiiis* li liiiriH'iKiiiisi min sl:isumvms7 ip t = 92" 77. 



■urinis* tirila ihisì/ìuiiv li In slasunivino viils* tj>j = 4 " 77 ; ih moglic/ru n’innia 
ils'lla iiivs* $ A -* 51 Si imi. Cìi'vii'uiv f| v r f . 

17.129 Una IsiMfii ili vvnii (ri = i.5) ^ inclinili s*i 7 m*i in ligurii. Un Insevati l'i 
<nvv imiiiiH'rniiiaiica (A = (i57 uhi). t*ì serbine X = I v«?* e intensità / ■ I 
W/rni f . pn'ai iz/iiia linciirnicinc I 7 s*i piaiin 7 ‘t« 

7liss*cint, inviils* mi ima las's'in ils’l'a 'asifii s*i7ii 
anciiln di incidvnsu 1 » 45 *. La scpiiraziuns* ira i 
7 lnv Insevili i 7 aral's*li è A « 4 san e i' trani 7 (>()' 
vals* 3.2 san. Calvilla ih Iv iiuvusùà /,, v l H v 'li 
7lillvivn/a ni vaiiiiiiiini niiivii .i ini ls* nnv iiio's*; 
so ipirsiv siimi iHiiiais* a iinviIrrirv son /11 unv- 
1 litri sfaMinivini. 71111111111 vu|e fiiuvusiià / rism- 
•aiuv? 

I7.I.W C‘nn mi msi viua zìi SiK*vvlii 7'i frvsiivl si 
iuiviivivii/a iiiicriiiiiln in Invv imiimcrimiaiis'a. S< vunsiiiiu Vie la 40 * Iriingiii 
•iiiniinisa si Ini ma al'a iiisnin/ii z = 2 mi 17 7 'n'lii frangia cvntralc. Se i‘imgo<u 
siimi vai si nsscrvann 7 'ai vvmr7i ilv si.sicma <s* 7Hie immagini vintimi 7 *s*"n 
Miigvinv 'iiiniiiiisa $ II = n.()H3*. viilvnlais* In luuglivzza d'aiida A 7 »«z**n iiis*v 
impivgain. 



i 7 riHiiivniin 7 'c''c Irangc t*ì 


iii'hi I va'vmarv in vliv s'ifv/iims* si s|Hisiaiin 'v fraiigv v <a vaiia/ione /tir 
s**» *1 iiis'ivv di rilia/iimv, se il vvinrn nvlls* liangv si è SiHistain s'i Az * 2 vm. 

17.133 Un'niisia niana iiiininciiiiiiniiva ìiivvsiv oeiitendissiiarms'iue una Minilo 
•umilili s'i iivsnia xapunma (11 - 4/3) s'i sassaie iini'iiiiur r. I .11 «imglie/za tfuo- 
s'a A slel'a snrgs‘i"s‘ |<*is3 cssrfs* vai inni in insi7'n rimiiiiiisi. Nrl 'avein ri'lessi 1 si 
iMiservii mi massiimi ili iiilmsii.3 pvf A, = nOU imi r mi miniimi ,r*. A, » .|5H 

imi, .senza ii'rini unni massiiiin 11 mi.. na ipirsii dar vanni Calrsilaiv In 

soessnrv r sivl'a lamina. 

17.1.34 Una iielliviila il iisipia In = l/3| ili s.icssihv iiiiihuiiiv r 0.32 pm. 
imsia 77i*A/ninaliiivnlv in aria, è illuminala mirnia'mviiiv a“a sua superficie eim 
•iivs* iiianvii. Una' $ 'a vii|iiia/.iniis' a|i|iaivmv avita iK'i'is'ina se vis’iie 7 »sscivata 
per iinvssÌ7iiis‘7 

17.135 . Un Ingioi siniiiv t*ì maicrialc flliiMiffl, spessa 1 c s* 77 n ini'is'V 7 'i rìlne/ìo* 
iiv n, vivnv ansili sa ami 7 'vlls* Ivniiiuuv 7li un 7 lis|Hisiijv 7 i 7 *; Yimug, iUiiiuiuum 
C77ii mee uuuoieirminuva (A,, = 500 mn). Si nssvrva ii'Oihi su 7 ii un adjMisioi 
sc'icrino U 1177 sposiaiavnm 7'i A/ = 2 frange rispetto a (jmiii 7'(7 min c'è i' f 77 gli 77 . 
Ss* '11 s'vssn kig'bi vivile il'mnhmoi in invids‘ii/.a miriiialv 7111 7 ma iuvv vaslioiiin 
s'H Inngliv//v 7'*iini'H UH k A = 40(1 ..in v A„ - 450 uni. si nssv.vi. vl.s* .uauv.i.u. 
in rifls'ssiiHiv sulinnvius* 'v «niig«iv//v il'iiuua A, = 4'Mi.00 nm v A f » 42K.57 ma. 
C‘hIvi7Ihiv r v n. 

17.136 Un faglia snuiiìssiimi 7 'i mairria'v plasiiva (u * i.5t virus* pnsm urm- 
gaua'iavius* iil'a 7liivyiuu*! i'i una 7ls‘i 7'nv lasci ili nirv 7 'i ali i'is ( >iisiiiv 7 i iiuvrls*- 
rvn/iale s* si 7 issviva uv“ii sirninvii'o inni sgHisianiviini 7 'i N I tiaagr. I.a 
■ungliv/m d 7iia'a 7ls*'la 'ncs* mili/./.aia è 311 = 4')!' mn. la seguim 'a siessi 7 big'io 
vivnv i"iin.inani ur.ngiiiia'u.vnis* «... mi lascili t«ì Invv uinnsa paral'vla s* si 
i7sservu in irasmissiiiii*! min innvviilv aiivima/iiins* i»er alvmiv iiing'is*//e 7 TiHUia. 
(‘ii'viuars* i valuri 7*i esse. 


17.131 Nvl i'is|Misiiiva «Ivi Imi 7 'i Yiumg, i"imiininu lairimi'invinc cui? mi'uu* 
ila | 7 iaaa niiinncrninuiicii. si snpiNuign ni asserviirv Iv Irnngv su una Rc'ivruai 
aaiallv'ii al aiami t'vi litri v ilisimav 7I11 vssu L = 50 vm. lai disianza ini ' lori 
sia il = I nuli. Sv davuini a 111177 7 lci lari sì pniic un faglia 711 materiale ! ruspa* 
rriav ni S(K*s.surv r —I'.' min, « rviaui 7 lv'Iv rrungv s' s)Hisiii di Az m 2 vm. 
Calvularv ''iia'ivv 7 li rifm/mne n 7 IC uuavria's*; 7 lelin A.t In dislauzu tra 7 luc 
liangs* eiilviilais* nnaiitu va'v 'I rnppurt 77 Ax/k iiuaiulu Viurmobl I fori sono 
vdihmiì i'iiI fiigiin ni miiivriii'c tiusparciitc. 

17.132 Itiriiuna iiiaim uinnocnmmdva liivvstv unii sclivrma In vii! sana prati* 
raii i'iiv furi sntii'i, 7'istinni tru I 11177 U « IO vm. prnvocuudii mi Iciminvuii di 
iiavrfvrva/a osservabile su mi altra sclivrma S, posta 11 distanza L*2 in dal 
plinto. Sul cumulimi dvlt'iimta. prillili dvi lari, sono posti due tubi lunghi / ■ I 
m anilciiciili uria 11 prcssiuiiv aluiosfvrica. Ss* In pressione viene aumentata nel 


;. . ... i*»u.*ii##»i**i ivxi-iiiviiuivniv aivins* siuta supeiltcìv 

i7imai di seaara'/iunv ira ilav mv//i vini indivi ni rara/iiius* ri( e Cinomio 

i‘iiug 7 iln di iiivólvii/u valv ( = 41.57“ si asservì, vl.v .•i.avasi.à . alesila è nn"a. 
1) aura |7nne, se min lumini, sin.i.v ili spossai v r»5.l pia. fa.mala vno il 
(ontvrmlv i*i iinlicv ri, v immvr.sa in mia. viv.ie iiliiiiiimau iniiigiiaalniciilc cui. 
una luev 7J1 lunglivz/ii 71 'auda A = 005 nm, si 7 >sscrvu vnv si è in cmidi/iooi di 
massimu rms-ssmiie v vliv i« mussima V ni 7ii7'inv K « 20. (‘inculaiv ■ ;■■»! è il 
pl.u.77 n, ,Hili.ri/rn/.ions* ile' fnsvia ineii'vi.tc. 7, madri vulgato. «, e casa 
succede 7|(i«iuk( / « vuiiirs* fi2.52*. 

17.13* Uni, liaiiiiii, 1 . s,K*sM«rc viiri.diilv pnft essere «w.ruita «mie in figura: i 
due cunei senrrviiiìii | ima risalta iill al.io danno liurga a varia/iuai di ^pesM>* 
rv. lina tale lumini, è dluuimata ... incidenza mirmalc «m luce iiHmocromalica 
(A= 10 nm) c si vede m trasmissione che cim una certa vaiiaxhme Al di 
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K|H*MM»re ih >m unii variu/iinte dcH'nrdtite ilei imtssi- 
dm di à k- 207. Successivamente la siessa litminu 
è posta sopra una dcHc fenditure di un dispositivo 
ili Young bluminalu dada stessa luce e si osserva 
.-he la mcdcsntin Al pana a nini sposnmtcttlo di 
> N m 32 frange. C'nkitlurc Al e l'imlicc ili tifru/bute 
n ilcl>a taniina. 

l7.fJ9 l>ne liislre di vetro o facce piniie c parallele suun puslc tuta Siillìilirn 
e fiintranu un uttgidu ir** 1 »~ 1 rm». Ln spazio ira di esse & ii>iziuh»ei>!e occu¬ 
palo da ari». I» opportune coinli/itini di ilhtit>ii>uincnt>t cuti luce imiDocntinnii- 
ca (A » MIO am) c di osserva/ione, si consulto la formazione di frange di 
eguale spesarne. Calcolate il iiiiiuero N di fi auge citiate per ceidiioeiro. Suc¬ 
cessivamente lo spazio tra le lastre viene riempilo con an liquido di indice di 
rifrazione n infcrinrc a quell» del verni c si osserva clic la densità N' delle 
frunge uitNictiiH ilei 40%. Calcolare il. 

17.140 Un solfile cuneo di materiale trasparente, con indice di rifru/itinc n c 
ligie alla s. viene illuminato con luce inumiciumaiica (A “ 4H0 am) in incidenza 
normale. Stilla superitele del cuneo si vedono Si fran¬ 
ge chiare; l'ultima frangili & chiara. Successivamente il cu¬ 
neo viene suvrtt|ittosto » tilt alito idcmico ili modo da fiu¬ 
mare un» Ittttiintt pianti ili spessore Idiiminatidit la luiniitii 
in incidenza mtraude con Ilice cttstitttiin da laugbc//e d'tttt- 
do tra A A ** 500 aio e A» = MIO atti e usscrvuiubt la luce 
>iflessa, calcolare ipimttc lunghezze d'onda risultami sou¬ 
plesse e ilare in puriicttiarc il vidorc delia unitine e delia maggiore. 

17.141 Un dispositivo per priHltttrc aui'lii di Newton & costituito dii unii leale 
|òaiiii-convcssa poggiala sii ili un piuiin, fami culi in stesso vetro della lente. » 
raggio ili curvatura delia lente È K *» 5 in. il diiitnctrii alile 
ò 21. " 2 cm. Il dispositivo ò iiitiioinattt ila iiit'oiitla pinna 
iiHHtitcroiiialica (A « MIO ani) incidente iinrinalineiiic e vtc- 
nc osservalo in liflessluue. Successivamente >'intercs|tcdine 
viene riempila d'acqua (w - 4/3). Caleuiarc la vuriit/.ittttc 
AN del numero tonile di frange. 

17.142 Un velo d'acipm (u ■■ 4/3) spessa i ■ II» - * iti & stesa su una lastra di 
vetro con indice di ritrazione maggiore di n. Un Mutile fuselo di luce bianca 
indile sull'acqua «ni un ungula l ■ W. Calci ilare il limiterà N ili frange ciliare 
osservabili In luce riflessa ncH'inicrvullu spettrale tra A* «* 450 am e A»- 650 
am. 

!7.f43 Due lastre di vetro u facce piane e piirnllelc muiu separale da un 
sottile strilo d'aria di spessore »• Ili -1 mio. l’cr luce nimica incidente secondo 
un I * 2tP dclcrtuinare il nuineru N di frange scure osservabili In luce 

riflessa ncfl'lnlcrvallo spettrale Ira A* * 400 ntti e A»« Ò50 am. 


I 
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17.144 IJn sistema di A/» 5 surgelili di onde sfctivlic staatrr. ili freipieit/.i 
v» >3.6 KUz, sincrone, & disposto lungo una linea; la distanza Ira due sorgenti 
cuasccutive & a. Un rivclalorc R può rtmlurc, scmtirc rimane tubi a distanza 
D»l m dalla sorgente centrale, atisuraado in lui nitido l'intensità emessa dal 
sislcma tu funzione deirungoln fJ tispcdtt alla tinnitale alla lutea etutleitcìtle le 
surgeliti. Oltre al innssinin ceni rate (ter 0 ■ n* si osserva clic il mnssiino succes¬ 
sivo di cgiuile intensità si trova a fJ*» 30*. Culeiilare la ilisiau/a it ini le siligeli¬ 
ti e III tpuili dire/loui si rivela alletti a itu'iiDciisilà pati a lineila misurala pei 
(I m tp e fJ « 30*. Determinare che larghez/.a I. lieve avete il riievinire |k.i 
percepire tatto il segnale emesso ttell'iittorno di li = o°. 

17.145 Ulta cuttnn d'inguini u|ierta a uit'estrctnità entrile aita lttiitt.tiitciti.ilc 
v “ 44l> 11/. che viene usala da tilt violinista per aecmilare il mio Miaineiiiti. Il 
itititt si svolge il r •« 2D"C. Ili an almi giniun in eoi la iciiipci.iiina ò salila a 
r' — 25* C si ripete la prttva. Di ipiannt deve valiate la tcitstutic r tlcll.i mi.i 
curda il violinisi»? Si assunta clic la «usa sia lunga l. = 3d rm e aliliiu Oc lisi ià 
lineare in » IH" 2 g/citi. 

17.146 lln Mtprunn clic e inette cuti facilità iuta nula etili fiet|iieii/a liiiiil.uiirii- 
titlc v t = III 1 >lz prttva ad emettere la stessa noia- avciulii la gola piena di elio 
Clic frcipieii/a «q iic risalili? 

17.147 IJii odio ii II t pnr/ialniciiic 
riempito d’ucqnn ed & (tossiliile variate 
I'nlic7./n iteiracipia in nitido da variate la 
>itttgltc7./a l. A della enhtutta d'ima, lina 
utrda di vitdimt Itiiign l. =■ 50 cui, ili mas¬ 
sa Af “ I g, tesa ii»n tensione r = 4-1*1 N. 
coline;!! a vicino all'estremo ti pentì della 
colonna d'ori», viene Mtllcciiata e un l'ar¬ 
chetto iti mudo da produrre la frequenza 
fondamentale v». Si «iiisiain clic variaiulu , di 3ti cm si passa ila lina emuli- 
zloite di lisnnuu/ai alla successiva. Calciilaic la velocità i> del salimi iicll'ana 



17.148 Uh lutai, lungo L «* 90 cui e chiuso ad entrambe le csiiciitnà. cnitiic- 
uc elio alla temperatura di 2d°C. Nel gas viene siahihtu un regime di mule 
stii/iiuiaiic e cuti uu appuntimi siiniiu'iiiii si tradii- 
cuuii le variazioni di pressione in una teitsittuc 
V “ Y||Cus2^vr, ila ve y à la ficqaciiza fiitui.uticu- 
lalc delle iiscilln7ktni nel gas. Tale leasiune è up- 
plIeaU al eireuitu in figura. Se 1. 1 » I.S II, 

L 2 = 2.7 II, t'i ■ 150 ul : , cateti)are quanta deve 
vnlens C t affinché sin V x « V\. 
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!.. DIFFRAZIONI*: 

17.149 Nel piami finrlllc di una latte stillile cult /*» 50 eltt si fiuma la flgtira 
Mi iilii-llcie»/il pinti»»!) dii Olle feiiilillile liltlefillile (inolitele egilllli, iltvesllte 
tl.i Hiruiltlil plana iltlllloeiltiililliea etili A - SUO (tilt. Osscivuitdu elle 1» >i)ig»cz.zit 
dell;) Mangia eeitliiile è Az = <1.5 eiit e clte suini usscltti 1 massimi ilei i(tturltt 
llllliile. tleleillliiime la laigllczza llliltil»;! if Mellc fc»t>it»ie e la lutti disianza a. 

17.ISu UH fasci)) di Ilice (tiiuillelil c itniKticitiittiitica (A >-5011 mtt) incide luti- 
lllillilteitle sii lilla feitdiltiui iiKlelilliél di laigllczza t/™0.2 (ulti. Una latte di 
Inedie /•= ino alt (Nislii snltiitt ilti|w 111 feiKliltim focalizza Ut luce sti di nati 
sellenitit. Ilelciitiiiiaie la Migltczza Az de* massimo ccliliale delia figuia di 
tlillra/ktiic c due a clic disianza x tilt) celtuit della >tiiitta fcndituia deve csseie 
pusla Hd'allia feittliliita eguale dffiitcké luta si osscivinu 1 massimi di indine 
(iati clic saickbcio pi oditi li dairinsieitte delle due fcndjtuic se fosseio infinita- 
HieiHe stillili. 

17.151 Due feiltliline )iaiallc)c sunti laigHe tf c di¬ 
stailo uà Itlrtl !t. lissc sillKt illlliltinUie dii tilt‘onda __ 

ju.ina un mi lei i mi ti i iea (A «* 500 un». Saltini d»|Hi le - I A * 

fciiUilliit' è pus») lina lenii* di flnaile /=> I Ut e poi — - I ( j 
limi silieniiit. disiarne / dalla leale. Superni» clic in ; * V 

toOitliuaia s. liti mussi»»! plilK'lpalc ilei seetindil tu- «, , _ 

dine vale 2 eill c eltc il ntgusùuu do) qtiailo uidilte 

malica. eulenlaie «.dei) iii(i(Ntilu /? 2 «ut le Intensità del mossimi) del secando*' 
Ultime e del mussili!» eeiiliale. 

17.152 Una situile felttlilmu »ia>ici»i> in luto selieiluil è iUtnttlltat» con tiitit 
Ilice iiHtiHKrinillsiliea di UlngUczzd d'ttitdu A. lai figtiut di diffiazlititc è osscivala 
iill'niliitil». Si supponga ili ilililicillilic la Ui»gUc/'/>! tl'ttmh) tll )t)t vitkue A A ili 
nitltltt elle A A/A =» 1.5 • II!' 2 . Si ellieile clte viniuzktiic ziti deve suiiiie l'iltdice 
tli lifia/illlle dell» spazili tiiue Itt selieiliitt, elle piiilnt et» vtlttiti, affinché un» 
si uliltia idilli) siMisiameiiiu tifila figiiin tii diffiiizktnc. Se Ut slesso pioccdhuc»- 
»i viene nitiiiii-iii» a ini tlisposilivti ii|vti fitti tii Ytmilg. iiitlitiinilHt tiltiio stessa A. 
la ie>.i/iilile Ira An e Ak & ik slessa u cmititiiiT Si invml neil'ipotcsi di angoli 
jlieetlli. 

17.153 Due fendi)me mollo suttjii, distillili », >-0.25 mi», sono illuminate con 
ilice itutnociontaikdt (A „ “ 54A.A aio); esse iilumiitanu a loro volta un secondo 
sistema di due feitdiluie mitilo stillili, distomi 

«i = 0 75 niitt. poste in un pillilo contenente le 

due fenditoio stkgcnfi. 1,‘inlcifcrcnza è usuava- . 

In so »i)u scile)nitt .V jsosto a gmiKle disliiH/it (1| | .J 

tini sisienui. Viiiiautit) la tlisinnzii f lui I iiimii *] 

eoiiledeiili le feiklildie riilsliisiiialilclltt) di .V vii- ^ ^ 

i ii) con ciiHliDHilà e llllciiliiliviiulcdtc dii di))) - - - s 


rullili i su som isiiìnIai)* 


IM 


conili/inilc in cui lo sclteullu è Ktiiii a ulta cundi/ioitc 
in etti amiate tilt sistema di flange distinte. Calcolale 
la massima tiistmi/ii f t imi eoi I» si lici uni appuic ludi) 
e la itiassittlk ((istanza f 2 )>ei eili sull)) scile) iti» si os¬ 
sei v» il sisti-tKii di ftanite eild la Ultissima idlcilsilit 
dttedilule. Ut spazi» Da i due sisledli tli feittldliie 
viene licdtpiltt ett» tu) gas. )u queste i'i)i»>i/i))i» f, 
diviette /*, - 35» idiit. Caletllme )*ii»licc ili lilia/blde il 

tic» gas. Se invece il sei-)»»»» sisicma di fiiilliDiii- vjcuc susliluiil) ila OHu lente 
posta a dislilli/a /. = I Ut dalle fendutile sdigelui calcinate il diailtelut /> dell» 
lente alfine »£ le d»e iidinagidi delle leiitldnie siano scpaiaie Imi jliaiut focale 
ili i)))es)a c dite se tia oceliit) )N)s»i lillà sless» distanza /. poti sepaiarc le due 
immagini. 

17.154 Ult'optlu |iiada del.agno it a tli fic))»i-»/.a i* = 3 • III"’ Uz inckle s» 

uno sclterllut ettiiilnllitie nel ipitile siimi imtlieale N ape) tuie uttiltit luti glie, di 

111) gliezz» tf « 3 c»t, dis.I fi => » mi. Calelilaie di tpiaide e ipiali diiezkmi », 

si tivela ii)i)iiez/aki))))e»)e l'iidtla al di là dell)) sclleii)»). il inppuittt li uà 
l ildeiisftà delle ttiide delle due dilezioni W| e 0 } pi» pulssiitte a »**ll e 
lluleiisilà ilelltlddit Della tliieziiuic 0=0. il dliuiCit) diillii)))) ili a|>eitt))e N 
nffiik'iie la laitdiczza inigiilait- liliali- i-imi) cui i' l'iuiii-uina riunì.) itasnn-ssa 
Iteirillltt)ini di </ = Il sia AO- 2.5". 

17.155 Uk teliettltt ili tliffiaziiiitc lui N feiidituie di passi) /» e laigliezza d Si 

si) elle il ,miete risttltdiv» ») tp):.ttuliiic ville R » (MI c.cllc illtiilliliandti ci»n 

luce di >tidg»c/z.D il'timld A » AO» Dui la scuiildigliezz» angolate ile» massimo 
ecnlDde c zUf-> 1.9 • Ut uk). Si ossei va idtlllie elle manca il massiiiK» primi- 
p«le de» lazo indille. Calcolale N. fi. tf u » uippoiitt R 4 delle intensità Ita ii 
lulissiitlt) piiiieipale de» ipuiito indine e iptelltt eeidialc. 

17. ISA Un telictilt) Ito n «* 41NK1 rendiilnc pei ceiiliilteli». Oeleultiitine la sc- 
'“d ,u *pcl)ui ilei scalatiti indille »a ie tigiie H„ e Us 
deii Itlrtlgcim itlltUtiet). ie cui imigliezze tl'tinda sono A„»()5I) mi) e A a •« 4 ili 
iti)), l aietllliie inolile la laigin-zza AO delle eiiiiis|xi)»lei)>i loilige pontone tini 
ledetti», s))|)emitt elle tpies») è laig» f. ■= i .5 eu». 

17,157 L’idiogcno c il dculcii» gassosi, oppoiiunulttcnlc cccHatj, c melloni/ 
Ha le alile le due i,glie A„ « A5f,.3ll nix c A # , - nm. Oneste sono 

osscivalc nei plinto focale di una lenic di focale /- 50 eoi davimti alla quale « ' 
jhkIo un iclicttio il. diffiazktoe. Si v„«,ie elle, al secondo ordine, le righe 

r S ‘i? « C . o « x " c «‘>» « disianza z„-5 cm 

dai cenilo delia iigaia di difrulzktitc. Caiediinc il nunieio lutale di fcndilure N 

T tkjvc kvctc 11 “•'" a » , ‘»* « "'»»*“« di felitiiliiie per ecnliliietio n c la tlislan/a 
nz ■« z„ - z, h scntpic ni secondo oitiine. 

. n U '!, ru ' k ? , ! M d i, W. P, dì b illuminalo il» mi-«„da piana 

coniiiosla da due lunghezze donda A, c A 2 - A, + Ak con 4A - IO 2 cm. Il 
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sistema ili ligltc prmloite è osservimi nel piami focuic >*i una tenie (/- 2*1 coi) 
INisia sidri*» dopo ii rciicuiii. Sapendo cke A| e Àj suini >inulte ul sceoudu 
ordine che il «Tassimi) per A| si asservii a unii disiatila Z| * 8.729 cm dui 
centro'e quello per A 2 a z 2 -z, + àz c»»u Az - 1.75 • l““ 2 cm. cafcrdarc il 
vulorc »K A,, di /i. di N e la larghezza ir, lidie rigiic. Nell’ipotesi p ■ 5rf e clic 
si possano osservare solo i mussimi »a cui ioicusiià l K sia maggiore di 0.1 /«. 
calcolare qnuolc righe si usscrvaio» |»c> III luugiiczzu d'iiuda A| uioc a »jucllc di 
ordine zero, I, 2. 

17.159 li» un reticolo di diffrii/iuue il pussu è /i » PI tini e III larghezza delie 
fenditure è d « A - «.fi jinr. etili A liutgite/.i/a rl'miria delia luce iiioiiocnuniiiicu 
ineblcule. iomi pulaii//uui. lai lurv liasmcssa 
dal rciieolir viene lana rilleiieic su ili mia j 

lustra pi a ini (a** 1.5) e si misura riuiciisiiil 
ii Messa. Iir pauteulmc si «riiva clic »|iielln 
euriis|Nrtrrìeiue al raggi Irasinessi >lul rciieiilu 
clic frrrtttaiur il nrussiuur rlel icr/u irrdiiic vale 
l H « iteVI W/cm 2 . Cafcriliirc l'iuieiislià /(M) 
per il leiieolu 


m. orni’A <ii:i»Mi:i‘<‘< A 

17.160 Unir specchio piami è puslu ad aliena h ri- 
speurr al fuuUtr di mi recipiente ciuuciieiilc aeipia li- 
iwr al livello d. (’alettiare li clic disiau/n x tini fondu 
si forum rhrrnnigiuc di un uggeuo juism sul fondu 
stesso. 

17.161 Due fasci di luce oiiiuocriiiuaiieii si priipagaiiu »leiuro unii lasrru di 
quarzo («, » Mi) « liuxc piane c pianile le, iiumcisii in uuidridc curhonicu a 
2irc‘. I ruggì incidono rispeiiivameiuc suini 
oiigjdl di 4tr c 45°. Si vuote eliminare unii 
dei due fasci eoo successive iiasiuissliiul nel 
gas facendo si clic l’augubi di iiienteuza sin 
•Kr esso Inferiore idl’iwgrdii limite di rifles- 
skmc (olalc, mentre per l'altro fascia sili su¬ 
ite rkwc Determinare per quule liucrvalht di prcssiuoc cii) è possibile, iiiooict- 
(cmto che il comportamelo» »tel gas sin idcnte e clic il su» iodico di rifrittume 
sia espresso da « - t h«t» drive t* è In dcusiii» cu- l« in /Kg. 

17 162 Un fascio di raggi punilkdi. costituii» da Irne di dne Irmgliczz.c d’rnida 
A ‘ e A. Incide su un prisma cuu nngulri di ii|rcilurn ir-MP. l’cr le due 
__ d’onda gli indici di rifrittume «noi u H - 162*1 c n« - I.(i32. Deter¬ 
minai la separazione augulurc A « ini i rnggi cmcrgcull nel casti ebe il prisma 
sta disposto In condizioni di devliuiuoe irradimi per X A . 
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17.163 Una sfern di vetro (rt - 1.5), per metà argcn.aia lui raggio R -l‘‘ 
cm Deieriuiuurc la posizione deii’iuuuagioc riunì riami sfera ni un uggenti 
puttiifrume posio a disianza p - 2ll cui dai vcriiec ridia parie nini argeiuaia. 

17.164 Una bacchetta di vetro lunga ri - 40 cm è delimitala alle esrremi»à da 
due cabrile sferiche convesse di egaal raggio di curvatura U - 8 eiu; i iirriiec rii 
rifrazione del vetro è « 2 - 1.43, U sisicora è iiirincrsu in aria ( inculare cuoi 
rtualc iiucrvuiiri dell'asse deve siarc un riggcuu punufiimrc reale ai finché i.i sua 
imoraginc data dalla bacchetta sia reale. 

17.165 Uh uggeuo disia /r-2 ni dai ccoiru di uira lente sonile di finale 
fm 4|i cnr. Olire la lente, a / - 3I‘ enr da cssu. c'è min sjiceeiiiii sterieti ennves- 
s„ rii laggiù «-fi in. lai luce emessa riaH’oggein. aiiravcis.i la telile. vino 
riflessa dallo speceliiu c riauraversa III teme, (’aleularc duve si i»riua I iiiuuagl- 
iic finn le lisjieiio lilla te irte e riiigraiirliiuciuu irasveisale. 

17.166 Per le rrsscrvnziniii di riggeiii ieri esili disiami viene spessii *n*i‘“ il 
/ cimiurccliialc di Ualilcn, che cmisia di un uhieuivri eunvcrgenie (lunclu /•, e 



/’ 2 ) c di un oculare rii vergente (fumili c /•’>), eim /•» a v 'f ateulaic la 
lunghezza l deliri slruiirculri c liiigrandiiriciuo visuale / se f, - l*»l cui e 
/ 2 = - |u CIH. 


N. KAIMAZIDNK TKHM1CA 

17.167 lai tenrpenuura di fuuziruiiiuiciuo rlel filamciuu di uingsiziiu rii una 
In,uparki li lucaorlcsccuzu è 7 - 24MI K e la sua emissività vate «• - 0 35. (’ukii- 
Inrc |‘m cu X della superficie del filaiirenlri se la jHiicu/a rii eiuissiuiie è /‘ = (ai 

W. 

17.168 Una resistenza elettrica annerita, di raggio « — I unii e lunghezza 
/ —2 cnr, in crii per il passaggio di corrente si dissipa tuta pnicn/a V - u.5 W. 
si trova In equililirin erui Pamliieiue il 7li - 3CIH K. Se si siipjniue clic lo 
scmnblrr di energia crrn Paorlricmc uvvciiga siri» per irraggianreiun. eiaculare il 
valrrre della temperatura Tt della resistenza. 
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SOLUZIONI 

17.1 Dal tcpreina * «»•*« B “ *'/**«• **' “ * ' *.£« f I £«?(«*"- 
_ _ « . |//>)\ _ y/H.) m OR 1 / 6 C 0 . V'(Ki) - K\nj) ** ffKi l"a 

5Ti)/3c 0 «a ^ V' ® VO») - V'(Ha) - (pRt/l'o) U R a - *«)/*: + */ 2 l " 10 
V «■ p » 6.64 • IO" 4 C/ro*. 

17.2 Per r < R al»* ictirenia ali Gauss 4itr J /ì ■ 11*4 n^dr eoo Q m c/r «* 
A(r) = c/2eii. costume; per r * « con lo sacsso weaaaba E(r) - cR*/2e 0 r\ 

)MMi« V'(oo) - li. V'tr » «) - | Edr - «K a /2r„r; ia particolare V(R) « 

f 

M 

= « «/2r„. l’cr r fi « V'(r) - P(K) - J Edr - r(« - r)/2e„ - V'(r) - c/f„ 

(/< - r/2) e ac) centro (r * •*) ^(*0 ** «"W/fu « 2V(R). 

17 a All'usicrmt (fella sfeni (r> «) U campo «Iella sfera è scopre maggiore ita 
carica e ipan ci 

cuntpi stana eguali cd atppostt quunabi W4*»„r.. ’ 1*«‘« l 

2i;/(4/.l irK*) si Ila ri? “ K 1 / 2 «*/u “ 2 ' 18 c,1< - ,, 

17 4 Si applica il *ca«rcaaa ali Gauss aal uhm s«|>erlicle cilindrica di al¬ 
lora LITI raggio r < «. coassiale c««a J» superficie data; s« ««ava 

lAr) ~ pr/2 r» c per la «Lai p. V - V. - V, - J Edr - t*«7^u - ‘V. 

a 

17 5 Si itincealc ciane acl pnal«lcaia 17.4: per r fi «, /£ - ‘I. per R, «fi r « 
«; /•-(>) ' 7^ - Wf’)/2«i,r - l«lV - 4 • l"’ 4 ^ V/m, per r » «, MD - 
t«(/<| - «f)/2f»r - 12/r V/aa. 

17.6 II campo alci liba è Ex - -A/2»f„r in lutto ba sparlo- «1 eanipa«della 
sudicie è L - «/Wr«r ,K-r «„ < r < ». E„ - 0 per r < K». la. d.d.p. si 


ft« *• 

ÒV-J E,jlr + j G.*' 


V ! - to «f- +i 7 !l ' o *-!r ‘ 0 

2 are 0 "i *o K » 


A 2xKu l*ag Wa/Ku 


15.9 iaa“ '. 


,7.7 Si applico il «corca* ali Gauss ad al.» prisma reto ali base ! 

atterza -r, «««.« uaa base posta nel plaatMucdlaia. 

/.;« t ,x/f„. per x » d/2 E~ V d/2fu. V(d/2) - V{0)--gd /He». VUÌ 


I-KUIII I MI MII'I-IEMI.HIAKI 


V(d/2) » — pdh/2e 0 , y(/‘) - V'(ti)* -gd(d + 4h)/»e 0 - -0.4 V; «I lavoro 
vale £.««/ mo) - n/’)l“«6- IO* 7 J. 

17.8 Principio di sovrapp«<sizioiic: E « E |iwim . - E^x. (il disco ba ruggita R e 
densiaà ti); 


ja _ v 

2r«i _ 2fn 


_ arjr 

2r„(« l + « J ) k 


Il ciii«i|m« è auliti nel ccinni «lei liuti, |>cr x « n, e per x -> 00 iciialc a ar/2< u : 
a gratuli alisiiiitze 6 colite se il loro utili ci ltts.se. 

17.9 Si scoaiptaae la striscili ia iufiaiie strisciatine ialiniiesiate larghe <fc: per 
uititft ali Itiaglicrza ab/i m OX •» im/c; il euii«|M« rii una strisciali<au è 
dE « inh/2tu\\r. Sulla relm x il euutptt ri- 

sultuntc è |<iiialido alili rena utealesiiiiu e si ^ r - / 

ut licite iaicgruadta 2a IE à «=■ IdEcusV ■ di i 

orlxcnsll/arrur; jrtgll = i => ili = ! Ji T 

jrdll/ctts'll, rcatsd jr =* 2tl/i, = uil«l/xr H ( J2- ^ 

•* É(r) ■ iaWii/pfn cult igUu = tl/ar. Per jr i;, 

« ««, W|| = n/2, E(«l) = «»/2f,i enitie per il nr>. « 

pliiait laaleliaitp; ,K-r rr —» » 0„ ~ i//x, ! aar-s 

E — 2nd/2ncux •• X/2ne»x: «In grande ali- /ir w«’-r 

si intra la striscili ò vista «««lite un lilit iiulcli- ^ 
ttitp avente per tiaitik ali laiigliczrn In carica A = 2 «ad. 

17.10 l*i iiic-i|aiia di stivriip|Masiriuiie: K = - E^, 1M =* E * ia/2t „ - 

«r/l/(arfiil caaa lg/lu " d/w per jr « 0 lì » U, per rr » d li — i«/2i n , canne se 
ami ci ltisse In stiiscin. 

17.11 M » p X K: still’iisse x IC ò iiitlipnrnllelti itll'iissu y. nella priuta jaisi/iaute 
M » II, e«)iiilil«riu iiislnlaile; III sectiuala |Misi/aiue una 6 ili capiililuit*. 

17.12 Nel piatto A il campa è parallelo e eaaitctaralc alla alirezitaim pricnta- 

ta HA, acl jauittp II K* * -E 4 ; ia yl il alipttbt ba l'energia -p • « 

-/»E h ; Ih R alili line ha l'eaeigia -p • K„ » pti A e In tttlale lV t » 2 pti A . 
Nel seconda casta il cmnpta ia A Ita dfrer.bane orttagtaaate a quella precedente c 
il dipoli* lai energia nulla; l'eaerglu filiale è la stessa di prima per cui IVj ■ 
pE A c quindi W t / IV a « 2. Nella prima situuziatne 


A 

2p<i,d 


■ ■Je,. 

ne„d 


pctu.il/4nrur 1 •» /, ■ — qp/4pi - n r*; vista* 


ernie runla il dipoli/ q i positiva c Li negativo (svolto ct/tdro il campo). 
Nella rninr.itt|ie il ilipttln libera l eiieigia 2 pii - 2pq/4nr„r 1 , |wri al dopimt 
del moduli» ili l. =* L' * 4 • IO 7 J. 




SAI'tllUV 17 


.7 14 |/2 sm n 1 - eAV « e [q/Aneu» - q/Axe* (77 A <>)\ 

lìfrJiH *■ 0)\ ■> «, - 2t,Iu«( 77 + F) s«»Vni - 6.3 • “I < • 


SI / | ( \ 1 ) _ 77 i . 

17.15 F,,-—— \ ‘ > ‘ (W,) * A*v n »f~ 77, » 1 -»I ' 

0J : %)_ „ _ y„7», „ "Vi" « «■ «1 = «s/2 -> 7-: 7 77 - 4F„/77 S . 


17.14 In base a >7. >5 E(K,)*=-~ w _ W| ‘ " R R 2 ~R' 

* »o.>io eh. s"«>* »»'P! ."'"«i .Ww 

il** I» nsissli^husc sii tttusussts per /T(ft|)* *»i rC/Z* 

(W, - «)/(S77,- 477); s( xds»it»tisce tteO'espsessitttte sii 7 -'( 77 )- sl . 

& 70 /K! c ri ..«va « - WX; j»scsc,»( r »ptcs» »titiitut 11 » F si •«» F - 3 JVJ. 

RiasiwesemKs. i cu««»p« sm»s» Mimim cU t =X«‘" L ^ tt(il „ ts c 

V * 3 Vu/5; t( villose wiiiiiiwv SIS«U« J-i.m. = M V,i( lì »s *•• mi/ s. 
cl»e iscl psssM(ett»tt (7.i5. 

.7 17 ■» >x(lci»/iii(c s(c( »(iso» Il slisdttt/tt »7 Ville F„ = i>/2r n !(«'' + s 7 ) ' ~ J*l‘ 

PiS-StfSS. ^^p^****- -W«»** 

i v't •*= I) si sleslnse »»i - 2/risr J(77 1 « ) » I 

0/0 “ V,ì/Fa - ». sétrdtitanslo C A - 2C„/3, - »C„ - C - C A - 

0.16 Hi'*, C u * **-24 r»F. 

.... .. .. e-U, ... r- (\F»; (|iii(ii(Ui Mimi in (>i(inCCs*C*( »7 ^ (^1 

*'■, 'V ■; ^ i ('•, • lt„ L-0,«. e .. «p«l» ‘ 

jllllo.’.™ W - >/2 < V' : + ''/2 C.V,’ - '/ J 1 COVjivIlto."* 

I, M So V 6 I. ooita. Molo, »• <•. <* «i - •< - »-» » 0 ? y« 

1 7 .»» » 7 . tfl/Ci; s7WM»i « Il slit ni “ y C,/(C, + C 2 ) •» <?i 

^ 7 lC*\ cì) -» tf|/ 4 i - C,/C‘i, Clic è |srs((»rio li» «miiicr»» li» cui si dlslrllml- 
sce la carica) inssllre <> W/» 7 o| > W. 


17 21 OuamUs il «sijslcissiils'rc è carie» a V„ 
p|. : , IV, - 1/2 CiVà - (ir 5 J c q - C,V«- 
carica andante che p«>»|a la «nuiciih a C, 

5 • |ti * s J. Qniusli »M.x»»rrc Curwirc il >avs»r» >* 


m 2IW V c lia capacllft Cj ■ 500 
IO -7 C. Alla fiisc del precesso a 
» UN) pF iv, - >/2«?7fi“ 
„ iv, _ W, - 4 • HI -4 J; ialine 


v, » n/f-t - 

17 22 r « f„XM In f»«a. 11 carica cessante, vale F - J r Ti ft 

1“ ,/ 2 «i 1 - 1/2 (^/«O» 1 -. e - my 1 / 7 ’ 1 ' 1 - a» 4 K( 1 

8.84 pF. 


iMiimi 1 Mi sitri'i 1 mi ni ahi 


M>y 


17.2.1 Due cMiiUi/misi: siimi casica. is, i- «>s 2u ~ * ' f • = 

(MttCM/illll «mW'I, - ‘V 7 ‘l/''ll. •' M “V‘ : '‘("( - , Sl V ( l /J tvl . 

l 24M . («1 ■> c/m 1 , »s - 1 • i« s *./(*. 4 *•>< r ' s '; y * 

gin elcdsKSddicii vide IV - */2 « »./ r, 1 i/2 «Wss \ “J'- 

+ (iss72f„) XA S » 2.78 J. Filippiicaiuli» «e siesse Assillate ani A, - 4 u t A, 
m y eia si (udeiie tt“ » 2.5»! J; il e.(ii(i«( Auiusec il invimi >. - IV - I» 

0.28 i. 

17.24 Si(u;tzitMsc inizimc: C, - t.ii’/A = 3 54 • !u "' ( '> <: 2 = 7 'j t( *'• L 
(« serie Mei due vide C, - 2.35 • Id* l-, V, - CsF,, / (f, + < s> = 4 78 3 V 
a, » C,V, » 17.64- lir" C « y s - C\V 2 = • iiisei/iimc i c 

diclcuiiesi tV - *C, - «K5 • IH*'" = 3-9i • l« I*. Oi - 5'^" I 

29 33- il» - ** C - »i 2 ‘. A» * y ( ‘ - <?i = ys “ Os = 

A tv,., - 1/2 ((•,* - C.M'if - 4.30 • MI s J: 7 k-.i = 2‘»CV„ = K 7K • 1» I 
(iifiiie »»,, =» (x - I) i)!/x “ *2.Wi • Mi "C . 


17 25 l.’asia è il inszz» 1 , M Mieis-dsisu il u»v//« 2) W tuiiiii/miii Mimi- 7 i 7 »/ 2 
' ”V2 - ‘ 7 . «i 7 -i - *s 7 ’.' 2 . «1 - >.1 - V /'ii (!«(!•“"•' dicieiima 

»ls-i('aiin) -> Fui». “ 16.7 • il‘ s V. 

17.26 Nvl v»uu»i C’„ » 1 n—/2h t s»il »iivWinisu l‘i j 7 “''^/ (,t 1 l J H ' 
luelulls» (\ - ri,X/A; (>es l’cueigi,i iti geuesale (V = 1/2 •» /( -> i _>■ W« 

W, = y s 7 i(x - ()/ 2 xt„X. t s = !V„ - IV S = »r7i/2i„2 -*• > i/> 1 - */(* 

|) » 3 «. X m (.5. 


>7.27 IV„ M - 1/2 (r, I r.)l ,s - |ti./*t K/A I |« 7 ‘,l l 7, L 1 ^' 1 /r ^ ’ 

»7(V/»7s = V 11 A )x - I) t /S /2A- ••’.iiu.i “ '/ 2 ^ 1 4 ( ' )V l'n«‘/( * '* 

»„n(7» - »)/7i)| V 1 /! -» y ■ i7lV/i7r = i u 7lt *»/2A(fl - i( i „/’F /2A 

l ! .g»mgliiiiw(»» si (t»»vu x - 2. 

17.28 fC,7t, + 7-,A, - F„ ~ 7:, » 115 • lll s V/nr, « 1 7 -i “ */ “ ‘ l 1 

Ovm»s)»»c »»el essi»dciss;i(s»rc 77 » q/X = 4 • HI C/m _«• - 7, /*,»« ~ 

1. (0" V/«» Et - f>/xj»i, " IO" V/u». l.e pulnri/zii/iidii valgiiuu 7, « s,,(x, 

- I)E, - 1.33 • (ir 1 * C/i»s J . 7*j - v„(x, - 1)7-:, - 3. HI ■ III* t /i« J f ‘V “ 

)> - /«, » >.77 . H) - * C/ii» j «» iwnsluUi. V « 7i,6, + f,7(j = - 16 • IH 

V. P»»ie(i6 scis/u slielcllrici» E„ - 77/ f„. V» = 7:„7t « 777»/ f„ = 4.S • 111 V. 7. 

- A(V - 1/2 0 (F 0 - F) “ H.IS J. 

17 29 C'i»ttsis(cri»i»»)t> il sisieimi come ire cui»»(em.nl»»ri in ccrie lì Ita m»n capu- 
e(|à (viale C - 73.8 pi-; IV » 1/2 tV* - 36-0 ■ H» " 7 - Ov»..»»,»«e nelI «„Mc.i- 
saOire /> - v/X - CF/X » 7.38 • II»* 6 C/m 1 - 7», - |(x, - ()/*,| 77 1 1 

» 7.08 ■ (II 6 C/m 1 . 7', » 5.54 • II»* 6 C/n» 1 , 7«, - 6.46 • Mi*<*/m J : le «insilo 
(Il |N»luii// 4 i/.i»»nc ii(i(»iiii»n»i sulle tnjicifioie limile del dielettrici culi »(cm.nit i. 
tf, ■ ± 7',. 
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I7..W Akbiaim) line «noie team tri jtiimi In |(iirKllck( irli l«r«. C, + C, - «fu 
!•, in serie o)K li» ier/)l. Ci - I6cu l ; C - l6f|i/3 - 47.2 pi*. 

17 31 La carica libera sulla sfera vale q « 4*« , /ì - 4*R* i 0 xlì\ la carica 
di polarizza/muc sulla sa^eficic dcll'olix il cuciati» con II) sfera vale q„ - 
4*K»,. = 4nR 2 P - 4 xR 2 l„(x- 1)£ *» V^/<7 * <*" I)/*-0-782. 

r 

.7.32 I acculili sis)cmi) W t - 0.250 - IH * J. W, - 3.025 • lir* J - 
W =» 1/2 </VC 4 1/2 q’/Cn dxve C’h -4xr H «< - IO I- «* C - 4 • IH I-, 

iniccc V« 1/2 «7*C + 1/2 ,*/C* - *-2. 

17 33 r f/M - (i/4*e„r< - IH 4 V/m; £„(/*) - £.<«). come si conclude 
lagimiaud» sai voline li; I:, (/’) " £«(«)/*, m 2H0 V/ii). 

17.34 Vt « qhninRì - 300 V -» q - 4 • IO’* C. lai variazione di energia 
clettrosiaiica coincide c«n quella Ira i raggi «, e «j per cui 

AW -ì£-i£;*'"'k m '^('k~~k) * (^"x) 

N. *• 

.if li. = ».55(<. Iiilllirc K) = | — j >lr “ > 

/ J_L \ 1-0 456. Ne segue x-2. «,-0.474 in. Il potenziale del 

U * ' , , ,v . •' 

conduttore pia iulerno ris|»elio all‘ii)fiiiilo t V, -J + 200 


+ 360 - 1000 V -» «i - 0.3 K(. Infine P - —» - — 
=» «j « Pj - 7.1 • IO’’ C/lK 1 . Oi - /’, - !•<*• I»- C/ui 1 . 


—2_ 
4*1-* 


17.35 è il caiD|a( nel dicleilrico ed è nnche (piello misurato nello cavità 

parallela, Per la continuità di l>. Cm/ì'i - *n*«i ** * m ”, 2 "* * " *' 

La densità di ciirica liberi) è li) - /> - i'n«i - > 7 - 7 * •** ^/m • 

17.36 fc'| «■ pi/. <i, - p,/. d/ì - #i “ fcj “ (t*i “ P,V/2-’ - 38 V/i»; « - 
r„(«, - «,) - 3.36- I»-'” r/i)) J . 

17.37 |-a relè è indefinita: lo resistenza totale «„. visto dai terminali di sini¬ 
stra, deve essere la stessa, aggiungendo o togliendo una cella; in termini gra¬ 
fici: 


~~ff| <4 “ **%&.**"*• 


l’MOIOI’MI SUITI kMUNI AHI 


611 


« + 


««u 

«^ «a 


+ « 


«ii 


Klsulvciid» «« — (I + V3)«) — 2.73 lì. Se nimicassero mite le resistenze di 
uki< dei lini orizzontali si laverebbe « H » i .62 lì. 


17,38 Usando P - Vj/R, IP, - Pif(«, + «,)/«,«< = 270 W. W 2 - 
Vi/(Ri + «<) « 60 W «* «, 3 /<, - 15 lì. «,«. = 50 lì 1 W, 1 - |5«, i 
SO - tl e si lianoo le due snln/ioni nleuliclic «,’ = Sii Ri * |)l lì, Rf m j)| u 
Ri m 5 lì. 


17.351 La resistenza vista dai icriniiiali di «. deve essere eguale a 
R. |icr realizzare il massimo iras/eiimeii))) di poiciiza: (piindi 


« + 


« - 2 « 
« + 2 « 


=> «, = 5tki lì . 


•17.40 Si nssuina per esempi)) elle le correlili nelle due maglie circolino in 
senso orario; si scrivili))) le eipia/iiiui delle maglie e si lisdlve in /, clic vale tt -t 
A; risulta « - 3.75 tl. 


17.41 Da «jfj •• pr„ e da (’, 
kingbcz/a ili un comleiisaiorc 
25.6 • I0 U lì/ui. 


-* 2/r|-„/l««g («./«|), capiiciii'i |H*r miitik ili 
cihiuliicx. H y = ( t ,/2xt log !«,/«,) »* 


17,42 La legge ili carica è V = K„(| - ) cno RC = 41) s; per i »- 27.7 

s P - 1.5 • Iti’ V E, » V/lt - I 5 ■ Iti'’ V/ni. 4 * 


,7 ; 43 “ lV| “.J/ 2 c ' v ' 1 “ 5 1 IO’ J. IVj - mW, m 25 • Itf’ J - l.j i 

L* »» L* - 5 • IO J. La resistenza di perdila «* si può pensare in parullck( 

a «: - | (KV«) **. /-* - | (K’/W) di -> /</-, » «•/.* «• « 

LjR/L* - 4« « 4r,/C - 2r, V ,J /H'i - 4 • IO 1 Q. 


17.44 n - «// 1„ e occorre calcolare r„; quando il proiettile taglia il filo in A il 
co))dcns>iiorc comincia u scaricai si sii « fino a clic il proiettile taglia il iikl in 
». K(r„) - V„e-*"« AV/V - {V„ - K(r u )|/I' M - I - <•-*•/*' i* - o.lltl 
s, v - d/ r„ - 99 m/s. 


con rp t - usi v tz ( y, - p(/‘)/4 . 25 V, Suecessivanwnte 
A aperto e « clnuso, ad equilibrio raggiunto P((ì) ■ (le VIP) - g((tt 
V come prima ■»• V'f/') - 75 V. 


17,46 Consideriamo il lai» AH: prima legge di Laplace 




6‘2 


cap> rou> i> 


. ; Al X r |(||) SCIllTjlT 

dB P ' 4/i r 'vjy 

dti<lu fruirà ri - » - n/1, rcnsit - rscurt «* 6/3; r N 

t r£m! - (A/3)‘n« - — ( r ‘/3)clgrr ~ ,6 - 
Jnrr//3scir 2 r/. Sosriiucirdii dO ” 3 t >it>ffifiT/4« r >. 
campi deportar» si woKwairu ilirciiamciuc 

csstiuil» tutti »»<Mg>»u»l» al disegni»: 

. 3<ri,> ( ^,,(^(0 « 3 V2 i‘n»/4*(i. Cuisiilcriiiid» » ‘re lao «n « 3« * 

4*A J 

■ 3 V2 P»i«'/ 4*A- ,>cr “* *P ir " (<u “ tu'/ 211 ** (< “ 2 * 6 / 3 “ 1-21 C> ° - 

»• * IT'w-Zf* ““ 6 

Lear» rii aomrw. pari a «« — » - P»«» ‘ 2 51 10 *• 

17.4® Tra -e pi»l.« i* a»™" «« * »»»'•_*= »-?“ ^ 

££'«'££« r= d :^ 

““prati »l« P - «J/ 2 ®. - «'"V 2 * ''- 2 “ ' N/ ’“ ' 

„ . | («VW K. - 0r«’« : */2> J < 2 « - »'•« ■ IP“l 1 l‘ > / < ‘) - "' 2li *• , 

17.49 K*»i « iM -» *a ” ‘ cw - 

f - P..W 2 ».r ■ v.'K vt "it ssts.tzs 

:ì3i a fii'pa. K “™“ h * - 11,1 “ *■ ■ 

7 cn*. xi “ 17.5 chi. ^ ^ 

17.51 «corre calciarne» ST- * - " 

a&rrivs - w(»n -?.»*«.- «■ ’ - 

uill'oaD (aTOitrlv») F - p I>(«/><■ I «>“> 

ss? 

3 ..a>2 *>i - -.oli, ur 5 N. 

f.fr |rM/d* | --j PP* NtR (jr r + « J ) Vi 



PKOIII l:MI SUITI liMI.NI All» 


(il 3 


/., /■ Ir/ a. i /r(,l a 4ir ■ Itr' Ti Li = 2 1 > tTj — l»l»|| (*l/‘f| 

!!**/«") - 8*. I»-* Jt <-« "* r»r‘n <i /*2 - ‘ 2 " ’ ' ,r * r . . . '' 

si.,.e,i<a. e, = 12.5 A. i, « 15 A, (‘ = 4 • lo- A... . 

17.55 Mwirciior iiuigiiciioi della spira » ■ rr^i^cn ii*/i/ = 

C'»nscrv»/iu»e xcll’cacrgia - rr«i,/2 •= -uria + 1/2 «» » rr » . f , 

(1.1 T. ‘I uno» della spila 6 accelera»» >la x - ‘ r » * " • , '"_‘ r '^ u T 

x «. r ni re»»»». Nel |»iiii»» un»»» (• ” »» |»rrr/iri | -> ort„/(S, - I. / 

»2.5 m/s 1 - r, - »n/“ - o.«M»i s. Nel scoimi» irono ‘2 - </*‘n " ,, - 2 ’ K ’ 1 
Tempo lutale r ■ 2(r, + r 2 ) = 0.480 s. 

» r m 7xt~(/lua (Uì/Ri) “ 4*1.» • “l -u F. L = i»n< l>/4 + 
2/«.)i/2" - 4.3 ‘M- 9 li - (L/CV /J = 48.5 «. ‘•ressio.ic clecmoa- 

»io, n/- 1/2 E « x/2/r„,(M, (•' - (»,2n(( r ( = 'j j.ì*'""' l 

r*V*lAncullìl <= «44.5 • l«I“* N; miiibigaiiiciiic, <>.„ = « /2 i»ii. “ 

( i„i/2 nCf - P.2***< « Pd J( /4^«2 » 9 • ‘«- S N. 

17.57 F.iicrgia im»ua IV » “ Ki t t f /(r + «)', F - |i(lV/i(r| - K »|ir/(r 

+ a) 1 " 5 • HI ’* N. 

17.58 (( - ii„»n/2/ry. fi»/a die si uppunc al m»m» Ocll.i sImuciui ( = 

a |ì((i(y «a ((i||i||i/2/i) lug (6/u), f elli, imluiu» mi ..» (=|ii(Wy=- 

«‘(i»ii<ii»'/2w) log (A/t*)« concine iii>l»i»»n » * '</(( •> ( ~ |(i»i|i|i/2-r»| 
lug (6/»)|* »i/« - 1»K»'| »cgn*ivii; sirciimc F = uiu = ’• 

>(t»/>(c « -K ** u(jt) * Un - Ex, T(>) = |(iin l n/2/r) log t 1 ’» ^ 

i(jr) •» *«(*)/((; poi»» d'urrcs ‘0 jr„ * »n/^i energia dissipata IV - 1/2 »i»h 

17.59 i»»(i>/»(r ■ -i(«i, Kn/»(i = -»(«»/oi =» »i(i) = »n “ 1 (lor/ui = i'„|l 
- i/r,|) se i„ i risuiinc >li iirrcsl», r„ ■ >11 i-n/KKi ** » “ iuii„/(i(Un “ 

A. Legge >li Uluu < (r) i- n«(i - «» t -(0 = «» " >•»<«<»11 - ‘/‘n) " I 5 1 

la 

•f 2r V. IV >■ |’*(r)i>«r - ((i 2 rn - 1/2 iuUn ” H.75 J. 

M 

17.60 Li» lur/ii sui fiiu 6 oisiiime, (• - »«A- i»' 2 N «• n = »«/»/oi = 112 

n>/., r - »(r) - - i»u + idfti/io « - I 3 «1.2 r m/s; per 1 - 5 s » - Il ‘-rgge >ii 

()iiiii*'f. - ,K((i - Hi » *(r) - I - Hi“ > « - ‘1.2 r) V; per i-5s t - j 

V. Lavimi suiia suiirrcua L •» Fx, cun x = - i'i,r + 1/2 hi = -2.5 111 =» «- 

2.5 • l«l' ’ J e si vcrificii clic è cgmile iiììa viiriiuiimc di ciicigi.i cmcuca. 1/2 

rii U)?. 

17.61 liiiuaziwnc «lei moni mgseiiO — iOfccusd m uw 
- nirtu/id. ( - VE - (v0h/E)sen(0 + sr/2) - w«6 
costì/R » dv/tis • gsenfi - vtì 1 b 1 cM l 9/mR, m - 
flfeX. « - t K»/2*. aiK - pM J - ‘<o/ df “ «« n<l 




caci mio 17 


UI4 


>7 M * - "«■ 

noia/ih - mg -oli b / • * . v . /j _ *-•/'): la velocità icndc al 

- Jl/ "- "- 1 ' ' ' ’ 

*> i( 2 ) - l».J ~ “-*(* ~ ' '• 

2?/K»*Aw - - - £ : “ v -'« ! » ■ "^' 1/R ■ 0,8( ' ■ 

I7.M Appena un lino J ;J“ Jf ira ^ HET-V* J W** 

circola la citrrc«uc:• ulla/R, “f**® Da u 0 /2 - «o 

rs&-‘«~ - \1L~*v)ì*. » -.yjMy? ; 

2 u '“" ,1 ' r ' ,k,: * ■ 

4«./« - iMiyw - /»»*»/.« - , M c - 

. . ,, io r - ; uà . tt 2 a 2 v/R. oiipova al iimmo; nttlv/th 

17.65 / =* Hllu. » * . , /.iJ jJ/ w H)ilx « - *» 

. «Mi,/* - - 1 /I - - 2 » ■ 

2v<: v. - ^ " - - « «/*» - •/> «» - 22 • r** 

„ ,* <b » li »» A«p» f l/i/X- axadx “ 

i/ - 4«/‘/II, AO* ** ‘f’im “ ^n» u>n ^ J J 

tmh 2 /2 ** <1 m ‘l-**’ *-• 

issasi - ir*- - 3 V '» —— • - » B „- 05 T - 

17.67 |X| - taUD'/l. i - iallD l /2R. MtofrH - M - - / flOJ, 

-»*>/•■/<« (»,,u.o.« 6c#« '^;,,Kr!: ^TT?-1. .^V, 

;«"r.C R ":"7,:S/V«- '/» «-» - 865 ’• 


*- ./» ^ -r? - .*? rt ^v“- 

y 0 + « « RI, < - —u>DD*/2\ a regime co t- ® 

1.2 V. 


|>R( DII I MI Stim.t:Mt NTAttt 
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u 

17.6» /i/nt/i/t - - | rllhlr » -tlllì 2 /! •> «» - «o» - ìltl)h/2l, oil’ai restii 
io ■ ii :» < > 2hn,J lll)\ m 5>«A. IJuroine la frenala i(t) « itili II 2 / 2 m Ri 

(ri 

.» ‘£( 1 ) a «|.3 + o.i236i V. IV - Jf.(t)it/i = R« J t» - I/2/«««« » 112 I. 

Il 

17.70 <p a Ila 2 cus ini, '6 ■ -thfi/Ui - tiiMti 1 sen n« 2 , /'. 0 = inWii 2 *♦ «u * SO 
rad/i, u - uiL /2 • 25 «u/s * 90 k«o/li. 

17.71 <f‘ a R(x/> 2 /4)ciu«u«, 'iK a MlHxl) 2 /4)sKiiua, i ■(io/l 7 r/) , / 4 R)*cnuif 
con R » pnO/Z m 2.8 • IO " 1 fi. Vakire massimu della currcn/e i» ® 
oiUZD/Ap « 88.2 A a - R«i„ - Ri,?/2 «= l».9 W - VV. 

17.72 Dcoi « = A/J c h « Df, </•, = (p„«<i/2a) lug |(i/ + 6)/</|, d‘j « 

({(„ùi/2«) log }<//(</ - 6)|; A<h = + «Jij. in i|Ui<«lo c'è la 20|eir.HMic di 

IKir •» A 4 > a 2n) big |(«l + l«)/(il - l«)| * 2.3X • H» * Wb, «/ - 

# AiP/R = 1.59 • IO * C. 

17.73 Se tu « 2.25 rud/s, T « 2«/io *• 2.79 s c la poien/a dissipata vale /' 
- IV/r - I W, Da I' - Hi\ 0 » R»h/ 2, i« - 0.71 A; /i» - Niollitl) 2 - Ri.« 
a- tì - R}„/Nu(xP 2 a | l-, 4 a 4«P/R -2Wjl/> J «/R « 0.63 C. lll«Ml 
prmloiui dalla iioiiiiia grande, (KTcnrsa da uaa correrne i*. aoravcrMi la intliina 
picciilu: «P* - R*onrf 2 » (ipl^Ni'jtnd 2 / 2(/> J + y J ) l/I «* A/(y) - «P*/»* - 
l> H m>Nd 2 l> 2 /2V> 2 + y 2 r 2 *= 3.95 • l»'"‘/(4 • lo' 1 + y J )’ /2 ; A/(II) - 
11.49 • IH 1 li, A/(~) rn It ^ tf m Adt/H a A/(o)i/R - 7.4 • in " C. 

17.74 Wj “ i* Ad‘, i* « V,i/M a H« A concole nella spira; A«P 
(HoiNZ/ln) P/r-i + l/r,) a 3 . io - * Wli, dove il segno poMiivii «le ri va dal 

faiio clic la spiro viene capovolta =* IVj « 3 • |«i~' J. % a - «/«/»/«// ■ 
Uu,iNZ/2nr) - - (|«iiiNl'/2«) (yì - ,« )) iN2.u/27rr J . 


..f «1 

^ J X 


«* tir 


ftJNS 
2 n 


) 3 r (77 - 7 j) mSM 


(il segno metto deU'iotcgralc è cancellato dal segno meno della velocità); 1 / = 
A«P/R - UhiiNZ/2nli) (l/r, - |/r 2 ) » IH ' C. 


17,75 Vj ■ V 2 >bw ,ciiì(/ «• citsfl ■ 0.5, 0 « 60"; Vj BU1 , « «l«P/r/r 
xR}Njtlll,/iH ** (lll t /tH » 1.91 T/s, cosiatoc »► //, varia linearmcnlc nei 
1 ci«i|mi, crcsecttiki «tei pliant scialiictiiMbt c decrescendo nel secondo, ohi deli 
vaia eguale iti «uoduki nei due cosi. Ut variarinne massima di H t vale Atti m 
{fitti/d!) {T/2) ■ 9.55 • 10“ * T. Oitt 0 ■ (if la ptKeiua vale I* * V%#ftt\ R 
- c2xR i Ni/x{d/2) 2 - 0.36 Q ■» P - 25 • I0“* W, IV - PT » 25 • 10* ,w J. 
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117 * U«S« «li «Mila ** - 

r< - li *" 1 v. 

»•" "?? 1 rr*_’5ajsn l.Jrrjp^^r£^5Tsri1!^ss 

"T5^£ •» *««. ««-«■« » «-•» ■—- 

»»» * A. 

, 7.78 ». a «*«.* m m ^ «. - ■* f VT* 

" 2>A ■“-''" 2 ""‘ A - 

-j «t! -«•»•'«'■‘ J 

*. Mw .*• -. «« - « !;“■> - '<••>' - 4M WUi • “ ^ * 

M • A*i>/Ai “ «fK/A< “ 25 ,<l j 7 

17.8# lnr x K - * » "^'«"(kmhhm/Ìm hcìiHìIiJT se«c*:„. 

s '; nel «cetriolo casi» #> = ( i 

,7.8» im - «■» * ; 

verso i'cs»crwc, s ' cc<>,>>c l % ',, 0 2: l« l<«/i, clcOrien è |»t<rd*c*n e 

Wr ~ ‘ " 

*-. », // = 45* rispedo » •'. v<,rs ” I esd-rift». 

j 7 m m . srJf r -+“a» s» : « ,c " ,( * ^ cm ' ,dr< ’ M “ o) " M “ (r_ 

*M ? 

,7.83 Nel «U» " “ <’/ 2 ** >'* ,Vj J ' 

f r2nrtir - ■**"» c ’* r,CCCÌ,< " “ </2 ” f ’ ^ 

W-.'V**> ,MB 2 - ,v,/,Vj “ 4Xw,Mft 2 c> Xw “ ,M ‘ n m 

I 7 J 4 B,(R,> «-“ilill "+M ) 4 A® S 

5 SSf .1 Ti 

- 2 A. 
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I7.H5 (.,(*) - «rf/J»*. "■‘«I * •'«-■'M"' A" - " 

„„„,, . m *</!»*. “ ' * kA ,l " ' ,! ' 

l^,„ r - W-V3. W .*>M' - <'■,*'■/> - ■ 

0 

KjÌ/K* o 4 » W “ 1 et»», ** “ 

„.,* Nel ,.H- «* *' | '•*< - J-' 

+ ii.iir 2 ; fiicciidK il riij'i'Oriu = 1 1 ~ ( T \ /“ ~ / ' 

17.87 /f ■ Nl/I = «I A/i«< « = » l ^ 7 ^‘ ,,,4 ' A /f ( , C iih l'iittcrfci io 

= 795.8 cM - B/,<m “ » (x «- M/ 1 = 4 77 . a/ih c // «* «I A/*i •> 

/Hi - IO + fW> “ Ni j“ ,M '\ VJ 1 = (i( l /2ii„x ) i‘(f - Al i («*/2,»..( 

£-.•3$ 

,7.™ r «. : " r 

I7.H9 Jl , “ AtA “, l/Vv«Wr.A»^ t.,.,»,, u ‘»' lt '" 1 , c 

>• in<\ 2 /i orditi riilloidiiiiiiiiieidii, dei«( i<( 11 v,,ì((rc ( ' ., Al /i ; 

f, } ( ^4«,f5n».nd-iM ; ii;«- ! ; 2 \,; x ii ( -^r 1 

+ '2(^ - I )*!."/ - + %wj3,»i/,i + ’(X, - t)i.l < IV, => AIV ^ 

2 h) + 1/2 *’»/// 2 V'oocmU .1 lavora ««rcciiHUi. I- die de»,...e ,n-i 

cHcddirrc ^ se^re: sia L de .W *,*< osmi,., .- 8cHera„„c .he 

iiiiiiiriciie cOMiiiiic In rtineiiie «• “ “ 1 ,w 

, 7 . 9 # UO ~ h) + Uh /idi - Ni => U = iiriIvfZtl.il 

7.88 • IO' 4 il. Si ri,it»r(„ i„ «« 8,a/.r., H„eMa »e„.i e oov.i 
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,, _ - 11(1 A/m A ■ IT. l l i»(o M ■ 
ditti della lattcda. mivamH ''""fljf.?" 1 ’,, -* 1 */ Nella aeina banM. 

«//..x. » tieava » - IT," n e,i„„l»t* »„ - 2501). » - « 

?T$7- “."Vm - •'/« - * - * •“ v - 

17.01 )' - F»‘ ” ° ,r, ‘ y ’ M Zjlif*'H 1 * èJli*»t t - 1 *2«x r *K - 4 t xi/2.' ^ 

1.5 T. ..all» « - O...M/I/ ♦ (X. - 

lj/i| si ricava x„, “ 200. 

17.92 OttantUi *•« Misirra peueirii *'* * ,l> . l** A/i/2 c aulitemi) 

.Vii,. Nel |ir»cevM> viene s|>esu genera.ore. D.U 

,'c»cttfia «ae.ai.le.. <*» f- »„ A/». ,, *„// - 3.17 ■ l« ! 

= AlV si riciiva i - «-2 A » 

A/il». 

„ , 7 «,) j/n, 1 - /* » vlV » 35.5 ’ IO* W/ni , / ». * 

17.93 IV «- Ah» ‘ 5,M> ’ ' 71 /.. .il/jf - /*,/«: i) - 97 * IO grudt/s. 

/. / t , . 4 36 W/Kg. »a /%»* - ‘ 0“* * >"/* ,/U 

„ ti | 17 ì i)t: fromcii/ii del circuOo oscillatile 

17.94 C = 4*r,,*,«:/<*»- f 11 * ? 3 A'^/„ f/2 C V* - l/2 Utf - - 

v - ili /In viki - ( - * ( ^ * m Xilll/ih - (i’#i.iW2»(»l ciis(ii* 

-HI.K ili A, Il « ((*.i*.i/2^*i* st,l ' , “ v 

, 01 - * 2 • l’I V. ^ 

!”„ 5 /fri ^ - - ■« ' ‘ * ’ " /2 ' " ' " 

17.96 Z - 51.65 e'* 4 ', /|/*i “ * * U * • 

... „ ,..)„),. ne.) il circuito Rl.C in serie, ma ragionando sull'aio- 


17,98 Amia! la udii la parie immaginaria ileirimpcileiizii 



/{,? Cll,' - I. 

l.Z'Ry CR,'-I- 


v ** iu/ 2 /r. 


,7.0. /.. - HI - no. 'e. - MS ‘l,; “ 1V - “•** *'"• K 

m 0.5 (I I iiv„ =* vjv II - l >7 »7 e • 

17.100 Oliando il parallelo f.C, è in risonanza, cioè « - (LC t r ìn . esso non 
assorbe correlile (Z ioliobul e periamo V, i. - V M . 


,7.101 MCt) - (V, /.»<:.)/(«. 4 .>/'“«! /<*}> - "ì^2 : 'XZfv?: 

r, nw rr,'^„v- -«-./a - -*i - 

0 » ± jt/2 se w “ I/i ** l/Wjf j- 


i 
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17,182 Si inumile i’ci|>iiii*>rio dei pome, cioè elu i due esireuii dello struincii- 

(» siati» iiuii stesso ptiicn/iaie: . . . 

ItR-h (Ri + ì/ùoC), /,iwL - />(/*« + iw/.,l =* K(«, + no/-,) * «<*»*. 
(«, + l/iroC) ~ - L/RC m 2»»£ì. L, - LRi/R » 0.211. 

17.103 Z, ol - -V, + . |-V, + + r.«/.,/(l - m’i-iOl Si vwde che 

(VlZuJ (-Vi + r-Vjl sia iti /use cimi V ovvero die (-V ( + iA,!//*,, «a rcaks 
ciò |Hino alia comli/ii'iic i.i.V| |/-i 3 /->/(* ~ »•'*/-i^')S * H nvveru X } » M. 
M ■ II, <»* “ (/-i 3' /-il/ 

17.104 Sì rieorie al iiiuhnIo Oeiic maglie, fissimi*» ailiiiruriiiiiieiilc i versi delle 
eorreuii e il seguii ilellu f .eiu. ilei gelici ami e ;»l un ceni) isiume , solo all«i 
scii|Ki di dare un segno ui vini icriuiui. I.e ei|iia/kmi reiaiive alle quuilro 
maglie sono: 



-/{, /, 3-(«, 3 iin/.,l /, -ini/.,/, * w 

/,.((,»/.. -Jjr) I. " '• ” 0 

(-Cc) 1 ' + (-sr)''-° 

A noi iuiercssa calcolare /> e porla eguale a zero; risili ventili per escomio cui 
uicindn di Krauicr si Irova clic lieve csseic (RjC\ (21., - I/o» O ► 
it.,(v\RR, - l/w l C) = »» => L, = 1 / 2111 ’C = 25 II. R, - l/m J <' 2 « « 500 
12 . 


17.105 U correlile di sposiamcino dovuta alla variazione di E genera un 
I dP 

canti** Ili ilu mi II « -f- —— nelle ciniili^iiiiH gcotaclrkltc ilei proltlcma 2^*» 
€ 01 


" “ 7 r ” rS '* F m 

< 3.33 • IH ’cus in'r T. 


r^r “15* «»l 7 se, HI 7 » — *-■»• ih,~ 


17.106 x - (it|,cosf/)r. y - (uuscofar - 1/2 (qK/m) #*, (i/r/dr) - l'ucostf » 4.K*l 
• HI* m/s, (t/y/i/r) - ii^scnO- (#/»«) r- 1.021 • 10 * - 10 *’r m/«. Il puirto * 
■ d ■ 0 .S m è raggiuuio al tempo la » d/(i>ucos 0 ) » I.U 2 I • 10 ' s e 
pertanto ivi i/y/i/l - (I: itirc/iunc c verso della vcktciiA v sono quelli detrasse 
r, il mmliilii è u„c«s0»s 4.89 • HI* m/s. 
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I 7 .l «7 il campi clcurierr vale E - tur/r„: l , usciiluniie. tue lui curlcii ucgnii- 
va. rincara di uua frirza rii rivliianui /•' - mu - - Kx - i/tu/i'u “ -(* *• 
qii/ta)x •*«**■(* + 9 p/fu) /ni - wj + i/p/f||Ui =» i» = niei,(ia 2 - w,ì)/r/ 

1 ir» l “C/tn\ 

17,IM Si ricorre al uierodir ridia carità iiiiiiiaginc: i , ciuunrnc è sollir|Kisiri a 
una frirza E(x) ® e 2 /4*r„(2t) 2 = r 2 /Uim,it 2 u il Invimi ntilu spusuuuciuu 
vale L - (e 2 /l6*e 0 ) 0/rf - l/r/) - 5.i8 • ur* J. eira d'-d - A. Si 
eguaglia L aH’aumenro di energia cinetica 1/2 mu 2 e si rrova u- 337 m/s. Se 
si calcala Invece la varinzirmc di energia eierimsiuilca AW - riviri*) - V{il)\ 
tirir V'(jc) * e/4*f„2* irrrviunnr A IV - 21.: mura iueià rii A W è nnrlaiu ir 
luvrrrn conrpinro sulla disrriUuziunc di carità intima suini lastra. 

17 109 I estirpi vnignno K| * — (3i>j/2e'n) u, per x < d/2, Ej ** (r* 2 /2fu) u, 
per -d/2 < x < r//2, K, « (3o 2 /2e„) u, per x > d/2. In corrispondenza 
utile m; rcginui t) ** (iir/2 r») (2d f 3x), VX») « - iijjr/2 fu. V{x) m 

(r»j/2ru) (r/ - 3x). V(A) « -n 2 r//2f„, V»,., . y 

m V(-rl/2) * u 2 i//4r u . l'cr vincere In liiirricia 

rii ptucmiale AV ~ V' wll , - V(A) - 3«ijr//4r„ n 

m 3.75 • IH* V il prriurc deve riunirli avere in- "‘y "jjf a 

mciur l'energia tintiita 7' w i» * 3.75 KeV; per / \ 

>»gui vuhire sni>criiirc a 7'. m „ il prumiic puf» lag- \ 

giungere riualuirpit pniun rlcH ussc x olirt x = \ 

-d/2 l/clcurmre liisciiirn liltcm crai veinciiìl 

unita in A, dove V - -i> 2 i//2f u . si ferini! uilru l)‘ in un pimln in tiri il' 
potenziate ha di nnuvn i|ucsm vnlnrc *=> -i> 2 d/2f„ « (o 2 /2ru) (d-3.t„) * 

- 2d/3 - 0.33 m. 

17.110 E, » -dV/dx - -ay. F. y - -3V/dy = -un si.irussc x - y W 
cairn» è rarlialc. dirtrin vcrsri il cciuro. rii imiriulo n(.t 2 + y J ) [ - «n »' 
pjcotare per « - n - 3 «r E,, - 1.27 • .0* V/m II ... dello .onc è 
armonico semplice cun r * ri,uatoi. ni - W + >*■) - 4.24 U T\ ul 

(q«/ir») l/2 * 2.19 • IH 7 rarl/s; In vclnciià è dr/iir *= -rBr„scmw; nell origirc u u 

J 'or n • 9.3 • I»' m/s. 

17 III la» tarici! q è positiva. >|uin>li II è Olienti verno il Icimrc; i|unmU> In 
particella Ionia in Q Ha rtutrgin ciuciseli iniziale 7 = 1/2 mu* - 11.8 • IO 
J » 5 KeV. Il raggili ili curvniuni ntllu rfgbuit C è - uin/t/fl etili n-(n u 
+ 2aVtm) in - 1.41 • 10* m/s «■ K,- «* 141 cui; nella regione /I «a “ 
mvJqH * I ciò e lu ilcfiniiivn IV m 2(« r - Ha) m 0.82 tm. 

17.112 l.'ckllnmc fiscale di una forza pro|Hirr.iiiuiilt ulta >lisuuir.i> ilull'iirlglnc 
e rivolta verso di questa •» owilo arionolco sciopliuc ili ninpiczza x a m «0 ciò. 
OaT/2 «tu* - cAV - cA x$/2 si ricava /» - 5.(,9 • IO 2 V/.,, 2 . ^puizhute ,tel 
moto x m — Xiicosmf **• a m #a 2 x»c«siu< * — >b x, >b » qA/m ■ 
(rad/s) 2 ; per x - S cm m ■ 5* II) 12 m/s 2 . « - ulu„/r/«„. i - nR/v u ■ 
nmjqBo ■» 0» « *»«/<!» “ ‘ H_I T - 
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17 111 L'cltdrunc tuiupic un snuo clìcnriiilt rei taniiHi iiiiii'.uriim. il pussii 
rlull'uiita vnlc /. * 2m»U|trisff/r//r ** n, - 7 • III* m/s. Nri rinnltnsaiint / == 
u,/ - (uiitirsu)/ =» Un * u,/cnsr> « 9.0 • 10* m/s; un usriiu », - ' > 
-qlìr/iu »• u„scnn ■ Il tiui r - //utriso » E = uii'i 2 stiiirriisii/tf/ ” W!S 4 

V/m. 

17.114 /•: «nrt/fiini •» r> “ rII /••>»/K * 2 • ili' 7 C/ni r ; E ~ ih,i/2nn l.i 
carimi i» iiirno risemi di ur ciiniixr ululirim u x II, clic rieve Lustri: L'gru t cu 
opposto a quello dovuto alla disrribuziouc di curica. visiri tUu min c ò dcfics- 
sirne; oW/cbp “ pui'u/2/rr ■* i = 2/mR/ f|i/ti|U ® 27rnWc fv = I7V.5 A. 

17.115 seni' - scnr/ii = n.2Mt. i' - 15.1*. « nu7ii. «, = u i32. Uii|hi i.i 

rinessiuiit ruiulii è jminrirrnni tniuìtinitt;iiic: liti piami Pi imuipiira I,. " 11 4 
InRu m ti 1131 W/cir 2 . nel piami ini esso uruigiiiiult /. = » 5 IJl\ - 11 “57 
W/tiit 2 . l)ti|Ht il polBrriidu / *= n.uìi tus’30" i nn57 stif.Hr = nn.r7 W/tni’ 

17.116 stili' - scnZ/ii. i' * 25.2”. = nnIS. li, = mW. iV,. - n 5 0,,/r,. 

|P U - 2.13 W. IV, - 0.5 ÌV u li, ** Il UHI w. IV« -• I tf. » »• W. ir, 

= tv„ - IV« = 2.113 W. 

17.117 Ini luce iiitirlamc è ìtuiuniic, rpitua tilt tstc Ha /. è pia.uir/.ii.i rciuii- 
itcaiutint ntl piami rii iiicirltnra. qiiiirii i nuitu vUnriout |t»ssii»ilt t lIil- i.i 
I ute riflessa sin pulniizraia rettilineamente: ninnili in ciiiiriirimii in itiewsitr t 
iinllre Hi limiiim neve essere mezz'inula; Igi = 1.43 =* i = 55\ i’ = 90" - 55 " 
» 35”. IL. » 0, K, « 0.117; / « 0 51 l„R, «» /„ = M W/tnr Ma 2x,/Au/A 
m (2K + l)« risnita die nel visibile c’è la miUi MiUiziiine E = ii. A - 2i/An - 
4tXI mr. 

17.118 seni' - scui/u =* i* - IO.**. = «.•«!. «- = '• "'2; l: r = / 

/•, - f„scn/r : - |ig(i - f'ì/i 6 (i + i')| /-i.tus/1. - |-stilli ~ t'i/se.Ki 

+ i')| E a scutl •* tg U H - |-cos(i - >')/ens(i + t')| igfr => rr - -48.5 
- (K„cos 2 fl + Riscr'll) IV„ * «OHU W. F,„ è pcrpciiilieularc al piami ili 
intidenza in crimlizirmi di llrtwsicr. Igù, *= 11 =» 1,1 *= WI.2A 0 Se 0' ioni vana 
Imola lisce ut e ilalln lamina f! iHilarizzaia riiLiilarintnit e pciiani» la lannna 
deve essere ipiario il'oiola, 2mlAu /A = n/2 =» 1 / “ A/4 Au = 12 5 iim IV — 
W H /2 - 0.0*81 W. 

17.119 Hai iirlinu |vtilurulile viene iriisiness,; I, = /„/2; il smanio ixilauiiilc a 
sua vnlin 11 lisine uè / 2 - /,tos Ul e il lerm /(rii - / 2 cos(x/2 - ri» = /.stir u 
« /isen'/feos 2 // « (/„/K) (stii2rir « I 25(stii2//J 2 W/viir. 

17.120 l,u liiiniim mezz'àiòlà 1 intuì ili 2u = 2" il pian»» «li |x»l.inrri»ri«»nv 
ilctl'oiiilii elle In mirnversii; demi quesiu rcsiiinn vulolu lune le consulti.i/inui 
falle nel pmblcioa 11.7. 

17.121 I .11 Iute iutUltutt & ptilaiirzulu clliilitauienlt; se si lui tsiuiruint «»>l 
poliiraiilc vuol dire cltc In luce emergente ilulla Inmiuii 6 ixilarirrata leililiue»- 
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lucilie e iiuiiiiii c*ic In lamina è ijumi» d'nnda: 2ndAn/k a a/2 •* </ ™ 13.9 
pii». 

17.122 lai oiiiiiMinciiic y passa au inversi» U piim»» polarizzili» re, menile quel¬ 

la t viene avMiiliiia <|„ - <i; »i’iiIiiii pniic. ostini» i‘inicnsi|è pinpoiritmaie 
ai >iua»iiai>» dcti’hmpiczza, <«, ■ <n r /2 » <u “ + 6», ** 3<|/2 * 1.62 • 10* 

W/in*. l>a <u, = i/2 cf ( (/'ó E* « (2<u,/er n ) • 2 • ili V/m. Zi ■ /| «e *a 
liiiiiina imi» yanPiia in s»ai» e in •liic/lnnc ili polarizzazione, 2ndAn/k a 2K« 
>Hc Ha l'univii siOnzittiie K » 2, A» «■ 4»MI ni». <, “ 0.5<| se la lamina 
trasforma «a |HUaiiz/a/.ion< Pn ic»innca Hi cHo»Hiic, cinè se 6 qua no d’onda, 
2m<Au /A - (2 K 4 i) a/2 cHc bit due soiu/Wni, K« 2 A 4 ■ 640 n«n, K - 
3 A 4 » 457 mn. <, - 0 se la iantina è mczz'»ndn pei cui ino»a ili 2a - 90* il 
piami di iMiiuik/aziunc. 2ndAn/k - (2 K + «)a cHc l.a una soia soluzione K 
= i. A> « 533 mn. 

17.123 i-a lumina deve iniinduiic uno sfasamento Pi 2 Kn (l’onda liasmcssa 
Ha I» Messo piami di i»oHiii//aziunc di ipielm inciderne) >ii>i»nc di (2 K + l)a. 
nel »|iiat casn il piano Pi poHirizzn/.mnc viene iu»la»o Pi 90*. In gcnciaic cinè 
2ndA\i/k - ma (ni « I. 2. 3. ...); Pili Pa*i 500 - 2 • lll -, P/(»i + I). 555.55 
» 2 - m''<//>u «► »> = 9, rf - 250 pm. In cnndnsmne si Hanno He lungiiczze 
>r»min (625. 500. 416.7 nm) pei cui il piani» di poiuiizzazbmc min lunln e due 
(555.55, 454.5 mn) pel cui imnn. 

17.124 i.a piima lamina deve introdurre uno sfasamento di Kn con K intelo. / 
2ai<|Zln/A - Kn ** A, •» 600 nm. A, - 450 nm cmcignno ancoia polaiizzalc 
yiiciPaimcinc. l.n sccnmia lumina deve csscic »iuai»n d’miilu ■=> 4P 2 A»i - (2 K 

+ |)A, sod»lis<a»m soli» da A| m 600 nm. 

17.125 2miA»/Xi ■ n/2 » per A t la lamina i ipinilo il'umla e ipiludi A t 

ysyc Palili lailiiiui |UPaii//.nHi ciicolniiiicuic; 2ndAn/k, » n ■* laiolilil mez* 
/‘ulula, k, esce puluiizzaiu rei i iliacamente luiigx l'fisse z. L'iocldcuzil sulla 
seminili Ittvvla tlel pilMiln iivvleiic In cniiill/biiil di lliewsiei (Ig32* • l/n, <’ ■> 
58°), H, » sci|'(< - - 0.192 -» 7J, - I. 7’, - l - K, - 0.808. Pei A, W r - 

0.5 IP, = IP, e viene liasincssii IP » + ì\W l » 7.23 W, polailzzala 

vltiiticaiitcuie; |K-r A, IP, •» IPj e viene trasmessa IP « 7‘,IP, • 3.23 W, 
polarizzala iciiiliilcinilciilc (si tulli die si è l lasca min la riflessione stilla piliirn 
faccia del pilsnia, li “ 0.05). 

17.126 Pei <•', scii/i/n, -* <| - 26.23", |tcr /■* sciti, - sci|</»i # -► <j - 30.34". 
lai separazione lungo la laslia Ha i fasci incidenti è A/cos< per cui <flg< 2 ■ 
Pigi, + <i/cos< «a h - dcos<(lg<, - lg<i) ■ 0.13 cm. La differenza di cammino 
nllim ira i due raggi è jt ■ <ilg< I- «,<//cosi, — n„<//cos<, » 0.453 c)n e lx 
sfasameiuii rorrispeiipicnic è 2nx/k ■ 2ir • 7550: l'onda risullanlc è polarizzala 
rciiiliiicuiiicnic. 

17.127 »| = A|C|<i, n, * k,c,U * I, ■ A|C|<r,/c,W| « 36.7 gradi • cm 1 /g. 
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17.12* 0, - (2n/A) |(n, - l)i, i (h, - 1)^1 - 92071, 0, * (2tt/A) |(h, - 

l)i| — (rii — t)ij| • 41i7T »> i, = 200 |»m, », = 220 pii». 

17.129 seni' =* stui/n «* »' a 28.t.3", »' — »' * 16.87"; il pcic»fM> da* |tun>» 
P» inciden/u « O è Hingu <»/«is(i — i') e quiinli Hi Pi«elen/a d» cammino 
o»iico vate x « x n - x A » n|<i/c»s(» - »’) + <><>*) - |<><>* - 6»g(/ - /*) - 
9.»I8 cu». Nella riflessione aria-vc»rx li,, « 8.46 • ni - * «a i A » 8.46- l»l’* 
W/c»»»'; H» iuucii/ii > insili essa > IV, R Vii. 54 • l»i •' W. Hi se/ione tlel fascio 
•insntcsso è X r m 2'c>»s»"/e»»s» = 1.247 cm' =» <, * 795.14 • m ' W/cn» J . 
Nella (iUessiunc vtint-aiia si vePe dalla <igu»i» cHe il P»|ip»i »leH‘a»»gid» Pi 
incidcii/a è 90° — (» — »'*) j>ci cui l'augolit di hivìiI>-ii/u vaie »| =» 36.57" e 
tpiclH» Pi liiismissiuiic », = 63.34" =» = 7 77 • u| *, ( H = HI li “ 

6.18 • l»l * W/cin'; in <>’ la pciccuiiiulc |(i - u)/(l + u||- « 4 • i»l * viene 

ridessi! e in »lc<iui»ivn <„ =» H.iXi <„ = 5.93 • HI’ » W/yiu'. A » yuiiisponde lo 

sOisamcn»» 0 - 2m/k + n => cns0 = -0.94 => / « < 4 i- <« + 2(/^/*) ,/i 
COS0 - l.»)7 • 10- * W/Chl'. A H \ A Hf 


/ 17.130 De»ia P In disianza Ha te suigcmi virtuali e I. la disiau/a dalie M»igcn- 

ti adt» scHcun», d/1. =* 0 = 1.2 • ni 1 md; i massimi di imchsnà si hì»i»»i per 
</scnx a« P»« =» Kk e la ioi»» coordinala sulbi ,scHcri»»> è z * Ln » z * 
AA/./s = Kk/0 *> A » <h/K “ n.6 piu. 


17.131 lai dilleicii/n di Hase è 0 =» (2njk) |r. — r, — (» — |)ij; nel niassiunt 
cerniate 0 - 0 ^ r, - r, - (,» - |)i. L anei»c r 2 - r, « ,«>. /.o» Ai ** r, 
~ r i m ikAi/L, ti — i = dAz/iJ ** 0.4, n = 1.4. l.a disianza ira te due 
flange è Ax = kL/d «*■ Ax/k = /./<< = 500. 

17.132 Le ritinge si spasi.. versi» l'alin se il mbu i è sttpia .pieiix 2; H» 

diOereuza di eauiiiiiu» »»|iiei» Un le mule ette ariivniiu neiHi siesso puniti 
Pisiniile Ai dal cenno, è dAz/l.\ se ipiesia è paleggiala tlalHi tl)ifercuz;ì 
Imiiiuhiiiìi tini ml»i, (u — I)<, si Ita ili /• il niassinui yciiHuIe -a. (<t — |)/ ». 
dAz/L *> Azi •* ri - I = dAi/i.l » |n- *. 


17.133 Pel Ai 2*ii - (2 K, + I) A,/2. pei k } 2»H 
|tossiitililà è A'| =« K, = 2 => i = 0.34 pni. 


K,ky, si linva die runica 


- - a--- • ” t • »•»»*»#! 

un solu nlioiilrtl per A 
568.7 uni (luce glallil). 


. • »/ nm. hviim l 

426.5 nm (luce vittleiia) e mi sola nplssimo per A 


17.135 Se c’è slatti una sposlnmciiii» di N frange (« - |)< » Nk„ - 10 “ ur 
dulia sceoudii ttnidi/iouc 2nl - K,A, a /f,A, e»»u K, « K, - I * AT. a 15 ' 
«Il a 3 • Ili ’’ Ut •* I a 2 • 10 " 10, U a |.5. 


17.136 (« 
A/2 A 


l)i a 3A„ =» i 
4<|i/(2Ak + |) 


2.4 tini. Massimi di riflessione: 2 ut « (2 K + |) 
14.4 • I0*/(2K + 1) nm. Agii eslrcnii tic ilo 


1 



«24 


( Al'llKKI 17 


spettro visibile n«>ÌN(MiHih(( 0 ( i vanni K = «« (~ «Wi imi) e K = «7 (~ 4“ 
M«i): ci suini rinè i(i«i (ii((ss«K(« «li (i<<rssi«Kr r nu»n<ni«i loioimi ili (.iisioissio- 
ih'; i vaimi ?li A si r«(?7i<ii«i( ri«i ‘a u«nom-nu (??<vì«ii. 

17.137 Dalla lamina 2x 2 > « (2 K + ») A/2 «* u 2 » ‘.337. lai riflessione ?«a x, 
a rt] avviror io 77>o7‘i/.tonÌ ?‘i IIitwmt» (‘ut/ ix0u>i/./idu i> 7‘ <>i«o?> di ìh7(7‘7ii/k): 
«gì » M|/w< >(| = ‘.5i(7. I’?iir‘(7 «I > il] > ix(ssi((((7 ‘il itflrssitioc illude <>cr i 

> i ( i cimi scoi« * i«j/xi. 'il “ /«2.52*. 

I7.I3H 2«'i -* K|A, 2IO] _r A.'* A •> 2iiAi " A AK, ii/I» -» 72.45 ilio; (« - «) 
Al = NA = 22.4 lini 5I‘ |ioi, x = (.45. 


17.139 l‘ iiikssìoxi g 7 ii 7 »i 7 (> si «in <x:» 2zo = (2 K f •) A/2 enti * dis((inyi( ?‘iH 
V 7 >IÌ 7 C; io l((l 7C(«ÌI(»7(»7l CÌ SIIOII N = Kt - K t = 2(l/A flllll|>7 (A ili 7CI((ÌIK7- 
kì), 7inc l 333. I» <x7sci(7i( 7*7* 117 < 11 < 7 I <1 N‘ = (/i 2 - K ,)’ = u(K 2 - K t ) = x/V 
-> 1% = 1.4. 


17.140 Nrl < 7 »ini(i 7 iiso 2(u = (2 K + «) A/2 7 ioi K = 50 => hs ■ ‘«.‘ <«n. 
N 7 ‘ sceiiinlo caso si •ooioii oiioimi ili »ii‘ 7 ssi«uc ex:» 2in = KA e »ci<’i«ie<vnuii 
?‘;((?i K,„ tll -■» 31 « K„ m , « •«) .» sene validi 7 «i noiiiom. «ni 5V4.« ino e 5“5.0 

oo>. 

17.141 II .aggio 7 k«o genetica fiimgiii diiioii ir- j(2A‘ -i- i)/{A/2i(| ,/J ; esso 
<x(73 valete al linissimo /., da r«i A.',,,,,, « ni. 1 / IIA — n.5; <x:» iiiiii vn>ia/.Ì7iiitì 
Ali 7 k‘“'ii 7 ilicc 7 ‘i »if>a/iu«0 AN = A K m ,„ = Ani. 1 / HA = * * se Ali = ‘.33 — 
I = 11.33. 


17.142 scoi’ = se«<‘/« -* <’ = 44.8‘°, dilfr* 7 i‘/it di 7ai((ì(iiiio iioico 2iociis/’ 
«= (KV.2 koi. Si (lamoi mussimi pc» 2ni7i(sr = KA ► > A’., - 42i‘.,t, K* = 
2i/l. «. vuoili imcii da 2‘/2 a 420, N « ‘20 flange (liiiessioiti ia fuse). 

17.143 l a ilillneo/n dì .. i: Ai “ 2i(feos/’ e«K « “ I « /’ “ 

20* cidi! A > * ‘K.H |ioi. Si Iiìiiiiio iiiìkìioì in liOessiooc i>er Ax » KA (*if‘ess<7*- 
ni io ..pposizòuie 7 ‘i fase). K A - 47. K » = 28.0 ‘0 fiaiige seme. 


17.144' A 34i‘/v « 2.5 cui (Mss(«oeii7‘i( d 
7 li>e/Ì 7 *u> «(di elle iisen// = KA: II— 0°, W = 30° 
/a ilei OKissiiiiii eei“»((‘e All “ 2A/ A/o “ 0 2 ■ 


3<(ii ni/s). '('ie «iiissimi oe‘‘e 
► o = 5 coi. H - 0(1*. Ld»e‘iez- 
I. « lìAll = 2‘) eoi. 


17.145 I. * A/4 = d/4v = (>*«//A/) ,/I /4v •> v’/v = (T /7) ,/I - ‘.«««S; 
„cl violino io eiodii è tivsa In a.1 cooam'ii g‘i csoemi: L « 3/2 = d/2v = 
(i/m) , / I /2v .► v’/v = (r’/*) ,/a -, l.«*3 - *' - * *• T m 

4/. Voi « «9.7 N, t' - 7/13/ N. Ar » 1.2 N. 

17.144 In aria u, = (y.K'r/A#,)»'’. «. ciò. Wl = (YzKT/M^ Av = « c nei 
due casi, esseinto la geometria la s/essu, è eguale la linigliczza donda — v,/7 2 



l'Illllll I SII Sllli'l I SII NI AIO 


(l.’S 


= k./iij = (yiA/j/yjA/,) 1 ' 2 = (I 4 • 4/(.u7 • 28 7(' /J “ U -» « • • 

2.03 • H‘‘ i‘/. 

17.147 ‘a fiiii7<nic(7(«uiy 7*r»n roida > c„ = i >/2l. ~ (>/ii(( ,/ 72/. ~ 4i('> “/ 
La 7 i,(((lina 7i'a(ii( ) 7liiusa a (ina 7si>7ioii?l 7 aiWiia .di.diia, iiii.indo t 1 *oiig.i 
l. A = (2A" + I) A/4 ,xn3 ii.sinoiai 7 . S 7 si iikv.iioi 7 I 117 sii7T7ssis7 ixisi/Kiio di 
lisiioao/a AI. a = A/2 ■> A <= 2AI. a ~ “72 io -> i> = Ai’a ~ >*7 / 10 /s. 

17.148 0 = (y///'/A/) ,/J = “108 2 o(/s; /. = A/2, f = n/A ■=• i</2/. - 5i^i 

l‘/., ia = 2jiy = .3.52 • ‘O* »ai‘/s. /| = V'/Zi ~ l''/l‘(* , ‘/.| * */i>if i)|. l / i — 
/,iin/., = oi J C'|/.|W(in J f.'i/.| - i); / 2 = V/Y.j = l'/lKia/.j - l/ia(' 2 )|. V, -- 
/ 2 /idlC 2 = ~ l7( IO *(-’]/• 2 — V 7 ! = ^2 —' ‘W 4 = ’|/2 -> ( l — ‘U 71 

lll>. 

17.140 All = 2A//Vii = A/o. l.ngH7//a iiiigoi.n? (' 7 II .1 liangi.i 771111 . 117 . sullo 
S 7 ‘( 7 »ioii 7 .s'sa ò ‘ioga Az = /A /11 -* o = /A/Az = 5“ ioli. S 7 ui.iui.i il ik.(smiiiii 
7 I 71 quadii 7(»di(i7 avvÌ7«7 sia seo (I 4 = 4A /11 7 H 7 s7i‘f/ 4 = A/if d = u/4 = 
<2.5 |l(l(. 

17.150 ‘'.itoli oiioiioii ix:> i/s7i(// = A, // =» 2.5 • •» * »>ol > l.iiglie//,i dii 

massiuoi . 1 .. Az ■ 2/(/ •= “5 7111 Se 111011701111 1 in.issniii di indim 

ixoi ,»/i/ = 2, » = ‘i.x ioni. 

17.151 uscii//] = 2A, zj ■ /(g//. = /seo/i 2 = 2/A/o -* 11 = 5n .. d 

oiassiioK 7 (ei i(Ui(((o 7(iil(i(c, n/(/ = 4, </ = 12 5 |iio, //j - (s7ii7d/s7ii/‘./A)’/ 
(wi/.seo// 2 /A) J = (scu27r<//n) J /(27i<//u) J = (sca7r/2) J /(7r/2) i - 4/jì 1 = •• •‘iis 

17.152 <i( (’.i'Ui'iaiT’ la fioioa dru.i Uguia di 1111111117 ÌI /.1 11 di diliì.i/iiiìir di|icii 
?ie 7 ‘ai 7 *«(i geiooeoiei e 7 ‘u A, aii/.i 7*a A/u, se vana A e la iigni.i deve 1101.111717 
ili s( 7 Ssu ix;eii(>e e‘ie vini u io iiauio ude rMe (A i- i/A)/(« 1 1 / 0 ( 5 A/o ;• 
|(/k/x | = |</A/A|. Ne‘ eiiMi (XdiXisoi, se A A/A = 1 5 • 1 » 2 , 11 I nl5 sia (ni 
(il leodìuua ede <>c> i fmi ?<i Y7omg. 

17.153 Avvieinaoi ‘71 il sccioido s7l(eino( all un ye>‘« (XIìko le line Irii(lii(ii7. 
KgimoK 7<elle iiiodi è vista du< ecidio 7<el (iiinoi sclicnoo sono l'angolo (I = 
0 ;/ 2 /, C((?(i,uo iicl((( 7 <iic 7 Ìnoc (Xn eoi si ‘01 il ouuiuui t‘i lineileieii/u ilovaoi 
i(|(e feitdiittte («e» diiom .selie.uoc «,// - A„/2 > /• - A,,/2«, - u./?/, •> /, - 
h ( (I 2 /A|( = 34.3 eia. lo 7(7icsie cnnili/kon In sedenon .V ajdiaie lidio Avvnimm- 
7 In imcmu il sccii(i7<o sc'icikik si ìii uva ini no ecidi dumo nella dnc/oiiic i<e< 
;»ii(in oiassinm ?<< ioie>fe>cu/ii 7 <((viko alle lei(7(i(ine ile< iniiiio N 7 l««iime o,// ~ 
A„ =* Il » A|(/d, = o 2 /2/ 2 ■*» /, = 0 j 0 2 /2A tl = ‘7.2 e«i. ‘li i(K7s(o caso su 3 si 
osserva un sis/eoia 7>i fnoige dìs/iu/e eoa i* massimo ili ioieosdil. Diuiioneiiilii 
ui/erloxuen/e / si riiuixlnaoio le stesse romii/umì; |>ci eseio|iii( il loiin se 
7isscrvii |H’> /,„i M = ti,ft 2 /l(2A' 1 1)A„| Ooamlo r'i il gas lì ~ unii/A =- 
<i|<< 2 «/A,> = u/| •.> u = /,’//, = I 02 II poicic se|xnaii“e della lenie & “,//. 
1.22 An/1) = () « 2.67 oidi. Il iliaioeno ilellu |.(i|.ill<( ilciroceloo 6 ~ 2 (imi e 
(|0in?ll esso (noi (losci.el.lx; a scpinaru le iuoo.igiiii. 
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RICHIAMO DI ALCUNE NOZIONI DI 
CALCOLO VETTORIALE E DI 
GEOMETRIA 


A.) Introdu/ùuie 

Nulla soluzione «li alunni priildeiiii si «iunrru iillu proprieiil «lui campi scala- 
ri c vctmriali, cimi riferiincnn* al pnicn/inle V, al rampo c!«‘in iin E. ni rani|M» 
* miigncticii II c |*lii rnrainuiite ni jMitcn/.iulc vcnnrc A. Alilnmini pei«n» litcniini 
ii|i|Niiiiiini lirliiamnic «tnaluliu lui/nmu «li cale* do vetnnialc il.imln |h-i sminali i 
concedi «ti uunijxi, III definizione «li vettore c dcfle snu cnmpommi. le ii|>cra- 
/ìiini «li sonimi* di vuttoii, poRlotiu «li vedine per un uiiiiiuiii. ihikIiuiii scala¬ 
re, piotinoli vettoriale, proibitili misto, dctiva/iiinc «li mi vuuiuu. 

Soiiii poi elencate alunne fiirmiilc rulaiivu alle uiHirdiiialc uilimlrirlie u 
sfuridic u iillungoln stillila, uliu turiiaiiit utili nul ualuoln «ti iiitugiali. 


A2, Integrazione di vettori, circuitazione, flusso 


■« 


I.'iotrgriiziniic «li un vutturu in mi dalli dominili si esegue atlraveisn Ir 

uiiiipoiiciili: 

| u(.r)i/.v = il, | <r,i/r + u r | * r dy + “» | ; 

ili iiokIii aiialngn si |oouudu per integrazioni so più variabili. 

Una («articolare operazione «li integrazione è i|iielta liingii ima linea: se /I 
e H sono gli estremi «li tut arco di curva C continuo, ciinleuiito nel dontiitio 
«lei cmiijK» vettnriiile a(r.)\i) e di ■ ilcu, + ilyu, + ilis, esprime l'elemento 
d'arco infinitesimo, si defluisce integrale di linea Inngu l'arco AH suiblctlo la 
«luniitilà scalare 

a * * 

|a • «U « |(«,i/r + «, dy t- «,«/*) ** ju,iH (A.l) 

A A a 

•Se la linea C t eliinsii l'imrgiidr |>i nule il nome di niu animimi- di a lungo i ' e 
si indica cosi: 


r, 



a • di 


(A 2) 




l'Aiiiiii» n 
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17.154 Av «* 3 • uf m/s, A « I ciu; massimi ni inlcifcicn/ii pcf sci»// - KA//t 
» K/9 cun K vaimldìc da 0 a 9, minimi di di//riiz.iunc per sci»// ■ K'X/J - 
6"/3 cun K’ vai ùmile da I a 3. (Allindi si ini emissione apprezzatole |K-r seu// 

= K/9 cun K - 0. ± i. ± 2. ± 4. ± 5. ± 7. ± 8. I rapporti valgono R, - 
(senzu///t) , /(zn///i) 2 ■ (l.(»K4, Rj ■ (scii2m///i) 2 /(2*i///i ) 2 ■ “ 

2X/Np « 4.36 • IO" 1 rad «► A/ « 5. 

17.155 IHilcic risonili vii R - A/A. - - iWl *» N *■ 45; zi// - X/Np ** p - 7 
|ik». Se manca il massimo »le* icr/n indine J * /*/3 *= 2.34 din. R 4 « 

(sei»4ji/3)V (•♦•*/•')* ** W.043. 

17.156 Pass<( de» rclicoiu p ** l/u * 2.5 nm, loimcru di fendilure N «■ 11 L « 
MNMi. Massimi de» secondo moine agii angoli scn//„ ** 2A „/p “ 11.525 •» //„ « 

./• ./i5", seti// A » 2 Aa/p - 1* 328 => »a - <*/. »5“ -► //.. - //a - «2.4IP; All,, - 
2X„/Np = 8.75 • IV ' rai>, A»a » 2X/>/Np « A//„ A lS /A„ ■ 5.47 • di' rad. 

17.157 Pi nere risolili ivn richics/u X/AX « 656.30/n. (3 «* 5048 “ 2 N •» N m 

2521 Icndiiurc. Da /iseit//,, » pii u ■* 2A e da r u “ f n n ” W/* s * ricava /» 

= i3 ( (ini ■* n = 1//» = 762 fenditure per ceni ime! io. ninne Az «* 2fAX/p 

*= lil din. 

17.158 /igl/| «- z, * //| “■ 2,V58", ;»sen//| « 2A t A,//» - 11.2; diffcrcii/ian- 
du /ig/1 « z e nsen/1 « 2A si oiiicnc i/z/t/A « 2///»cos’// «* /» - 2.97 (tnt. A, 

- 594 nm. Puicic risulmivo AMA « 594 - 2/V •* N - 297; la largherò. delie , 
rigne è 1 », - 2Az - 3.5(1 *R* - (*cnK»/5) 2 /(Kzr/5) 2 , Rt « 
il 255, R 4 « 11.055: si riesce iUnniac n osservare aliene il mussÌ|no dei terzo 
indine, ina min tpieili successivi. 

17.159 ;isenili - 3A ~ », « nl.37». . - 9(1» - 0, » 79.63». sci./’ - sen./t. 

= 40.98*. R. - 11.224, R, - 0.527. R - 0.5 (R,. + R.) - 11.376; l„ - R/ 

/ . |. 4 | W/eni 2 » /(»,): Ri * (sciarseli»,/zrscn»,)* - 0.898 ■* /(II) - 
/(»,)/R, - 1.57 W/iin 5 . 

17.160 I.■immagine data dallo spcccliin disia x « 26 — 1/(11 - l)/« dal fondu 
del reci|(Ìcolc. 

17.161- I. indice di lifraziunc del gus deve essere late che 411» < 4 < 45» dove 
/„ £ l’angulo limile di riflessione lotale — «co4IP < seni,, - «/«1 
n,sen4ll» <!+«<»< u,sen45» (28.5 <e< 131.4) Kg/in*. Da pV - RI c 

T-m/v » rie»™ /• - (■«'/«, «» « - ; ">■ J/K.«;'= ' K « « - « 

Kg; a 7' » 21/3 K p ■ 55.34 • III {> N/m 2 - 11.55 p alio (15.7 < p < 72.3) 
ali». 

17.162 In deviazione minima 11,^ ■ »i.a ■ “/ 2 “ 3*** " )n * cnW i^ “ 
sem/M„. sen» 2 .A = sei»d/**d: / * !'•«•**•»« d‘ incidenza m’ q»dl« ««*{«•»»« 
dal prisma. . - U - 54. IIP per A*. Anche A* Incide con / - 54.lir - 


limili I MI som I MI NI AIO 


6*7 


sen//| a » scili/il„, //| a = 29 76», //, u = u - //, „ ** »(i.2 (", scoi« •- 
u«sen// 2 . fl => Su = 55.28» w All = ,,i - u’ = (. 18 ». 

17.163 l.’nggclnt tisidia nel /imco anlcrimc del ilmluo aria-vciro iK-r cui l'im¬ 
magine data dado socccliin si 6 uina nel sud /mieti c disia (5 cui dai vertice dei 
dioliro; *.5//t + i/y = li 5/Hi => q = -2(( cui: l’immagine Anale è virtuale c 
sì Irovu iic> vetliee delio S|K-ei(iiii. 

17.164 t/p ( u/y =■ (11 - I)/R. ;i‘ - I - 1 /. 11 //•’ 1 l/i/’ - il ii|/( RI 
m (*> ~ »)/R; stisiiliiciidn i valuti iiiiuictiei e tisiilventili q ' » |32o - 5.71» 
/t)/(5.84 + 11.304 /t); per nvcrc q' > li deve t-ssctc 11 « p « 55.A fio •* 55.6 
* q' > I) cin. 

17.165 t/p -g l/ q a (// =* y = Sii chi, |i' ™ I — »/ «* -2n chi, nggcini 
vii mate (K-r lo spccchìu; t/p' - l/i;‘ =• -2/// q' - - 2 1 \J cu», immagine 
reale clic disili p“ ® 8.57 cui dalla (cine; t/p" i l/i/" * 1 // »!;"■> - ut H 
cut. iiiiiiiiigiuc virtuale a destra ilcll.i (chic l.'ingiaiuliiiiciiin è /»(<;//>! 
(-*/’//*’) (i/7/i') “ 0.34: l'immagine vuotale è 1 inumi 11 .( 11 , 1 . 

17.166 l.a (nug(ic//.a ò eguale lilla differenza dei iiinduli delle iiicnli, pali a / 
= 9(1 cui. i.’iugi anni menili visuale è / = /I/o » ~S\/h ~ <** (iiiiiiiaginc 
dii ili», seguo iiegmivn). 


17.167 /’ *= ÌVn’/'^ => X= /’/i-o I * = 0 83 etti 2 . 

17.168 o(7’, 4 - 7i|) 2nRI =/•=>/,= 529°K. 



Ai ri noi) i 


<.Uì 

Un al)r» imegra'e mono in*,Minarne è iiticmi di supcrfic'c: se £ è una 
superficie a ime fatte, cin»can»n ut' dominiti t'c» tinnito vetturini*! a, s't'i'imia 
/farro >/» a nttraiwm fa snp»'rfirie £ »a t,unt»i)il sca'are 

a • u„i/ì' , (A.3) 

i 

«•uve u H è i‘ versore i»ci»a nnrnmlc no’clcmcmo snpcrficia'c infinitesimo ili. Se 
la mi, tei lòie 6 vintisi) si aduni) ii sìi»>hi>o 

«I* 4 (a) “ | a • u„i/2‘ (A.4) 

e si i'idIìi ili (lusso osetine n tiiiriiioe a sttoioli) iltiriirieniD/inoe sten» per n„. 

>n ogni rasn. sia ,K'r rinicg*a»e ni linea tue >>tr i,iit»n i>i superficie, se si 
t.iiiinii) il vtiso ni pocorrcii/a i»tl»n »ineii C n i» verso ni u„ ì» risunaio eamoin 

SCglI». 

A3. (irai»tiiic d> nn camini scalare, Camp' canserva»v>. 

Oiiin un ciiiii|K) sc;i>are <f>(x, y, zi e preso mi punii) generico del i>nniinio 
i>i <p, iijicriaiiiii uno s|N>s>i>n>C))»> liifoniesiiii» indiviomoo da' ve»ore d> = 
= ,/tu, f i/vu v + */zu,; la viiria/iime t'ì <f> è: 

i hf> » <j>(x + ilx, y + \ly, z + dz) - 4>(x, y, z) * t/r + ,ly + t/z 

or oy o 2 

=* Jifi i gnnl^ • )*» ' , (A.5) 

avendo definì»! il vc»»re grnilicbic del campo sta'are tj> 

grati <f> » u, + u v I- u, . (A.6) 

ox oy oz 

Se >)> sposi amen»! di avviene s» ima sinicifitie ili livello <p(x, y, z) =• t„si 
lisolia */^«=») e quindi, sttninlo (A.5). guul</> 6 it>ittg»t»>/e **//« soper/Frò* >// 
lìvvlln. l’er un» s|H>s>iu»t»»> gt'nerit» inng» nini linea rl>e forma nn nngitìo /* 
cim la normale alla superficie ili livello t/</>» |grnd^|i//c»s0: si vede clic i/</> è 
massinut, a paiii/t di spos>in»co>tt, t|»nndo II m 0 ovvero quando di è itarnlleitt 
e concorde a gradai in altre parole II verso del gradiente individua quello di 
massima variazione ili <f>. 

Mediarne l'operazione di gradiente si passa da un campo scalare y, 
z) a »n cun>|M vcomiale a ■ grati <p. Olito un onopo veoorluic a no» è ilei io 
die esista uà cmnpo scalare <f> ili tni a sia il gradiente. Ove cii) uvvenga si dite 
ette il ta»>|ai vettoriale 6 l'ontiTi'nriivi. l’cr i campi conservativi le (A.I-A.2) 
diventano 

UH » 

| a • di » | gradi/ • di * | dj> m 4>(ll) - 4>(A) , 

A A A 


(A.7) 


»a IIIAMll Iti Al I IINI> llll/IIINI III I Al I DI II VI I IIIMIAI I I III 1 .1 I IMM MIA tilt ' 


: ,lsp = 0 


In nn tam,>o vt"oriii)c tonscrvioivo riaicgrnle »i >inva min t>i,K'mb: tini parti¬ 
colare camolino sce»n, ma' stnamtint dag>i eslicaii A e //; di conseguenza la 
eirtiiiin/ione risona seniore im»»a. Sussiste il scuot'inc letirtini): n*iH*izwttte ne¬ 
cessaria e snf/iciemc a>fint>u! un ran»Ki ve ionia»! sia vu**serva*ivn t che la 
circtioit/ionc estesa a ima t»ui>)ini,nc linrn v»iiiisu vi n» raion ari t Inutili io tic* 
tmo, hi s*n iin»»n. 

o rampo r>r>>riisiniirii 6 un rsrinpiii i»i rampo vrmiriiilr rtinsvivioivo: il 
caiitiMi sta'are t>i coi è i> griitlien'e è il |Mi>en/iiile. 

Ne> tnltolo vconriioe viene iniriii'oini il veonre simlHilito 


V - -f- „, 

3.1 


3 8 

dy “* ' 3z ”* 1 


si *rm»ii t»i no o/'crn/toc i')*i(»r)ii/)‘ clic ìiri|iiis)u siginliciiii t,minilo viene n,i|))ita- 
*tt D,tpor»u))i)iDcn>c a uno sca'urc » a un votare (tome vepremo). H cvitlctoc 
die 


grati <p ■■ 


(A. Mi) 


A.4 Divergenza d» tot cum,m vv»nr»ot. Campi MUcmUtlal» 

Dio» nn cnm,Mi venoriale a si definisce i/ttvtgi'nzi* t*ì a »n tp)iin>i>i) scalare 
8ir, 3o r 3», _ 

diva =-+ —— + ——= V » a j (Alti 

3 r 3 y 3 z t t'V'») 

4 netta operazione fa passare da un ciimpo venoriale a uno sca'arc. 

I* significato fìsico dt»»n uivtrgen/n è i»nsiram da' segneme risultimi: il 
fiosso di a usconc unl'n superficie laierme di nn enlicott infiiiiicsinut considera¬ 
to oe» tittioinio t»; a é ugnale il* proo»»n t*cl volume ilei cubcmi |M!r la diver¬ 
genza di a, enlctiiion Sii nn puniti imcrno u* ctptcmt: 

t/d*(a) ■ t/rdiva 

In termini finiti, limi) unii superficie eliiusn £ clic meriti,ole ni* volnmc ì. 
cssentkt 2 c r ctimpicinnicmc einoeioni nei dominiti ili a, sussiste il leorenta 
della divergenza: il flusso del campo venoriale a unmvcrso £ è uguale all'inte¬ 
grale delia divergenza di a esteso a x: 


i;(*) - 11 


a • u .d£ < 


! | divar/r 


(A.12) 


Un campo vettoriale cm* divergenza ovuntpie nulla si dice stdenaidale', tale 
è pdr esempio il campo magnetico I». Sussiste il seguente «etoetoa: comlizkme 
necessaria e sufficiente affinché un campo vettoriale sia sotcnoklale t che sia 
unii» il fiosso ilei campo attraverso ima tpiaimupie superficie chiusa inlcrunten- 




AH*( NI Ili l> 


6.12 


te contenuta nel tluc«i«i« «lei cm««p« c racchiudente «n« volarne aneli'essa <(«<« 
nouccralu nel &ltc(ccic(i«« «lei campo. 

Proprietà f«n<tamci<t«ilc «li «le campt» vettoriale suleuaiilule è la costanza 
<M flusso attiaveiso le infittite s«|K‘c|k*ir die si np|»t«ggiui«a sii tilt medesima 
c«atort«« chioso (e iufalli .si parla «li fluss<« «li II attraverso ««« direttila. senza 
specificare la anpetficie: |K-r il ritiralo si sceglie <|«idla |<iii comoda). Una 
conseguenza «Ielle precedenti proprietà è el«e le linee di ui« campo satcìmidale 
m«(««< sctnpic ritinse. se««/a |t«H«ei|«it« ué line. 


A.5 Kolore di un campo vettoriale 


Si definisce ro««re di «in campo vel«ori«le a il vc««ore 



«. 

n. 

«1. 

3 

3 

3 

3«" 

3e 

3 z 

«. 

«t, 

«j 


(A. 13) 


d««ve wDDìmrra («salo la «Icfiui/iaue (A.'» c la regala per l«« svilei|«p<« iir cttutpo- 
ac(«li «li «ir pt adatto vc««ili:de. I/t«|«er;i^i<iiie latine fa passare «la «in campa-' 

vetl««rinle «d u«« nl«r«« cm««|*« vettoriale. 

Si verifica cl«c «livr««l» - V • V X a - «i (fi«in«almciiie è «in |rr«nl«.«««« «««is««« 
etra due f««ll««ri paralleli). eia* cl«e ra«« è «in camp., s.dent.idale. Viceversa, se 
««a mirri*« vell««riale t stdcaiddale. css«« si pud espiime.c c««ii«e r«««««re «li n«t 
altro campo vettoriale; per esearpio. ciò awic««e ««cl caso del campo aragnclico 
u t «lei potenziale vel««rre A. 

Il «lenificalo fisie«« «lei r«««««re si ricava «Ini seguente risultato: preso «n« 
ctwlorira clcmeiitm c f nel <l«i««d« «li a. I» ciici.ltd/iaito di a l«H«g«< C è «m«inl«; 
.«I pr(Nl«tl(« scalare Ira t««ta «pail.iinpic snpeif.eie ««ricu.atu «»«fl clic s« a,«|*««t« 
sii C e II r««l«l«e «li * ealc«din« «d «oc cpmlhcuM ponto «lolla snpciflcle. 

</r< (a) - r«««a • u.,rfi‘ . 

Il verso «lei ct((|lor«ll« C deve appari.c «.ttiaruria llalla pu.|««| «li u„; «>l«n Decorre 
sJelIkarc u«««« |K«lk«dare superficie i«l «,«•*.«««« *««« 6 l“‘ <““«l*‘ 
sidenoidalc. In terioidi finiti s««ssis«e il frorram «f« Slokes: prcs. un <m.«torn«t C 
c una «|ualt«Mtuc superficie S el«c si appoggi *« <\ esscn.lo c.ttrtt.M DI cantcnol. 
nel dominio di a, la ctrcuilazinoc di a Ungo C è eguale ««I flusso del rotore U« 
a aliravcrso Si 

li (a) » |a • «H m | rota • u „dX » «l‘»(r«»la) i 

1 i 

per I versi vale la convenzione vista sopra. 


(A. 14) 


HU DIAMO Kl Al « UNI' (KI/IIINI III CAI « |(l (( 


VI I 1111(1 Al I I III l>l I IMI IKIA f|H 


Un em««|K« vc.oniide il cui moire sia ideiKieaaicuie indio si dice ««««oazto- 
u(dei e«adi/i«(i<c necessaria e snffieica.e perché ciò iivvcinM è die il eaiap(( sia 
e<(nservi((iv««. Il eaii(|K( clcdrns.nlieo t «a esca(pi«( «li eaiapn laiita/itaialc 

Vogliamo innare mi fa|o( gradale die vale pei le ne npria/unii di aia 
«liea.e, divergenza e rotore: esse soia, siale «Idiiiae ).i<cinlo nleniiieiini espioi- 
l«( al sis.eaia «li c«(«n<liaaie raiiesniHe, |*-"iò «lascini.i (ipcia/iiinc li.i da sigiali 
ciao inl(ÌKsec<« t legai». ris|»e((iv(H((ei((e alle vana/aiai «li «/«. al llasso e alla 
eiieniia/ioae loculi «li ». la effedi si «liaa.siia die le piiipnci.i elencale s««iai 
italipeitdcini dal sistema di cotadiiiaic picsccha, oevcni die il nsaliaio «Ielle 
opernzioai giadieidc. divergenza e ioidi e * iav.m.iiiie iispciio al «.uniti,iineiili. 
del sis«ea«a di c«xd<liua«e. 

Infine osscrvianco el«c ««elle definizioni di divergenza e mone aldnamo 
implicitamente spiegalo co«nc si applica l‘upera««rc vcllorialc V a uu vcoore 
essendo V formalmente un vcltore. snnn pnssil.ili le ««pera/inai di pro«lo|«o 
grillaie (e si Ita la diveigea/.a) o «li piialnfio velomale (e si Ita il nd«ae) 


A.ft Cnniltlaa/hme «Ielle ttpcru/lnttl grtnlletde. divergenza. rotaie 


l.e «re «ipera/inai aieazinaate possono csseie «'«•ad«iiia«e ila Itilo, teaeiald 
ctiaot elle il giudicate agisce sa ««a ciiici|mi scalale t la divcigenz.i c d ifinie sii 
«in eain|Ni veontiale. Vediamo iaiiaa/iKiioi elle 


tliv gra«l</> = 


, 3 
3r 3y 


0</( 3 d(j>_ d'(j> 3'" tji j‘i/> 

3y dz di 3t^~ 3) ,J Or 1 


(A |S| 


Oaes.a edialdna/iiiae «li derivate si «iiiaiua / ((/«/«n-noa» e si iiida.i ««ai V 4 

V* = V • V « ■» ■» 

d(* 02" 


L'ctpnizionc V 2 ^i=t(« è anat conte c«pia/i(«ae «li I apiare Si definiste aio Ite il 
l.upiurinini «li uu einapn veonrnile: 

V 4 » =* V 1 n,««, « V 4 ti|U, -I V'n.u, (A l«»« 


Uiediteiidii ««Ile drliiiizitiui sì veiiltrmiii le segoemi polpi «eia 


ro« gr»«l i/> ** V X *» Il , divunu •V , VXu*»ll , (A 17 ) 

dìv^ia > poliva + a • gr««U if> ■ <l«v (a X li) = l« • rio a — a • noli. (A IK| 

rotaia *> ^nda - a X gr«««l , r«>l(rn«a) ■ grad(diva) - V 2 a (AIO) 


A.7 Coordinale polari e ctllodrlelte 

In nn«|(i proldcnii «noi s« n«i|i//«nto le coordinine eiirtesianc, nni id*«« siste¬ 
mi di cimo «limite: «jiKisi sempre eoi avviene in presenza d« pmltcolan ciindi/iMin 
di si«»n»elri«t, rispetto a un punto o ad una retta, t«l «pendo risolimi» sciupìi!» 



tiVl 


AITI NDIC II 


I.IIL- li: i;i.|»i.'U.ìoi>ì cli:i ca»»|>i i: li: eventuali operazioni di iincgrei/iceiee. Diamo 
<I»i di Legnini li: relazioni Ira »ali LCMiidncale e <|oi:llc caileLiax: e le cL|ircsLÌoni 
<lc|ili i:li:»(»i-H»i li uepcilicie e di v»l»ioi:. 

a) ('iHirclinaie |Hd;»i liti piami z.tf. 

(=/u» z = li , +y , ) ,/l 

y = zseic <1 « *> arclgy/x 

elcineincc di sei|H:r<iuc di' ■ Udtfyds m /(</(<£> 

l>) ( '.imelni.iii: |Milan nello Mca/iii z.tf.</» . 

> = f **l* 1 ^ y l *■ 

y ~ /u.'ii *^ij:ii </> /#- aiCLiiL|t/li* i 

*-cli>l»I •liciti'/» 

cIlhiciiio di uiperficie sferica di‘“l zcftf) Izscn Oif </>) = 

- « , \ci \(h((Ut4 > 

Llrmcnia >1» v))l)ii»i: dr = d(di = / J si:i(dd/d«d«/). 
e) CiMcrdimice cilindriLlec z.^.z . 

'-(* * + y , ) ,/I 

e = zscic^ ^ « iift’jy/ f 

j - ì 

clfineino di superficie i;ilii>sli ica ili B rd^ili 
eleuicmo di vnlinne dr “ d/d £ ■ /d/d 0di. 

A H Aicgnlo solklo 

l'is.sa(« «in puictei 0 e un qualioupec cccxtiirno diluso se chiama angolo 
«elido l« parte di strazio dclcmctxla dalle semirette di origine O che coccglungo- 
xcc O a inni I limili del suddetto cuoiormi. Si dimostra elee la misura di un 
clcxccxtu infinitesimo dii di xngoki sidxki è dura da 

da . - «.«, odod* . 

d>ive i simludi limimi il sigicificKlic visti* nel pltricgncfii A.7. pillllcc I». 

I.'uicilà di misura è lo steradiante; l'angolo solido sodo cui da O è visto 
lutiti l« spazio è 4 Jt. 
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A.9 Kscccc|d 

Si eccnsiileri mi cìiiii|mi verno ialc a cieuaieii: i: uu r il laggxi vLilace. Catta¬ 
timelo ix Icinu alla di:liiiiziimc (A l.t) il iiikhi: di iXr, iiiroiiiamiK i:tie le 
coi((|>OKi:>di ili a some costateli: 

a X r * In, z - u ( y) u, + (»,a - x, j) o, H (o.y - 11,1) u, 

9 3 

*» Imita X r)j, m — lx,y - o,a) - —- 1 »^jr - <i, z) = 2«, , 

ay di 

|ro» (a X r)), - 2x, , |icx(a X r)|, = 2x, . 

=> ru»la Xr)« 2u. 


I» «li iiunei ciicnlaie ululili ini: o = m x r, limi ik vliuiil lolI.hiIl: nlcoiili- 
cnixk( a loii.m ulilciiiiKo ilinii|iii: ru =- |/ì iumi Si pini diKinuiaiL* eia: il iè\nli.i- 
t(( ri:s(x veni per mi genetico iihihi ngidii pniflip li nlcloa iixii ceeiii|xtncieec 
roiiiiiiriii rÌL|ic(>ii il mi |iiiniii <•; in alile panile ili mi ninni liynln il umili* ili j> 
£ diverso ila tene sedie nei |(uini in cui c’fc ima liiiii|hixliicl kiiì(C(i(i;i (IlI oxhii. 

C (due seconda csl*ii(|iì(( cìiIlhIììhiih il gindicini: della (hiizìkol scalare 
l/z-l/K* ly J + 


( e '“".T).-|- >«’> -17i7iT + W 

(er-uA) _. (,,«1) .-^ . 

'*■ e*»* 1 ~ --V (A (i, 1 yn, I III,) = - - r r = . . 

/ T ( ' / 4 


Kilrovinino casi, |Kr esempio, la rLla/imie ira i;ìiix|H( is |HdLii/ialL LlL»»K»Maiiii 
di dxa Lai ìlk |i(iii>if(ii »m;; vL(lniiix( micliv elee il |niilii/iìiIl di di|xi|ii 
K-zicosO/^ 1 *» P‘x'1 esprimere co me - p • gradi l/z). 

tarme il ris((ituti( tarme olile per risolvere il seguente pinMecciii: calceel.iei: 
la forza e«n coi si uitirano due fili rettilinei percorsi da cecrrcxle, oencgienali tra 
loro e distami d. 

Seeoxdu (S.12) la forza tra due eireniti generici si scrive 
F,., - | di, x | -lL‘j . 

nell trttcgratedee compare il dopino prodeettw vettore di, x (di t X r,^) che. in 
base a una nota legala, trasformiamo in (dl 2 • r> >) di. - (di. • di.) r > »; iwr- 

lavile •* * 



fi Idi, • (II.) 

z17" 


na ■ 



UJU 


APPENDICE 


Nella prima 




0 in quanto l'integra¬ 


le di un gradiente lungo una linea chiusa è nullo (anche se la line « chiusa 
airinfiniio). In conclusione 



questa formula, del iuuo equivalente a (5.12) mostra esplicitamente che 
Fu = ~ Fu- Nel caso specifico di fili ortogonali di, • dl 2 è identicamente nullo 
e la forza risulta eguale a zero. 

Dimostriamo ora che la divergenza di un campo vettoriale centrale del 
tipo /(r)u„ il cui modulo dipende cioè solo dalla distanza dal centro di simme¬ 
tria, vale (l/r 1 ) d/dr |r 2 /(r)J. Scriviamo 


fi r ) u,=/(r) 


-tu, + >>u t + zu. 


(t 2 + y 2 + z 2 ) 1 


La componente x risulta Hr)x/(x 2 + y 2 + z 2 ) U2 e la sua derivata parziale ri¬ 
spetto a x vale l/r 2 Jjc 2 (3//3r) +/(r)(r 2 - Jt 2 )/r)j; nel calcolo si è usato 
3//3z = (3//3r) (dr/dx). Un risultato analogo si trova per le altre due derivate 
parziali e in definita 

d,v l f(r) u,| - -p- |r 2 /(r) + 2r/(r)[ = -p-J- [r 2 /(r)[ 


» 


Finito di 


stempera nel me» di febbraio 1988 de Grafiche G V 



